Google 


This  is  a  digital  copy  of  a  book  that  was  prcscrvod  for  gcncrations  on  library  shclvcs  bcforc  it  was  carcfully  scannod  by  Google  as  pari  of  a  projcct 

to  make  the  world's  books  discoverablc  online. 

It  has  survived  long  enough  for  the  Copyright  to  expire  and  the  book  to  enter  the  public  domain.  A  public  domain  book  is  one  that  was  never  subject 

to  Copyright  or  whose  legal  Copyright  term  has  expired.  Whether  a  book  is  in  the  public  domain  may  vary  country  to  country.  Public  domain  books 

are  our  gateways  to  the  past,  representing  a  wealth  of  history,  cultuie  and  knowledge  that's  often  difficult  to  discover. 

Marks,  notations  and  other  maiginalia  present  in  the  original  volume  will  appear  in  this  flle  -  a  reminder  of  this  book's  long  journcy  from  the 

publisher  to  a  library  and  finally  to  you. 

Usage  guidelines 

Google  is  proud  to  partner  with  libraries  to  digitize  public  domain  materials  and  make  them  widely  accessible.  Public  domain  books  belong  to  the 
public  and  we  are  merely  their  custodians.  Nevertheless,  this  work  is  expensive,  so  in  order  to  keep  providing  this  resource,  we  have  taken  Steps  to 
prcvcnt  abuse  by  commercial  parties,  including  placing  lechnical  restrictions  on  automated  querying. 
We  also  ask  that  you: 

+  Make  non-commercial  use  ofthefiles  We  designed  Google  Book  Search  for  use  by  individuals,  and  we  request  that  you  use  these  files  for 
personal,  non-commercial  purposes. 

+  Refrain  fivm  automated  querying  Do  not  send  automated  queries  of  any  sort  to  Google's  System:  If  you  are  conducting  research  on  machinc 
translation,  optical  character  recognition  or  other  areas  where  access  to  a  laige  amount  of  text  is  helpful,  please  contact  us.  We  encouragc  the 
use  of  public  domain  materials  for  these  purposes  and  may  be  able  to  help. 

+  Maintain  attributionTht  GoogXt  "watermark"  you  see  on  each  flle  is essential  for  informingpcoplcabout  this  projcct  and  hclping  them  lind 
additional  materials  through  Google  Book  Search.  Please  do  not  remove  it. 

+  Keep  it  legal  Whatever  your  use,  remember  that  you  are  lesponsible  for  ensuring  that  what  you  are  doing  is  legal.  Do  not  assume  that  just 
because  we  believe  a  book  is  in  the  public  domain  for  users  in  the  United  States,  that  the  work  is  also  in  the  public  domain  for  users  in  other 
countries.  Whether  a  book  is  still  in  Copyright  varies  from  country  to  country,  and  we  can'l  offer  guidance  on  whether  any  speciflc  use  of 
any  speciflc  book  is  allowed.  Please  do  not  assume  that  a  book's  appearance  in  Google  Book  Search  mcans  it  can  bc  used  in  any  manner 
anywhere  in  the  world.  Copyright  infringement  liabili^  can  be  quite  severe. 

Äbout  Google  Book  Search 

Google's  mission  is  to  organizc  the  world's  Information  and  to  make  it  univcrsally  accessible  and  uscful.   Google  Book  Search  hclps  rcadcrs 
discover  the  world's  books  while  hclping  authors  and  publishers  rcach  ncw  audicnccs.  You  can  search  through  the  füll  icxi  of  ihis  book  on  the  web 

at|http: //books.  google  .com/l 


Google 


IJber  dieses  Buch 

Dies  ist  ein  digitales  Exemplar  eines  Buches,  das  seit  Generationen  in  den  Realen  der  Bibliotheken  aufbewahrt  wurde,  bevor  es  von  Google  im 
Rahmen  eines  Projekts,  mit  dem  die  Bücher  dieser  Welt  online  verfugbar  gemacht  werden  sollen,  sorgfältig  gescannt  wurde. 
Das  Buch  hat  das  Uiheberrecht  überdauert  und  kann  nun  öffentlich  zugänglich  gemacht  werden.  Ein  öffentlich  zugängliches  Buch  ist  ein  Buch, 
das  niemals  Urheberrechten  unterlag  oder  bei  dem  die  Schutzfrist  des  Urheberrechts  abgelaufen  ist.  Ob  ein  Buch  öffentlich  zugänglich  ist,  kann 
von  Land  zu  Land  unterschiedlich  sein.  Öffentlich  zugängliche  Bücher  sind  unser  Tor  zur  Vergangenheit  und  stellen  ein  geschichtliches,  kulturelles 
und  wissenschaftliches  Vermögen  dar,  das  häufig  nur  schwierig  zu  entdecken  ist. 

Gebrauchsspuren,  Anmerkungen  und  andere  Randbemerkungen,  die  im  Originalband  enthalten  sind,  finden  sich  auch  in  dieser  Datei  -  eine  Erin- 
nerung an  die  lange  Reise,  die  das  Buch  vom  Verleger  zu  einer  Bibliothek  und  weiter  zu  Ihnen  hinter  sich  gebracht  hat. 

Nu  tzungsrichtlinien 

Google  ist  stolz,  mit  Bibliotheken  in  Partnerschaft  lieber  Zusammenarbeit  öffentlich  zugängliches  Material  zu  digitalisieren  und  einer  breiten  Masse 
zugänglich  zu  machen.     Öffentlich  zugängliche  Bücher  gehören  der  Öffentlichkeit,  und  wir  sind  nur  ihre  Hüter.     Nie htsdesto trotz  ist  diese 
Arbeit  kostspielig.  Um  diese  Ressource  weiterhin  zur  Verfügung  stellen  zu  können,  haben  wir  Schritte  unternommen,  um  den  Missbrauch  durch 
kommerzielle  Parteien  zu  veihindem.  Dazu  gehören  technische  Einschränkungen  für  automatisierte  Abfragen. 
Wir  bitten  Sie  um  Einhaltung  folgender  Richtlinien: 

+  Nutzung  der  Dateien  zu  nichtkommerziellen  Zwecken  Wir  haben  Google  Buchsuche  Tür  Endanwender  konzipiert  und  möchten,  dass  Sie  diese 
Dateien  nur  für  persönliche,  nichtkommerzielle  Zwecke  verwenden. 

+  Keine  automatisierten  Abfragen  Senden  Sie  keine  automatisierten  Abfragen  irgendwelcher  Art  an  das  Google-System.  Wenn  Sie  Recherchen 
über  maschinelle  Übersetzung,  optische  Zeichenerkennung  oder  andere  Bereiche  durchführen,  in  denen  der  Zugang  zu  Text  in  großen  Mengen 
nützlich  ist,  wenden  Sie  sich  bitte  an  uns.  Wir  fördern  die  Nutzung  des  öffentlich  zugänglichen  Materials  fürdieseZwecke  und  können  Ihnen 
unter  Umständen  helfen. 

+  Beibehaltung  von  Google-MarkenelementenDas  "Wasserzeichen"  von  Google,  das  Sie  in  jeder  Datei  finden,  ist  wichtig  zur  Information  über 
dieses  Projekt  und  hilft  den  Anwendern  weiteres  Material  über  Google  Buchsuche  zu  finden.  Bitte  entfernen  Sie  das  Wasserzeichen  nicht. 

+  Bewegen  Sie  sich  innerhalb  der  Legalität  Unabhängig  von  Ihrem  Verwendungszweck  müssen  Sie  sich  Ihrer  Verantwortung  bewusst  sein, 
sicherzustellen,  dass  Ihre  Nutzung  legal  ist.  Gehen  Sie  nicht  davon  aus,  dass  ein  Buch,  das  nach  unserem  Dafürhalten  für  Nutzer  in  den  USA 
öffentlich  zugänglich  ist,  auch  für  Nutzer  in  anderen  Ländern  öffentlich  zugänglich  ist.  Ob  ein  Buch  noch  dem  Urheberrecht  unterliegt,  ist 
von  Land  zu  Land  verschieden.  Wir  können  keine  Beratung  leisten,  ob  eine  bestimmte  Nutzung  eines  bestimmten  Buches  gesetzlich  zulässig 
ist.  Gehen  Sie  nicht  davon  aus,  dass  das  Erscheinen  eines  Buchs  in  Google  Buchsuche  bedeutet,  dass  es  in  jeder  Form  und  überall  auf  der 
Welt  verwendet  werden  kann.  Eine  Urheberrechtsverletzung  kann  schwerwiegende  Folgen  haben. 

Über  Google  Buchsuche 

Das  Ziel  von  Google  besteht  darin,  die  weltweiten  Informationen  zu  organisieren  und  allgemein  nutzbar  und  zugänglich  zu  machen.  Google 
Buchsuche  hilft  Lesern  dabei,  die  Bücher  dieser  Welt  zu  entdecken,  und  unterstützt  Autoren  und  Verleger  dabei,  neue  Zielgruppcn  zu  erreichen. 
Den  gesamten  Buchtext  können  Sie  im  Internet  unter|http:  //books  .  google  .coiril  durchsuchen. 


NIVERSITY   UBBARIES      STANFORD  UNIVERSITY 


?RARIES 


UNIVERSITY  LIBRARIES 


LIBRARIES       STANFORD     UNIVERSITY    LIBRARIES      STANF( 


tIES        STANFORD  UNIVERSITY    LIBRARIES        STANFORD  UN  IVEf 


FORD    UNIVERSITY    LIBRARIES         STANFORD    UNIVERSITY  L|  BRA 


FANFORD     UNIVERSITY    LIBRARIES       STANFORD     UNIVERSITY 


NIVERSITY     UBRÄRIES        STANFORD  UNIVERSITY     LIBRARIES 


IBRARIES         STANFORD    UNIVERSITY  L|  BRARIES         STANFORD 


!SITY    LIBRARIES       STANFORD     UNIVERSITY    LIBRARIES      STANFl 


»RIES        STANFORD  UNIVERSITY    LIBRARIES        STANFORD  U  N  IVE 


H-ORD    UNIVERSITY    LIBRARIES         STANFORD    UNIVERSITY  LI  BRA. 


TAN  FORD     UNIVERSITY    LIBRARIES       STANFORD     UNIVERSITY    L 


JNIVERSITY    I-IBRARIES        STANFORO  I 


IBRARIES 


nSITY    LIBRARIES       STANFC 


iRSITY  . 

aB-                                                           L^\V(    UBR«»ES       ST-. 

ms  ■■ 

■MWOSO  l^oEaSTT  LIBRARIES    -    STA»*«»    U««»^-« 

JBSialES 

STANFORD  i«««snnr  L^»«es    STANFORD 

JNIVERSJTY  ^8»A«cs    sT«««o  UNIVERSITY 

■  LIBRARIES    ST*.«.<»  t.-.<vE=s.-.  UBRARIES 

;     UNIVESaTt   UBSMÜES      STANFORD     ur.rtEHS.TY    OBR*a.e. 

/    U8R4R.es       S-is.^c«oUNIVERSITY    •-««««S        ^»»»'C 

.         -- 

n  ;-o«D  uNf,r5srr.  UBRARIES      stahforo  umivers 

=RAfliE5 

STANFORD  uN«ERsmr  u«ar,es    STANFORD 

'  ■  '^\ 

^  UNIVERSITY  ua«*R.Es    STM.FORO  UNIVERSITY 

'  LIBRARIES    sTANroRo  umvERsn^  LIBRARIES 

■■     LIBRARIES       STANFORD     UNIVEWiTY    LIBBARIEI 

^       STANrORD  U N 1 VERSITY    L.BR*R-E9    "' " 

•-^RSITY  LIBRARIES        STAr..uu, 

ORD    UN.VERS.-nr    LIBRAR.CS        STAN 

"Y    LIBRARIES        STANFORD  U(\J|y£RSITY    LIBRARIES        ST 


STANFORD    UNIVERSITY  LIBRARIES         STANFORD    UNIV 


^•"ES    ■  STANFORD    UNIVERSITV    LIBRARIES     STANFOR 


NFORD  UNIVERSITY    LIBRARIES        STANFORD  jj  N  IVERSI 


ERSITY    LIBRARIES         STANFORD    UNIVERSITV  LI  BRARI  El 


UNIVERSITY    LIBRARIES       STANFORD     UNIVERSITY    LIBR 


Y     LIBRARIES        STANFORD  UNIVERSITY     LIBRARIES    ■    STA 


STANFORD    UNIVERSITY  LIBRARIES     '     STANFORD    UNIV 


STANFORD  university  ubraries   STANFOR 


UNIVERSITY  ubrar.es    stanfordUNIVERSI 


«SITV    LIBRARIES  STANFORD    UNIVERSITY  LI  BRARlEi 


UNIVERSITY     LIBRARIES       STANFORD     UNIVERSITY    LIBR; 


rY     LIBRARIES        STANFORD  UNIVERSITY    LIBRARIES 


STANFORD    UNIVERSITY  LIBRARIES         STANFORD    UNIV 


^IVERSITY    LIBRARIES      STANFOR 


VERSITY    LIBRARIES        STANFORD  UNIVERSITY    LIBRARIES    .    ST. 


MARIES         STANFORD    UNIVERSITY   LIBRARIES  STANFORD    UNI\ 


LIBRARIES       STANFORD     UNIVERSITY    LIBRARIES        STANFOF 


STANFORD   UNIVERSITY    LIBRARIES    .    STANFORD   UNIVERS 


LIBRARIES       STANFORD   UNIVERSITY  LIBRARIE 


MFORD     UNIVERSITY    LIBRARIES       STANFORD     UNIVERSITY    LIBR 


VERSITY     LIBRARIES 


UNIVERSITY 


\RIES  STANFORD    UNIVERSITY  LIBRARIES         STANFORD    UNh 


STANFORD   university  Libraries  -  STANFOR 


'  UNIVERSITY 


STANFORD  UNIVERS' 


-0    UNIVERSITY    LIBRARIES         STANFORD    UNIVERSITY    LIBRARIEl 


)RD      LINIVERSITV    LIBRARIES       STANFORD     UNIVERSITY    LIBS 


iRSITY     LIBRARIES    ■    STANFORD  UNIVERSITY    LIBRARIES       ST* 


|£2  STANFORD    UNIVERSITY  LIBRARIES         STANFORD 


„jRARIES        STANFORD     university    LlBRfcRVES       S^t^'^ 


FO«dUNIVERSITY    UBRARIES 


UNIVERSITV  LIBRARIES         STANFORD    UNIV 


Ri"     STANFORD   un.vers.ty  ubraries    STANFOR 


'  UNIVERSITY   UBRARIES      STANFORD  UNIVERSI 


LIBRARIES  STANFORD 


■librarie; 


UNIVERSITY    LIBRARIES       STANFORD     UNIVERSITY    LIBRI 


rV     LIBRARIES        STANFORD  UNIVERSITY    LIBRARIES        STA 


STANFORD    UNIVERSITY  LIBRARIES     ■     STANFORD    UNIV 


STANFORD  university  ubraries   STANFOR 


^NFORO  UNIVERSITY    ubraries        STANFORD  U  N  IVERSI 


ERSITY    LIBRARIES  STANFORD    UNIVERSITY  LI  BRARI  E! 


D     UNIVERSITY    LIBRARIES       STANFORD     UNIVERSITY    LIBR/ 


JY    LIBRARIES       STANFORD  UNIVERSITY     LIBRARIES        STA 


STANFORD    UNIVERSITY  LIBRARIES     '     STANFORD    UNIV 


JIVEHSITY    LIBRARIES      STANFOR 


ABHANDLUNGEN 


VIERZEHNTER   BAND. 


ABHANDLUNGEN 


DEB  EONIOUCH  SXCHSISCHEN 


GESELLSCHAFT  DER  WISSENSCHAFTEN. 


if 


VIERZEHKTEK  BAND. 

HIT   SECHS   TAFELN. 


LEIPZIG 

BEI    S.    H  1  R  Z  E  L. 
1871. 


ABHANDLUNGEN 

DER  MATHEMATISCH-PHYSISCHEN  CLASSE 
DER  KÖSIOUCH  SlCHSISCHEN 

GESELLSCHAFT  DER  WISSENSCHAFTEN. 


NEUNTER  BAND. 
MIT   SECHS   TAFELN 


LEIPZIG 

äEI    S.    HI  R  ZE  L, 
1871. 


•  •  I  • 


•  • 


•  •  «••  • 
,    •  •     •  • 

m  ••      •     •    • 

•  •      •     •    *       •    • 


•   ••      •   •  ••«    !•••••  •  •  *   **    '    » - .*  ■ 


•      •  •  •  •   • 

•    •       •      • 

••         •       • 


»     ^       « 


%       «     »■  • 


1,*^7Qi(i 


INHALT. 


P.  A.  Hansen,  Fortgesetzte  geodätische  Untersucliungen ,  bestehend  in 
zehn  Supplementen  zur  Abhandlung  von  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate  im  Allgemeinen  und  in  ihrer  Anwendung  auf  die  Geodäsie.     S.       4 

P.  A.  Hansen,  Entwickehmg  eines  neuen  veränderten  Verfahrens  zur 
Ausgleichung  eines  DreiQcksnetzes  mit  besonderer  Betrachtung  des 
Falles ,  in  welchem  gewisse  Winkel  voraus  bestimmte  Werthe  be- 
kommen sollen  -  185 

P.  A.  Hansen,  Supplement  zu  der  geodätische  Untersuchungen  benannten 
Abhandlung ,  die  Reduction  der  Winkel  eines  sphäroidischen  Drei- 
ecks betreflend -  289 

W.  G.  Hankel,  elektrische  Untersuchungen.    Achte  Abhandlung.    Ueber 

die  thermoelektrischen  Eigenschaften  des  Topases.   Mit  4  Tafeln.  -  357 

P.  A.  Hansen,  Bestimmung  der  Sonnenparallaxc  durch  Venusvorübergänge 
vor  der  Sonnenscheibe  mit  besonderer  Berücksichtigung  des  im  Jahre 
4  874  eintreirenden  Vorüberganges.     Mit  zwei  Planigloben  .      -  455 

G.  T.  Fechner,  zur  experimentalen  Aesthotik.    Erster  Theil    ....      -  553 


FORTGESETZTE 


GEODÄTrSCHE  UNTERSUCHUNGEN 


RKSTKIIKNI) 


IN  ZEHN  SITPPI.KMKNTEN 


7A'R  ABHANrUANi; 


VON  DER  METHODK 

DKR 

KLKINSTKN  (JUADRATE  IM  ALLGEMEINEN 

INI) 


L\  IHKKK  ANWKNDl  N(;  AlF  DIK  GKODASIK. 


VON 


P.  A.  HANSEN, 


MlTrtLir.I»  DER  K«'*N'I<'.I..  SACHS.  «ESKLLrSCHAFT  DER  \VlS3ENSrHAFTEN'. 


!><>>  IX.  Bandes  der  Ahhandlungfn  der  mathematisch  -  phy  .tischen  Classe  der  Königl. 

Sjtohsi^schen  Gesellschaft  der  Wissenschaften 

N»  I. 


LKIPZKi 

BEI    t>.   HlKZEh 
IS»)S. 


V'iin  YrrfasHT  ülM'rjr<*l>«*ii  «Im  l'J. April  IS<»S. 
Der  Abdruck  volli'inli't  <li*ii  15.  Auj;:u>t  lS(iS. 


FORTGESETZTE 


GEODÄTISCHE  UNTERSUCHUNGEN 


BESTEHEND 


IN  ZEHN  SrPPLEMENTEN 


ZUR  ABHANDLUNG 


VON  DER  METHODE 


DER 


KLEINSTEN  QUADRATE  IM  ALLGEMEINEN 

UND 


IN  IHRER  ANWENDUNG  AUF  DIE  GEODÄSIE. 


VON 


P.  A.  HANSEN. 


\blMiKll.  ■!•  K.  S.  tlcüpliitrh.  d.  Witspiiftrli.    XIV. 


INHALT. 

Seile 
Suppl.  4.   Reflexionen  über  die  Anlage  und  die  Ausführung  eines  Dreiecksnetzes.        3 

Suppl.  ^ .   Von  der  Bestimmung  des  mittleren  Fehlers  der  nackten  Beobachtungen.      59 

Suppl.  3.   Ableitung  einer  bisher    unbekannten    Bedingungsgleichung,    die   im 

zweiten  Theile  der  Ausgleichung  eines  Dreiecksnetzes  statt  findet.       80 

Suppl.  4.   Von  der  Behandlung  etwa  vorhandener,    überzähligen   Richtungen.      84 

Suppl.  5.  Entwickelung  eines  besonderen  Falles,  in  welchem  die  für  die  Aus- 
gleichungen auf  den  Stationen  aufzulösenden  Gleichungen  sich  in 
zwei  oder  mehrere,  von  einander  völlig  unabhängige  Systeme 
zerlegen  lassen 10? 

Suppl.  6.  Ableitung  der  Bedingungsgleichungen  in  besonderen  Fällen,  mit  Bei- 
behaltung der  im  Vorhergehenden  stets  angewandton  Form  derselben.    4  53 

Suppl.  7.  Berichtigung  eines  in  der  Abhandlung  vorkommenden  kleinen  Misgrifls.    4  62 

Suppl.  8.   Berechnung  der  /(r,/)^,  etc.  und  der  [I,M),  etc.  ohne  Zuziehung  der 

f3[r,I)g,  etc 4  63 

Suppl.  9.   Die  mit  a,  fi,  y  etc.  nebst  angehängten  Strichen  bezeichneten  Grössen 

betrcfTcnd 4  65 

Supp).    10.  Das  Beobachtiingsverfahren  betreffend,  welches  Gauss  in  der  Hanno- 
verschen Gradmessung  angewandt  hat 4  69 


Suppl.  1.  Reflexionen  über  die  Anlage  und  die 
Ausführung  eines  Dreiecksnetzes. 

§  1.  Allgemeine  Betrachtungen. 

1. 

In   früherer  Zeit,  wo   die  Ausgleiehiingstheorie  unbekannt  war, 
and  man  die  Dreiecke,  aus  welchen  ein  Dreiecksnetz  besteht,  gemei- 
niglich blos  an  einander  reihte,    war  es  strenge,  und  der  damaligen 
Sachlage  vollkommen  angemessene  Yorschrirt,   dass  in  jedem  Dreieck 
alle  drei  Winkel  beobachtet  werden  mussten.    Die  Summe  der  aus  den 
Beobachtungen  hervorgehenden  Werthe  der  Winkel  eines  Dreiecks  war 
damals  die  einzige  Gontrole,  die  man  sich  in  Bezug  auf  die  Ausführung 
der  Beobachtungen  verschaffen  konnte,  und  die  gleichmassige  Verthei- 
luDg  des  Unterschiedes  zwischen  dem  Betrage  dieser  Summe  und  dem 
theoretischen  Werthe  derselben  auf  alle  drei  Winkel  die  einzige  Aus- 
gleichung, die  man  kannte. 

In  Bezug  auf  die  Grösse  der  Winkel  der  Dreiecke  schrieb  man  ein 
Minimum  vor,  welches  nicht  überschritten  werden  durfte,  man  verordnete 
z.  B.  dass ,  ohne  Ausnahmen  zu  gestatten ,  in  keinem  Dreiecke  Winkel 
vorkommen  dürften,  die  kleiner  wie  24^  wären,  welche  Zahl  man  hie 
und  da  auch  auf  30^  erhöht  hat.  In  dieser  Beziehung  ist  man  zu  weit 
gegangen,  denn  es  ISsst  sich  beweisen,  dass  unter  Umständen  auch  in 
an  einander  gereihten  Dreiecken  die  kleinsten  Winkel  zulässig  sind, 
indem  sie  auf  die  Genauigkeit  der  daraus  folgenden  Dreiecksseiten  nicht 
den  geringsten  nachtheiligen  Einfluss  ausüben ;  dieses  wird  weiter  unten 
bewiesen  werden. 

Auch  die  erlaubte  Grösse  des  Unterschiedes  zwischen  der  beob- 
achteten Summe  der  Winkel  der  Dreiecke  und  dem  theoretischen  Werthe 


derselben  beslimmle  man.  Es  ist  dieses  freilich  in  gewissem  Sinne  eioi 
Bestimmung  der  erlaubten  GrHnze  des  mittleren  Fehlers  der  Beobach — 
tungen  an  sieh ,  aber  eine  sehr  mangelhafte  und  unvollkommene.  Eds 
litsst  sich  indess  nichts  dagegen  sagen,  da  sie  in  einer  Zeit  getrofferm 
wurde,  in  welcher  die  Bestimmung  des  mittleren  Fehlers  der  Beobach — 
tungen  entweder  unbekannt,  oder  doch  nur  Wenigen  bekannt  war. 

Man  bestimmte  ferner  die  erlaubte  Fehlergrenze  der  DreiecksseitcA.^ 
die  man,  ohne  auf  die  Lage  dieser  Seiten  im  Netze  Rücksicht  zu  nehmen  -» 
durch  eine  unverlinderliche  Verhältnisszahl  ausdrückte.  Man  hat  z.  ft  - 
verordnet,  dass  in  den  Dreiecken  erster  Ordnung  diese  Feblergränz 
i-öVöinr  der  Länge  der  Dreiecksseiten  nicht  übersteigen  dürfe.  Wi 
man  grade  auf  diese  Zahl  gekommen  ist,  lässt  sich  schwer  einsehen,  d 
man  in  jener  Zeit  keine  Hulfsmittel  besass ,  den  mittleren  Fehler 
durch  geodätische  Operationen  erlangten  Resultats  berechnen  zu  können^ 
Aber  abgesehen  davon,  ist  jede  derartige  Bestimmung  unhaltbar,  denn 
davon  konnte  man  sich  doch  wohl  in  jener  Zeit  schon  überzeugen,  dass^ 
die  mittleren  Fehler  der  Dreiecksseiten,  von  der  gemessenen  Grandlinie 
an,  sich  immer  mehr  und  mehr  vergrössern  müssen,  je  grösser  die 
Anzahl  der  Dreiecke  ist,  die  zwischen  der  GrundUnie  und  der  betreffen- 
den Dreiecksseite  liegen.  Man  gab  hiemit  eine  Fehlergränze  an,  die 
wenn  sie  auch  für  Dreiecksseiten,  die  in  der  Nähe  der  Grundlinie  liegen, 
eingehalten  werden  konnte,  bei  Dreiecksseiten,  die  von  dieser  sehr 
entfernt  liegen,  gewiss  nie  hat  eingehalten  werden  können.  Wenn  man 
solche  Dreiecksseiten  aufweisen  können  sollte,  die  um  weniger,  wie  die 
oben  genannte  Zahl,  von  einander  abweichen,  so  ist  gewiss-  der  Zufall 
zu  Hülfe  gekommen,  und  der  zufällige  Fehler,  den  die  directe  Vei^ 
gleichung  gegeben  hat,  ist  grade  weit  kleiner  gewesen,  wie  der  mittlere. 
Man  wird  weiter  unten  die  Zunahme  der  mittleren  Fehler  der  Dreiedcs- 
seiten  untersucht  ßnden. 

Die  Festsetzung  einer  Fehlergränze  der  Dreiecksseilen  neben  der 
der  Beobachtungen  bildet  aber,  auch  wenn  man  sie  von  Dreieck  zu 
Dreieck  veränderlich  annehmen  wollte,  einen  theoretischen  Wider- 
spruch. Denn  aus  den  mittleren  Fehlern  der  Winkel  allein  folgen  schon 
in  jedem  einzelnen  Falle  die  mittleren  Fehler  der  Seiten  durch  bestimmte 
und  unabänderliche ,  mathematische  Relationen.  Indem  man  also  beide 
Fehlergränzen  im  Voraus  bestimmte,  betrachtete  man  zwei  Fehleii>e- 
stimmungen  von  einander  als  unabhängig,  die  in  der  That  von  einander 
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ibbäDgig  sind,  and  konnte  somit  dem  geschicktesten  nnd  gewissenhafte- 
iten  TrigOQometer  die  Verlegenheit  bereiten ,  dass  er ,  obgleich  seine 
Wiokelmessungen  unter  der  erlaubten  Fehlergrenze  geblieben  waren, 
democh  die  vorgeschriebene  Fehlergränze  in  den  Seiten  nicht  inne  halten 
koBDte.  Es  waren  noch  dazu  die  Mittel,  deren  man  sich  bediente,  um 
die  Fehler  der  Seiten  zu  erkennen  sehr  unvollkommen  und  mangelhaft. 
Man  vei^lich  die  Werthe  einer  und  derselben  Dreiecksseite ,  die  aus 
zwei  verschiedenen  Triangulationen  hervorgegangen  waren ,  mit  einan- 
der, ohne  zu  berücksichtigen,  welchen  Werth  jede  dieser  beiden  Bestim- 
mirogen  hatte.  Es  ist  sogar  bei  solchen  Yergleichungen  vorgekommen, 
dass  man  die  eine  Bestimmung  der  Seite  stillschweigend  als  absolut 
richtig  betrachtet,  und  den  Unterschied,  den  die  Yergleichung  ergab,  der 
anderen  Bestimmung  derselben  ausschliesslich  zur  Last  gelegt  hat.  Es 
lassen  sich  von  solcher  Behandlung  dieser  Sache  Fälle  anfuhren. 

2. 

Seit  der  Einführung  der  Ausgleichungstheorie  haben  sich  die  vorbe- 
nannten Umstände  sehr  geändert ,  in  der  Anlage  und  Ausführung  eines 
Dreiecksnetzes  ist  jetzt  ein  weit  grösserer  Spielraum  gestattet,  und  man 
kann  sich  von  dem  Erfolge,  den  man  erreicht  hat,  eine  sichere  und  voll- 
sUbdige  Vorstellung  verschaffen.  Die  Falle  in  welchen  ein  kleiner  Winkel 
vennieden  werden  muss ,  stehen  jetzt  viel  vereinzelter  da ,  die  Noth- 
wendigkeit  in  jedem  Dreiecke  alle  drei  Winkel  beobachten  zu  müssen 
filllt  weg,  und  mau  kann  daher  in  Gegenden,  wo  die  Beschaffenheit  der 
Erdoberfläche  früher  der  Ausführung  eines  guten  Dreiecksnetzes  fast 
unüberwindliche  Schwierigkeiten  darbot,  ein  solches  mit  weit  grösserer 
Leichtigkeit  herstellen.  Die  Ursache  davon  liegt  in  dem  Umstände,  dass 
man  eine  grössere  Anzahl  von  Bedingungsgleichungen  verschiedener 
Gattung  in  das  Dreiecksnetz  nicht  nur  einführen ,  sondern  auf  die  vor- 
iheilhafteste  Weise  benutzen  kann*).  Die  sichere  Vorstellung  von  dem 
Erfolge  der  Arbeit  erlangt  man  dadurch,  dass  man  sich  in  den  Stand 
gesetzt  siebt,  die  Gewichte  und  die  mittleren  Fehler  der  einzelnen  Stücke 


*)  Man  hat  vor  der  Einführung  der  Ausgleichungsiheorie  zwar  auch  in  einzelnen 
Fallen  die  Anlage  eines  Dreiecksnctzes  so  ausgeführt,  dass  es  eine  grössere  Anzahl  von 
ßodingungsgleichungcn  darbot,  wie  die,  die  aus  der  Summe  der  Winkel  der  einzelnen 
Dreiecke  hervorgehen ,  aber  man  hat  diese  Bedingungsgleichungen  nur  auf  sehr  un- 
voHkommene  Art  zu  benutzen  verstanden. 
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des  Dreiecksnetzes  berechnen*  zu  köoDen.  Das  einzige  Kriterion,  welches 
die  Wissenschaft  besitzt,  um  die  Sicherheit  za  bestimmen,  mit  welcher 
irgend  Qine  Function  der  Beobachtungen,  vermöge  der  Abhttngigkät 
derselben  von  den  Beobachtungen ,  durch  die  letzteren  bestimmt  wird« 
bietet  die  Berechnung  des  Gewichts  der  Function  dar.  Der  mittlere  Fehler 
der  Bestimmung  dieser  Function  ergiebt  sich  hierauf  durch  die  Verbin- 
dung dieses  Gewichts  mit  dem  mittleren  Fehler  der  Gattung  von  Beob- 
achtungen, deren  Gewicht  der  Einheit  gleich  gesetzt  worden  ist. 

3. 

Die  Formeln  fur  die  Berechnung,  sowohl  der  Gewichte  irgend 
welcher  bestimmten  Function  der  bei  der  Messung  eines  Dreiecksnetzes 
erhaltenen  Beobachtungen,  wie  der  mittleren  Fehler  sind  in  der  Abhand- 
lung abgeleitet  und  gegeben  worden ;  wir  wollen  hier  die  Wirkung  der 
Bedingungsgieichungen  des  Dreiecksnetzes  auf  die  Gewichte  untersuchen. 
Bezeichnen  wir  irgend  ein  Gewicht  wieder  mit  P,  so  ist  zufolge  der 
Abhandlung 

WO  R  und  S  Grössen  sind,  deren  jede  aus  einem  Aggregat  von  Gliedern 
besteht,  deren  jedes  nothwendiger  Weise  positiv  ist.  Denn  in  jedem 
ist  der  Zähler  ein  Quadrat,  und  der  Nenner  eine  Grösse,  die  der  Natur 
der  Sache  nach  stets  positiv  ist.  Ferner  ist  R  immer  von  den  Bedin- 
gungsgleichungen unabhängig,  während  S  eine  Function  dieser  ist.  Die 
Zahl  der  Glieder,  aus  welchen  S  besteht,  ist  im  Allgemeinen  der  Zahl 
der  Bedingungsgleichungen  gleich ,  es  kann  sich  jedoch  ereignen ,  dass 
von  diesen  Gliedern  Eins  oder  mehrere  gleich  Null  werden.  Ja  es 
giebt  sogar  einzelne  besondere  Fälle,  in  welchen  alle  Glieder,  und 
folglich  auch  S  selbst,  gleich  Null  werden.  Hieraus  folgt  schon,  dass 
das  Vorhandensein  von  Bedingungsgleichungen  die  Gewichte  im  Allge- 
meinen immer  vergrössert,  denn  dem  Vorhergehenden  zufolge  ist  immer 
Ä>Ä — S.  Man  kann  in  vielen  Fällen  die  Gewichte  auf  mehrere  Arten 
berechnen,  indem  sich  oft  die  Gleichungen,  von  welchen  man  ausgehen 
muss,  auf  verschiedene  Arten  aufstellen  lassen,  und  dadurch  kann  der 
Fall  eintreten,  dass  bei  diesen  verschiedenen  Berechnungsarten  beide 
Grössen  R  und  S  verschiedene  Werthe  annehmen,  aber  die  Werthe, 
die  sie  annehmen ,  sind  immer  so  beschaffen ,  dass  fUr  jede  einzelne. 
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besümiDle  Fanction  der  Werth  von  R — S ,  und  folglich  auch  der  von  P 
derselbe  bleibt. 

Nehmen  wir  nun  an ,  dass  man  von  den  vorhandenen  Bedingungs- 
gleichangen  Eine  weglässt,  so  besteht  die  einzige  Veränderung,  die  der 
AosdrQck  des  Gewichts  erleidet,  darin,  dass  das  betreffende  Glied  des 
Aosdnicks  von  S  wegfällt,  wenn  es  nicht  ohnehin  Null  war.  Es  wird  daher 
das  Gewicht  P  der  betreffenden  Function  kleiner,  wenigstens  nie  grösser. 
Im  entgegengesetzten  Falle,  nemlich  wenn  zu  den  bisher  vorhandenen 
Bcdiogungsgleichungen  eine  neue  hinzukommt,  lässt  sich  eben  so  be- 
weisen, dass  das  Gewicht  P  grösser,  wenigstens  nie  kleiner  wird.  Da 
die  Fdlle,  in  welchen  weggelassene,  oder  hinzugefügte  Bedingungs- 
gieichungen  keine  Wirkung  auf  ein  Gewicht  haben,  immer,  vereinzelt  da- 
stehen, und  wenn  eine  solche  Bedingungsgleichung  auf  Ein  gewisses 
Dreiecksstttck  keine  Wirkung  ausübt,  gewiss  andere  Dreiecksslttcke  vor- 
handen sind,  in  Bezug  auf  welche  die  Wirkung  statt  findet,  so  kann  man 
(b  allgemeinen  Satz  aussprechen,  dass  die  Vermehrung  der  Anzahl 
der  Bedingungsgleich ungcn  immer  die  Gewichte  der  Dreiecksstücke 
vergrössert,  und  die  Verminderung  derselben  immer  die  Gewichte 
verkleinert. 

4. 

Die  eben  erhaltenen  Sätze  ergaben  sich  ohne  dass  die  Berücksich- 
tigung der  besonderen  Form  der  Bedingungsgleichungen  nölhig  wurde, 
sie  linden  also  bei  jeder  Bedingungsgleichung  statt ,  mag  die  Form  der- 
selben sein  wie  sie  will ,  sie  haben  daher  in  jedem  Dreiecksnelze  volle 
Geltung,  wie  gross  oder  wie  klein  auch  die  Winkel  sein  mögen,  die 
darin  vorkommen.  Man  wird  weiter  unten  an  Beispielen  sehen ,  dass 
Sdtengleichungen  z.  B.  in  welchen  sehr  kleine  Winkel  vorkommen, 
s^r günstige  Wirkungen  ausüben  können.  Behauptungen  daher,  dass 
solche  Bedingungsgleichungen  das  Resultat  unsicher  oder  gar  unrichtig 
machen  könnten,  entbehren  jedes  Grundes.  Aus  demselben  Grunde, 
dass  die  Vergrösserung  der  Gewichte  nicht  an  die  Form  der  Bedingungs- 
gleichungen gebunden  ist,  folgt  ferner  dass  es  nunmehr  nicht  nothwen- 
dig  ist  in  jedem  Dreieck  alle  drei  Winkel  zu  beobachten ,  so  fern  nur 
die  Anlage  des  Netzes  so  eingerichtet  wird ,  dass  statt  der  fehlenden 
Winkelgleichungen  eine  gnügende  Anzahl  von  Seitengleichungen  vor- 
handen sind.  Die  Weglassung  einer  Winkel-  oder  Richtungsbeobachtung 


.      ^^  ^  l^nu,,  viiitvA)  Ji^  UnisWnde  geboten  werden.  Wenn  von  zw 

^  -crtiixM  >■    A  i«>A  lt  Jer  erste   vom  zweiten  aus  gesehen  werd 

^^  v*«^»  ^r^tjss  «uch  der  zweite  vom  ersten  aus  gesehen  werde 

^oiC>«i^  ^4^  manchmal,  dass  von  dem  einen  Punkte  aus  d 

^^^  ^^^  j^i^  «mkI  jsttle  Beobachtungen  erwarten  lässt,  dass  aberv< 

.ox^iAVit  ^iukt^  auä  das  Absehen  schlecht  ist,  und  nur  scblecb 

änx»^***^***^"*^  *^  erwarten  sind ;  man  thut  in  diesem  Falle  besser  d 

^^v^*vu  i^vi^i^chtungen  unausgeführt  zu  lassen.  Es  Idsst  sich  freili 

X^^^^^i^"**^  ******  ***^'^  ^*®  schlechteste  Beobachtung  benutzt  werd( 

^4.1    \\\Hiu  IM»  ihr  das  richtige  Gewicht  beilegt,  und  hiegegen  Iti^ 

h  ^(KXMx'lisoh  nirhts  einwenden ,  aber  in  der  Praxis  ist  es  immer  u 

^uv>K*ivb  v^m  M^loht>s  Gewicht  mit  der  nöthigen  Genauigkeit  zu  bestimme 

Uhii*  \vi  (i^U  8lots  hiczu  die  erforderliche  Anzahl  der  Daten.    Die  A 

wx'Auluu^  uiu  iohtigor  Gewichte  kann  aber  das  Resultat  schadigen ,  ui 

w\N  M^i  <Uh\*r  slet^  vorzuziehen  solche  Fälle  zu  vermeiden. 

5. 

Ki^  Ikinui  hit^auf  noihwendig  werden,  bei  der  Berechnung  des  Dn 
^yl^^m^/.os  Winkel  hinzu  zu  ziehen ,  die  nicht  unmittelbar  beobach 
xuul.  wuulorn  nus  den  beobachteten  berechnet  werden  mUssen,  at 
hionn  ho^l  ni(*ht  der  mindeste  Grund  zur  Befürchtung  einer  Ungenaui 
koU  t  da  onnials  die  berechneten  Winkel  grössere  Gewichte  bekomm 
\\i\^  dio  lioobarhteten,  und  jedenfalls  nach  der  Ausgleichung  des  Netz 
luv  dio  SrilfMi,  mag  man  sie  aus  beobachteten  oder  berechneten  Wink( 
^bloilou,  tliüHolben  Werlhe  hervorgehen  miii>sen. 

6. 

KoniMMMi  wir  nun  nach  diesem  auf  die  wesentlichsten  Vorscbriftc 
dio  doni  zur  Ausführung  einer  Haupttriangukition  bestimmten  Persoi 
$\\  t^rlhtMJon  sind,  so  möchten,  nachdem  die  Ausdehnung  der  Triang 
lalion,  ihm  Anfangs-  und  Endpunkte,  so  wie  etwaige  Zwischenpunk 
dio  Nio  borldiren  soll,  bestimmt,  auch  die  Zahl  und  Lage  der  zu  messe 
dou  Grundlinien  angegeben  sind,  ferner  der  ganze  Arbeitsplan  auf  ei 
/oit  und  Kostenaufwand  möglichst  schonende  Art  festgesetzt,  specie 
In^ilruction  über  die  Behandlung  der  Instrumente  u.dgl. m.  ertheilt  wc 
ilon  Hind,  nur  das  Maximum  des  erlaubten  mittleren  Fehler  der  Reo 
nohtungon  an  sich,   den  ich  weiter  unten   den  mittleren  Fehler  d 
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Backten  BeobachtungeD  nennen  ^verde,  und  das  Minimum  der  zu  bevvir- 
koDden  Bedingungsgleichungon  in  Bezug  auf  die  Anzahl  der  Dreiecks- 
ponkte  vorzuschreiben  sein.  Vorschriften  über  das  Minimum  der  Seiten 
der  Dreiecke  der  verschiedenen  Ordnungen  sind  unangemessen ,  da  die 
Beschaffenheit  des  Terrains  so  sehr  hiebei  in  Betracht  kommt,  und  ge* 
wisse  Gegenden  zwar  die  Anlage  von  grossen  Dreiecken  erlauben,  aber 
andere  Gegenden  die  Anlage  kleinerer  Dreiecke  zur  Nothwendigkeit 
Dachen.  Eher  Hesse  sich  ein  Maximum  der  Seiten  hestiipinen,  da  bei 
allza  grosser  Länge  derselben  leicht  eine  Undeullichkeit  in  der  Sichtbar- 
keil der  Objekte  eintreten  kann,  die  auf  die  Güte  der  Beobachtungen 
nacbtheilig  einwirkt.  Die  Grösse  der  anzuwendenden  Instrumente«  und 
.  namentlich  die  optische  Kraft  der  Fernröhre  derselben  ist  hiebei  in  Be- 
tracht zu  ziehen.  Auch  verlangen  grössere  Dreiecke  grössere  Genauig- 
keit der  Winkelmessungen  wie  kleinere ,  um  zu  vermeiden ,  dass  die 
mittleren  Fehler  solcher  Seiten  selbst  nicht  zu  sehr  anwachsen.  Es 
möchten  bei  Triangulationen ,  die  durch  Gegenden  geführt  werden ,  die 
die  Anlage  sehr  grosser  Dreiecke  erlauben ,  grössere  und  mit  grösseren 
Fernröhren  versehene  Instrumente  anzuwenden  sein,  wie  bisher  der 
Fall  gewesen  ist. 


7. 

Vorschriften  über  die  eriaubte  Fehlergränze  der  Seiten  zu  geben  ist 
g^zlieh  unstatthaft,  denn  aus  den  oben  erwähnten  Bestimmungen  über 
den  mittleren  Fehler  der  Beobachtungen  und  der  Zahl  der  Bedingungs- 
gleichungen folgen  die  mittleren  Fehler  der  verschiedenen  Seiten  von 
selbst,  und  es  ist  nicht  zu  umgehen  dass  diese  in  gewissen,  speciellen 
Fillea,  die  zu  vermeiden  unmöglich  ist,  grösser,  hingegen  in  anderen 
Fslleo  kleiner  werden.  Die  mittleren  Fehler  der  Seiten,  die  man  schliess- 
'ich  erhalt  müssen  als  gut  betrachtet  werden ,   wenn  nur   die  obigen 
Gnmdbestimmungen  erfüllt  sind.  In  Bezug  auf  den  Anschluss  der  Resul- 
Ue,  die  aus  zwei  verschiedenen  Triangulationen  ßlr  eine  und  dieselbe 
Dreiecksseite  hervor  gehen,  darf  nicht  ausser  Betracht  gelassen  werden, 
dass  aus  diesem  Anschluss  sich  die  Summe  oder  der  Unterschied  der 
zufälligen  Fehler,  die  diese  beiden  Resultate  besitzen,  heraus  stellt,  und 
der  zußlllige  Fehler  irgend  einer  Bestimmung  je  nach  den  Umständen 
grosser  oder  kleiner  werden  kann,  wie  der  mittlere  Fehler. 
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Endlich  ist  zu  bewirken,  dass  alle  Dreieckspunkte  auf  möglichät 
sichere  Art  in  der  ßrde  festgelegt  werden.  Denn  mau  kann  ausserdem 
in  den  Fall  kommen,  nach  Verlauf  einer  nicht  grossen  Anzahl  von  Jahren 
die  Triangulation  als  kaum ,  oder  gar  nicht  mehr  vorhanden  betrachten 
zu  müssen,  wovon  leider  Beispiele  vorhanden  sind. 

8. 

Bei  der  Bekanntmachung  der  Resultate  einer  Triangulation  müssen, 
wie  bisher  geschehen  ist,  alle  Beobachtungen,  nebst  dem  Tage  an  wel- 
chem sie  angestellt  worden  sind,  einzeln  angeführt,  und  der  Name  des 
Beobachters,  so  wie  das  angewandte  Instrument  angegeben  worden. 
Es  ist  anzuempfehlen  immer  Richtungen  zu  beobachten ,  und  die  Beob- 
achtungen vollständig  anzuführen,  nemlich  jedem  einzelnen  Gyrus  die 
Lage  des  Fernrohrs,  ob  links  oder  rechts,  wenn  es  excentrisch  ist,  oder 
ob  der  Höhenkreis  links  oder  rechts,  ferner  ob  vorwärts  oder  rückwärts 
beobachtet  worden  ist,  auch  welchem  Punkt  des  Horizontalkreises  der 
angenommene  Nullpunkt  der  Richtungen  entspricht  (letzterer  nur  in 
Graden  und' Minuten)  anzugeben.  Den  Nullpunkt  der  Richtungen  wählt 
man  meines  Erachtens  nach  am  Zwcckmässigsten  so,  dass  diese  die 
Azimuthe  der  Gegenstände ,  vom  Südpunkt  an  nach  Westen,  nahe  an- 
geben; fUr  die  erste  Richtung  jedes  Gyrus  kann  man  demohngeachlet 
dieselbe  Zahl  von  Secunden  ansetzen.  Die  Sitte  der  ersten  Richtung 
jeder  Station  den  Werth  Null  zu  geben  kann  zwar  statt  der  Angabe  der 
Azimuthe  beibehalten  werden,  jedoch  sollte  man  nicht,  wie  zu  geschehen 
pflegt,  in  den  Gyris,  in  welchen  die  erste  Richtung  nicht  beobachtet 
worden  ist,  wieder  mit  Null  anfangen,  sondern  die  entsprechende  Anzahl 
von  Graden,  Minuten  und  Secunden  ansetzen,  die  der  Richtung  nahe 
entspricht,  deren  Werth  man  ein  für  alle  Mal  gleich  Null  angenommen  bat. 

Um  jedem,  der  Nachrechnungen  anstellen  will ,  Anhaltspunkte  dar* 
zubieten ,  halte  ich  es  für  das  Angemessenste  ausser  den  oben  ange- 
führten Einzelnheiten  die  Ausgleichungen  auf  den  Stationen  so  anzu- 
geben, wie  ich  es  in  dem  Hauptbeispiel  der  Abhandlung  von  Art.  85 
bis  88  für  die  Stationen  (2)  bis  (5)  gethan  habe.  Es  wären  demzufolge, 
ausser  den  oben  angegebenen  Einzelnheiten,  die  zwei  Täfelchen  für  die 
zusammen  gezogenen  Beobachtungen,  das  Täfelchen  für  die  (pp)  (pp')  etc. 
die  Werthe  der  iV,  iV',  etc.,  das  Täfelchen  der  daraus  folgenden  Coelti- 
cienlcn  (1,  I),  (2,  2,  1),  etc.  nebst  den  (1,  /),  etc.  bis  (//),  die  Werthe 
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der  Grössen  (1,1),  (2,2,1),  (3,3,2),  etc.  nebst  (//,n),  so  wie  die  der 
jT',/',  ^\y\  elc,  die  aus  der  Auflösung  der  Gleichungen  hervorgehen, 
and  im  zweiten  Theil  der  Auflösung  gebraucht  werden ,  so  wie  endlich 
die  Wertbe  der  wif)  und  y[r)  anzusetzen. 

Im  zweiten  Theile  der  Auflösung  sind  zuerst  die  Bedingungsgiei- 
chungen ,  und  die  daraus  folgenden  Werthe  der  F(7),  F(//),  etc.  anzu- 
geben, und  hierauf  eine  tabularische  Aufstellung  der  Logarithmen  der 
Differentialquolienten  5f(r,/),,  qf(r,//),,etc.,  sowiederHulfsgrössen  i?(r,/),, 
i[{r,i/),,  etc.  und  der  /(r,/), ,  /(r,//),,  etc.  folgen  zu  lassen.  Die  An- 
tohning  der  Werthe  der  (?(r,/),,  0(r,//),,  etc.  scheint  mir  überflüssig, 
da  sie  auf  die  einfachste  Weise  aus  den  iy(r,/),,  jy(r,//),,  etc.  folgen.  Es 
haben  hierauf  die  Coefßcienten  der  Endgleichungen  (/,/) ,  (/,//) ,  etc. 
(//,//),  etc.  etc.  und  die  Werthe  der  (2)i,  (3),,  (4)i,  etc.  (3)2,  (4)2,  etc. 
(4)3,  etc.  etc. 
QDd  der 

(//.//,  1).  (///,///,2),  etc.  bis  Fq 
zu  folgen,  die  sich  durch  die  Auflösung  dieser  Gleichungen  ergeben, 
worauf  die  Werthe  der  z(r),  x{r)  und  der  mittlere  Fehler  einer  einzelnen 
Beobachtung  einer  Richtung  anzugeben  sind,  welcher  letzte  aus  der 
Summe  der  Fehlerquadrate,  deren  Ausdruck  ^U,n)+Fq  ist,  nach  dem 
Art.  1 50  der  Abhandlung  zu  berechnen  ist. 

Mit  dem  Vorstehenden  ist  noch  nicht  Alles  gegeben ,  welches  im 
Jetzigen  Zustande  der  Wissenschaft  verlangt  werden  muss,  sondern  es 
kommt  noch  die  Berechnung,  wenigstens  einiger,  der  Gewichte  hinzu. 
Ich  halte  es  für  zu  weit  gegangen,  wenn  man  verlangen  wollte,  dass  in 
der  Darlegung  eines  ausgeführten  Dreiecksnetzes  die  Gewichte  aller 
Stücke  desselben  angegeben  werden  müssten,  und  meine,  dass  es  hin- 
reichend ist ,  wenn  die  Gewichte  einiger  Stücke ,  die  in  der  Nähe  der 
Anfangs-  und  Endpunkte  liegen,  so  wie  überdiess  die  Gewichte  solcher 
Stücke,  die  einige  Verwickelung  in  der  Anlage  darbieten  gegeben  worden. 
Eine  jedenfalls  schätzbare  Zugabe  bildet  indess  die  Angabe  der  Ge- 
wichte einer  grösseren  Anzahl  von  Stücken.    Durch  die  Anfiihrnng  der 
oben  genannten  Grössen,  namentlich  der  (2)i,  etc.  und  der  (//,/7,1),  etc. 

# 

setzt  man  jeden  in  den  Stand,  mit  geringer  Mühe  die  Gewichte  so  vieler 
Stücke  berechnen  zu  können,  wie  er  will.  Dass  der  mittlere  Fehler  der 
Dreiecksstucke,  deren  Gewichte  man  berechnet  hat,  mit  anzuführen  ist, 
versteht  sich  von  selbst. 
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9. 

Es  ist  noch  eine  wichtige  Frage  zu  behandeln ,  zumal  mehrmals 
dagegen  gefehlt  worden  ist.  Es  ist  dieses  die  Frage,  von  welchen  Grund- 
slltzen  man  bei  der  wissenschaftlichen  Beurtheilung  eines  ausgeftrtirten 
Dreiecksnetzes  auszugehen  habe,  um  zu  einer  möglichst  richtigen  Wür- 
digung der  Resultate  desselben  zu  gelangen,  ohne  einestheils  den  Werth 
desselben  zu  Uberschätzen ,  oder  anderen  Theils  durch  unrichtige  Beur- 
theilung desselben  ein  Unrecht  zu  begehen.  Ich  meine,  dass  es  selbst- 
verständlich ist,  dass  man  in  dieser  Hinsicht  die  einzelnen  Operationen, 
die  die  Ausführung  eines  Dreiecksnelzes  verlangt,  sich  vergegenwärtigen, 
und  einzeln  untersuchen  muss.  Diese  Operationen  lassen  sich  eintheilen  in: 

1)  Die  Anlage  des  Dreiecksnetzes,  und  die  Verbindung  der  einzelnen 
Dreiecke  mit  einander ; 

2)  Die  Messungen  und  Beobachtungen,    und  zwar 

a)  Die  Messungen  der  Grundlinien; 

b)  Die  Messungen  oder  Beobachtungen  der  Richtungen ; 

c)  Die  Ausführungen  der  Centrirungen ; 

3)  Die  Berechnung 

und  auf  die  Beschaffenheit  der  Ausführung  dieser  Operationen  hat  man 
bei  der  Prüfung  sein  Augenmerk  zu  richten.  Sollten  etwaige  Mängel 
gefunden  werden,  so  ist  ihre  Bedeutung  zu  berücksichtigen,  und  richtig 
zu  würdigen.  In  Bezug  hierauf  kann  Folgendes  angemerkt  werden: 

ad  1)  Sollte  gefunden  werden,  dass  an  einer  oder  mehreren  Stellen  des 
Dreiecksnetzes  eine  zu  geringe  Anzahl  von  Gontrolen  oder  Bedin- 
gungsgleichungen vorhanden  wären,  so  kann  diesem  in  der  Regel 
durch  nachträgliche  Einmessung  neuer  Richtungen,  oder  durch 
Einschaltung  eines  neuen  Dreieckspunkts  abgeholfen  werden,  aber 
es  werden  hiedurch  manchmal  nicht  unbeträchtliche  neue  Kosten 
verursacht. 

ad  2,  a)  Fände  man,  dass  die  Grundlinien  nicht  mit  der  erforderlichen 
Umsiöht  gemessen  worden  wären,  so  wäre  dieser  Uebelsland  durch 
neue  Messungen  freilich  zu  entfernen,  aber  es  würden  wieder  nicht 
unbedeutende  nachträgliche  Kosten  erwachsen. 

ad  2,  b)  Wären  die  Beobachtungen  der  Richtungen  nicht  mit  erforder- 
licher Genauigkeit  ausgeführt,  so  müsste  diese  ganze  Hauptarbeit 
von  Neuem  vorgenommen  werden. 
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adi,e)  Elwaige  Mängel  ki'der  AusfÜhi'uDg  der  Gentrirungen  zu  heben, 
würde  ohne  grossen:  nachträglichen  Kostenaufwand  zu  beseitigen 
seil»,  so  ferne  nur  bei  den  Beobachtungen  jeder  Punkt  dauernd 
fest  gelegt  worden  ist. 
ad  3)  Fehler  in  der  Berechnung  lassen  sich  gemeiniglich  mit  weit  ge- 
ringeren Kosten ,  wie  Mängel  in  den  vorbenannten  Punkten ,  est* 
fernen,  da  blos  Arbeiten  im  Zimmer  in  Betracht  kommen. 

10. 

Zur  Beurtheilung  des  Punkts  1 )  hat  man  vorzüglich  auf  die  Anzahl 
und  die  Yertheilung  der  vorhandenen  Bedingungsgleichungen  zu  sehen. 
Es  können  hiebei  verschiedenartige  Umstände  eintreten.    In  einigen  Ge* 
genden,  namentlich  da  wo  man  sehr  grosse  Dreiecke  hat  auswäliien 
k<^nnen.  kann  es  nicht  möglich  geworden  sein  Diagonalen  einzuschnei- 
den, hier  muss  man  sich  mit  der  Winkelgleichung  begnügen,  die  jedes 
einzelne  Dreieck  darbietet,   aber  diese  auch  fordern.    Etwaige  kleine 
Winkel,  die  in  solchen  Dreiecken  vorkommen  bilden  nicht  unbedingt 
einen  Gegenstand  des  Tadels ;  es  wird  hierüber  weiter  unten  das  Nähere 
eridärt  werden.   Uebergrosse  Seiten  solcher  Dreiecke  könnten,  aus  dem 
oben  angeführten  Grunde  wohl  zu  tadeln  sein,  namentlich  wenn  bei  den 
Beobachtungen  kein  Heliotropenlicht  oder  zu  kleine  Instrumente  ange- 
wandt worden  sein  sollten.    In  anderen  Gegenden,  wo  namentlich  bei 
Anwendung  kleinerer  Dreiecke  Diagonalen  haben  eingeschnitten  werden 
können ,  ist  an  die  Zahl  dei*  Bedingungsgleichungen,  die  vorhanden  sind, 
eine  höhere  Forderung  zu  stellen.  Findet  man  die  Zahl  uyd  die  Verthei- 
long  dieser  so,  dass  für  jeden  hier  in  Betracht  kommenden  Dreieckspunkt 
wenigstens  Eine  Bedingungsgleichung  vorhanden  ist,  so  muss  man  schon 
die  Anlage  für  gut  anerkennen ,  sind  noch  mehr  Bedingungsgleichungen 
vorhanden,  so  ist  um  so  mehr  die  Anlage  als  gut  zu  bezeichnen. 

11. 

Die  Beurtheilung  der  Ausführung  des  Punkts  1 ,  a)  ist  die  scbwie- 
rigsie,  da  von  der  Messung  der  GrundKnien  nicht  so  viele  Erfahrungen 
vorliegen,  wie  von  den  anderen  bei  einer  Triangulation  erforderlichen 
Operationen.  Man  muss,  wenn  die  Beurtheilung  ausführlich  und  gründ- 
lich sein  soll,  die  einzelnen  Messungen  untersuchen,  und  hieraus  sich 
ein  Urtheil  über  die  Sorgfültigkeit  bilden ,  mit  welcher  sie  ausgeführt 
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worden  sind.  Vorzugsweise  ist  hier  darauf  Acht  zu  haben,  wie  die  Be- 
rücksichtigung der  Temperatur  der  Messstangen  in  Folge  der  Einrichtung 
des  Messapparats  hat  statt  finden  können,  und  wie  sie  statt  gefunden  hat. 
Auch  die  Yergleichung  der  Messstangen  mit  dem  Grundmaasse  ist  in 
Bezug  auf  seine  Einzelnheiten  zu  berücksichtigen.  Es  werden  wohl  bei 
dem  gegenwärtigen  Stande  dieser  Sache  individuelle  Ansichten  nicht 
immer  ganz  zu  vermeiden  sein. 

12. 

Die  Beurtheilung  der  Ausführung  des  Punkts  2,  6)  steht  gegen- 
wärtig auf  fester  Grundlage.  Der  mittlere  Fehler  der  nackten  Beobach- 
tungen ist  es,  welcher  hier  den  Ausschlag  giebt.  Die  Berechnung  dieses 
Fehlers,  und  die  Yergleichung  desselben  mit  demjenigen,  welcher  sich 
aas  den  anderen  schon  vorhandenen  Triangulationen  ergiebt,  bildet  einen 
sicheren  Maassstab  zur  Beurtheilung  des  in  Rede  stehenden  Punkts. 

13. 

Die  Beurtheilung  der  Ausführung  des  Punkts  2,  c)  kann  im  Allge- 
meinen nicht  direct  ausgeftihrt  werden ,  es  wäre  denn ,  dass  man  sich 
auf  wenigstens  einige  der  Stationen  begäbe,  dort  die  Centrirungen  nach- 
mässe,  und  hievon  auf  das  Ganze  schlösse.  Die  Theorie  bietet  aber  hier 
ein  indirectes  Mittel  dar.  Der  mittlere  Fehler  der  nackten  Beobachtung 
ist  unabhängig  von  den  Fehlem  der  Centrirung,  der  Phasen  der  Signale, 
U.S.  w.,  aber  der  schliessliche  mittlere  Fehler  schliesst  diese  Fehlerquellen 
in  sich ,  die  Yergleichung  dieser  beiden  mittleren  Fehler  mit  einander 
lässt  also  schon  einen  Schluss  auf  die  Ausführung  der  Centrirungen 
u.  s.  w.  zu. 

14. 

Die  Beurtheilung  endlich  der  Ausführung  des  Punkts  3)  ist  einfach. 
Es  ist  erstlich  zu  untersuchen ,  ob  in  der  Berechnung  den  theoretischen 
Bedingungen  überall  Gnüge  geleistet  worden  ist ,  und  zweitens  ob  die 
numerischen  Rechnungen  sorgfältig  und  richtig  ausgeführt  worden  sind. 
Das  in  der  Abhandlung  entwickelte  erste  Yerfahren  bietet  vermöge  der 
Controlgleichungen,  die  es  besitzt,  und  die  in  einem  der  unten  folgenden 
Supplemente  um  Eine  vermehrt  werden  sollen,  ein  angemessenes  Hülfe- 
mittel  dazu  dar. 
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§2.    Specielle  Betrachtungen. 

15. 

Ich  beabsiclitige  hier  an  einigen  Beispielen  zu  zeigen  welche  Wirkun- 
gen die  Ausgleichungslheorie  in  gewissen  Fällen  ausübt.  Ich  habe  dazu 
absichtlich  fingirte  Beispiele  gewühlt,  da  ich  diese  so  stellen  konnte, 
dass  die  grössere  oder  kleinere  Wirkung,  die  die  Bedingungsgleichungen 
aosttben ,  am  deutlichsten  hervortritt.  Das  erste  Beispiel  soll  folgende 
Figur  geben, 


-f«. 


ß) 


in  welcher  die  Winkel  wie  folgt  bezeichnet  werden  sollen 

(2)(1)(3)=.(1),  ,  (5)(3)(4)=(1)3 .  (3)(5)(4)=(1>. 

(5)(i)(3)=(2),  ,  (4)(3)(2)==(2)5 .  (3)(5)(1)=(2).. 

(i)(2)(3)=(1)2 .  (2)(3)(1)=(3), .  (3)(1)(2)=(3), 

(3)(2)(4)=(2)2  ,  (2){4)(3)«(1)« 

(5)(2)(4)=(3), .  (3)(4)(5)=(2)4 

Ich  werde  ferner  annehmen ,  dass  diese  Winkel  selbst  unabhängig 

»on  einander  beobachtet  oder  gemessen  worden  seien ,  weil  dieses  für 

den  hier  zu  verfolgenden  Zweck  auf  eine  etwas  einfachere  Rechnung 

fthrt.  Der  Fall  äbrigens,  in  welchem  stall  der  Winkel  die  Richtungen 
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beobachtet  worden  sind,  ist  jeaem  ganz  analog ,  und  die  sich  ergeben- 
den Gewichte  werden  von  denen  jenes  Falles  um  wenig  oder  nichts 
verschieden  sein. 


16. 

Fürs  Erste  soll  angenommen  werden,  dass  die  beiden  Diagonalen 
(ä](5]  und  (1  ](5),  die  die  Figur  enthalt,  nicht  eingeschnitten  worden  sind, 
und  folglich  das  Netz  aus  den  drei  an  einander  gereihten  Dreiecken 

(1)(2)(3)  ,  (2)(3)(*)  ,  (3)(4)(6)  besieht. 

Suchen  wir  hierauf  die  Gewichte  der  Winkel  und  verschiedener 
Seiten  nach  der  Ausgleichung  dieses  Netzes. 

Die  Figur  liefert  nur  drei  Bedtngungsgleichungen,  welche  alle  Win- 
kelgleichungen sind,  nemlich 

(1)i  +0),-»-(3},  =  180» 
(2).  + (2)3 +  0)4=  180 
(l)>-l-(2)^  +  (1)s  =  180 

auf  deren  rechten  Seiten  in  der  Anwendung  noch  die  sphörischen  lieber- 
Schüsse  hinzu  zu  ftlgen  waren,  auf  die  es  aber  hier  nicht  ankommt.  Die 
Tafel  fUr  die  DiSerenlialquotienten  dieser  Gleichungen  steht  wie  folgt, 


r 

^ 

•lir.l). 

lir.ll). 

qir.lIFi, 
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— 

1 

und  setzt  man  die  ursprtlnglichen  Gewichte  aller  Winkel  einander  gleich, 
und  ^1,  so  werden  flir  alle  Bedingungsgleichungen 

f,{r,I).  =  Q(r,/).  «  f{rj).  =  g(r./). 
,(r.//).  =  Q{r,n).  «  ürjl).  =  q{rM), 
etc.  etc. 

die  auch'  bei  den  unten  folgenden  Abänderungen  des  Bdspiels  statt 
finden  werden. 
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Suchen  wir  nun  zuerst  die  CoefGcienlen  der  Endgleichungon ,  so 
ergeben  sich 

(/,/)  =  3,  {IUI)  =  3,  (///,///)  =  3 
und  alle  übrigen  Coefficienten  sind  Null.    Bezeichnet  man  ferner  wie  in 
der  Abhandhing  die  Resultate  der  Substitution  der  beobachteten  Werthe 
der  Winkel  in  die  Bedingungsgleichungen  mit  F(/),  F(//),  F{III),  so 
ergeben  sich 

9>t  =-l^=  ^(1)i  =  ^(1),  ==  z(3)3 
^=^Jf^-=z(2)2  =  <2).  =  z(1)4 

Die  Verbesserung  eines  jeden  Winkels  ist  also  mit  entgegengesetztem 
Zeichen  dem  dritten  Theil  des  ganzen  Fehlers,   den   das  betreffende 
Dreieck  nach  der  Substitution   der  Beobachtungen  zeigt,   gleich;   mit 
einem  längst  bekannten  Satze  übereinstimmend^).     Man  findet  femer 
leichl  die  Summe  der  Quadrate  der  Ubng  bleibenden  Fehler,  wenn  sie 
wie  oben  mit  W  bezeichnet  wird. 


2^ 


W  =  l  \F{IY  +  F{Iiy  +  F{III) 


18. 

Das  zunächst  Vorhergehende  habe  ich  nur  beiläufig  angeführt,  und 
werde  mich  hierauf  zur  Berechnung  der  Gewichte  wenden.  Ich  bemerke 
daza  im  Voraus,  dass  hier  immer 

fe(r).  =  (M,r),  =  0(M,r). 
ist,  und  dass  folglich  die  betr.  Ausdrücke  des  Art.  1 43  der  Abhandlung 
in  die  folgenden  übergehen 

Ä  =  2l(lf,l),^  +  (*/,2V  +  (itf,3)3^  +  . . .} 
(/,M)=  ^^\{M,\), .  9(1,/),     +  (3/,2), .  7(2,/)3   +(M,3)..9(3,7j,    +...J 
iUM]  =  -2l(lf,1),  .  q{\M)s  +  {MXs .  9(2J/)s  +(3/,3),9(3,//),  +...1 
^///,lf)  =  -^{(If.l),  .  q{iJII\  +  (3/,2),  .  9(2,/77),+(M.3),9(3,///),+...{ 

etc.  etc. 

Wenden  wir  uns  nun  zuerst  zur  Ermittelung  der  Gewichte  der 
Winkel ,  so  lässl  sich  voraussehen ,   dass  diese  für  jeden  Winkel  den- 


*j  Ich  bemerke  hiezii,  dass  dieser  Salz  nicht  mehr  slaU  findet,  wenn  man  statt 
«ier  onabhäDgigen  Winkel  die  Richtungen  beobachtet  hat. 
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selben  Werth  erhalten  werden ;  wir  brauchen  daher  nur  Einen  Winkel 
z.  B.  (1),  zu  betrachten.  Hier  wird 

und  alle  übrigen  Grössen  dieser  Gattung  sind  Null,  es  wird  folglich  auch 

Ä=  1 
Es  wird  ferner  den  vorstehenden  Ausdrücken  gemäss  (/,M)  sk  1,  und 
alle  übrigen  Grössen  dieser  Gattung  werden  auch  Null.   Folglich  wird 

und  das  Gewicht 

welches  Resultat  für  alle  beobachteten  Winkel  gilt.  Es  fofgt  hieraus  dass 
der  mittlere  Fehler  eines  jeden  ausgeglichenen  Winkels  im  Verhältniss  wie 

kleiner  ist,  wie  das  Gewicht  des  beobachteten  Winkels,  und  da  dieses 
Resultat  erhalten  worden  ist ,  ohne  eine  Annahme  über  die  Grösse  der 
Winkel  zu  machen,  so  findet  es  in  jedem,  aus  blos  an  einander  gereih- 
ten Dreiecken  bestehenden,  Dreiecksnetze  statt,  die  Winkel  der  yer- 
schiedenen  Dreiecke  mögen  so  gross  oder  so  klein  sein  wie  sie  wollen. 

19. 

Gehen  wir  nun  zur  Ermittelung^  der  Gewichte  einiger  der  Seiten 
des  Dreiecksnetzes  über,  so  kann  man  im  Voraus  schon  erkennen,  dass 
hiebei  ein  anderes  Verhalten  eintritt.  Diese  Gewichte  werden  im  Allge- 
meinen für  die  verschiedenen  Seiten  verschieden  ausfallen,  und  nament- 
lich werden  sie  desto  kleiner  werden,  je  mehr  sie  sich  von  der  Grund-* 
linie  entfernen ,  auch  Wann  man  diese  Gewichte  nicht  berechnen ,  ohne 
die  Winkel  des  Dreiecksnetzes  ihrer  Grösse  nach  zu  kennen.  Seien  jetzt 
im  Dreiecksnetze,  welches  durch  die  Figur  des  Art  1 5  dargestellt  ist,  in 
den  drei  Dreiecken,  die  hier  betrachtet  werden,  die  Werthe  der  Winkel 
die  folgenden,  die  den  Dimensionen  dieser  Figur  sehr  nahe  entsprechen. 

(1)i  =  66<>         (2)2  =  580         (1),  =  560 
(1)2  =  64  (2)3  =  64  (2)4  =  70 

(3)3  =  50  (1)4  =  58  (1)5  =  54 

20. 

Es  wird  von  nun  an  die  Seite  (1)(2)  der  Figur  als  Grundlinie  an- 
gesehen, und  es  soll  in  Bezug  auf  diese  zuerst  das  Gewicht  der  Seite 
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(2j(3)  ermitteii  werden.  Ich  werde  indess  hier ,  wie  im  Folgenden  von 
dem  Inhalt  der  Abhandlung  eine  Abweichung  machen  und  nicht  die 
Gewichte  der  Seiten  selbst,  sondern  die  der  ihnen  zukommenden  Loga- 
rithmen bestimmen,  da  diese  Gewichte  unabhängig  von  dem  absoluten 
Maasse  der  Seiten  sind.  Für  die  oben  genannte  Seite  bekommen  wir 
demgemäss  die  Gleichung 

•  log  (2)(3)  =  log(1  )(2)  +  log  sin  (1  )i  -  log  sin  (8)3 
Nehmen  wir  femer  an ,  dass  die  siebente  Decimale  des  Briggischen  Lo- 
garithmus und  die  Secunde  die  Einheiten  bilden  sollen,  so  ist  die  erste 
Behandlung  dieser  Gleichung,  die  nemlich  wodurch  ihr  Differential  er- 
langt wird,  genau  dieselbe,  die  im  Art.  92  der  Abhandlung  in  Betreff 
der  Seitengleichungen  erklärt  wurde,  nur  darf  jetzt  die  resultirende 
Gleichung  mit  keinem  von  plus  oder  minus  Eins  verschiedenen  Factor 
maltiplicirt  werden.  Durch  Zuziehung  der  oben  angegebenen  Werthe 
der  Winke)  bekommen  wir  daher 

J2=  +  9  .  38()t1)i  —  17. 67(^3)s 
folglich 

(lf,1),  =  +9.38  \  y^j  j^.^^^^g  ^  ^  ^QQ  ^ 
(lf,3)3=  -17.67i 
Es  wird  ferner  {I,M)  =  —  8 .  29,  und  die  anderen  Grössen  dieser  Gat« 
tuDg  sind  Null.  Hiemit,  und  da  im  gegenwärtigen  Falle  die  Coefßcienten 
{%  .  (3)i  ,  etc.  etc. ,    die  sich  aus  der  Auflösung  der  Endgleichungen 
ergeben,  alle  Null  sind,  erhält  man 

S  =  22.9  und  P  =  0,002652 

21. 

Sueben  wir  hierauf  das  Gewicht  der  Seite  (3)(4}  des  zweiten  Drei- 
ecks, so  ist  die  Grundformel 

k)g(3)(4)  =  log(1)(2)  +  log.sin(1)i  sin (2)2  -  log. sin (3)3  sin (1)4 
woraus 
Ä=  -I-  9.38()(1),  +  i3.16()(2)2  —  17.67d(3)8—  i3.i6d{i). 


(M,1),  =  +    9  . 

38 

(ar,2)j  =  +  13, 

,16 

(lf.3),=  -  17 

.67 

(Jtf,1)4=  -   13, 

.  16 

QOd 
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(IM)  =  —  8  .  29,  {II,M)  =  0  .  {TUM)  =  0 
folgen.  Es  ergiebt  sich  hieraus 

R  =  746.5.  S  =  22.9  und  P  =  0,001382 

Mm» 

Zur  Erlangung  des  Gewichts  der  Seile  (4)(5)  des  dritten  Dreiecks 
ergiebt  sich 

log(4)(5)  =  log(i)(2)  +  log.  sin(1),  sin(2)j  8in(1)3 

—  log.  sin  (3)3  sin  (1)4  sin  (1)5 
J2=+9.38d(1),+1 3,1 6<)f(2)2+i  4,20d(i)3— 1 7,67(J{3)3— 1 3,1 6<J(i  )4-1 5,30<>(1) 

(Jf.1),  =  +  9,38  ,  (lf,3)3  =  -  17,67 
(Jl,2)2  =  +  13,16  ,  {M,\),  ==  -  13,16 
(Äf.l),  =  +  14,20  .  (Jf,1)5  =  -  15,30 

R  s  1182,3 
(/.W)  =  -  8,29  ,  {n,M)  =  0  .  (///,Af)  =  —  1,10 
$'=  23,3  ,Pz=  0,000863 

23. 

Betrachten  wir  diese  Gewichte  näher,  so  finden  wir,  dass  sie  von 
Dreieck  zu  Dreieck  sehr  nahe  in  dem  Verhältniss  von 

abnehmen,  und  diese  Progression  wird  sich  nahe  in  demselben  VerhSilt- 
niss  fortsetzen,  wenn  mehr  Dreiecke  vorhanden  sind,  die  nahe  dieselben 
Dimensionen  haben,  wie  die  obigen,  und  die  man  gemeiniglich  flUr  die 
günstigsten  hält.  Wenn  also  ein  Dreiecksnetz  aus  vielen  solchen  an  ein- 
ander gereihten  Dreiecken  besteht,  so  kann  man  sich  schon  eine  Vor- 
stellung davon  machen,  wie  klein  die  Gewichte  der  Seiten  der  Dreiecke 
werden,  die  von  der  Grundlinie  am  Entferntesten  liegen.  Hieraus  sieht 
man,  wie  unrichtig  es  ist,  von  jeder  Dreiecksseite  dieselbe  Genauigkeit 
verlangen  zu  wollen. 

Eslässt  sich  leicht  beweisen,  dass  die  obige  Progression  in  einem 
Dreiecksnetze,  welches  aus  lauter  an  einander  gereihten,  sehr  nahe 
gleichseitigen  Dreiecken  besteht,  strenge  stattfindet.  Sei  die  Anzahl  die- 
ser Dreiecke  n,  und  die  zwei  Winkel,  die  von  jedem  Dreiecke  gebraucht 
werden  um  die  Seiten  fortgesetzt  zu  berechnen,  (a) ,  (o')  ,  (fr)  ,  (6') ,  etc. 
(n)  {n')  ,  die  einander  sehr  nahe  gleich  sind ,  und  von  welchen  (a)  und 
(a )  zum  ersten  Dreieck  gehören ,  dessen  eine  Seite  als  Grundlinie  be- 
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Irachlel  wird.  Wegen  der  sehr  nahen  Gleichheit  aller  Winkel  können  wir 
in  der  Differentialgleichung  die  Coefificienten  als  einander  völlig  gleich 
betrachten,  da  ein  kleiner  Unterschied  in  diesen  nur  eine  kleine  Grösse 
erster  Ordnung  hervorbringen  kann.  Sei  daher  der  gemeinschaftliche 
Werlh  dieser  CoefBcienten  c,  dann  wird 

Jl  =  cd{a)  +  cd{b)  +  .  .  .  +  cd{n) 
—  cd{a)  —  cd{b')  —  ...  —  cd{n) 
uDd  es  ergeben  sich  daher 

{Mm)  =  (M,6)  =  etc.  =  (M,n)  =        c  ^ 
{M,a)=  ImM)=  etc.  =  {M,n)=  —  c 
folglich 

R  =  2nc2 
Da  nun  aus  dem  Täfelchen  der  Bedingungsgleichungen  des  Art.  1 6, 
und  aus  der  vorstehenden  Berechnung  der  Gewichte  mehrerer  Seiten 
sich  leicht  ergiebt,  dass  der  Ausdruck  eines  jeden  der  CoefBcienten 
(IM)  ,  [UM)  ,  etc.  aus  zwei  gleichen,  mit  entgegengesetzten  Zeichen 
behaßeten  Gliedern  besteht^  so  werden 

[IM)  =  [llM)  =  etc.  =  0 
und  der  allgemeine  Ausdruck  der  gesuchten  Gewichte  wird 

M^oraus  hervorgeht,  dass  die  Bedingungsgleichungen  im  gegenwärtigen 
Falle  gar  keine  Wirkung  auf  die  Gewichte  ausüben  *).    Bezeichnen  wir 
nun  (las  gemeinschaftliche  Gewicht  der  Logarithmen  der  beiden  zu  be- 
rechneDden  Seiten  des  ersten  Dreiecks  mit  P\  ,  das  der  beiden  zu  be- 
rechnenden Seiten  des  zweiten  Dreiecks  mit  P-i  ,  u.  s.  w.,  so  geben  die 
vorstehenden  Entwickelungen  sogleich 

p   J_     p     , ^  p     ,  —    _1. 

^^•^3=6?'        ^2     =       ^         ,  Pf         =         ^    . 

folglich 

Pi  :  P2  :  P:\  :  Pa  :  etc.  =  1  :  —  :  —  :    ^    :  etc. 
w.  z.  b.  w. 


*)  Dieser  gehört  also  unter  die  Fälle ,   die  oben  im  Art.  t  im  Allgemeinen  an- 
sedeulel  worden  sind. 
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24. 

Um  zur  Kenntniss  der  mittleren  Fehler  zu  gelangen,  die  in  Folge 
der  vorstehenden  Ermittelungen  den  Dreiecksseiten  beizulegen  sind, 
bedarf  es  der  Kenntniss  des  mittleren  Fehlers  der  Beobachtungen,  denen 
das  Gewicht  =  1  beigelegt  worden  ist,  aber  aus  unserem  Beispiele 
selbst  kann  man  diesen  nicht  erlangen,  da  es  ein  fingirtes  ist.  Es  hindert 
uns  aber  nichts  aus  irgend  einer  wirklich  ausgeführten  Triangulation 
diesen  mittleren  Fehler  zu  entnehmen,  und  hier  anzuwenden. 

Im  Art.  1 51  der  Abhandlung  wurde  in  Bezug  auf  das  Hauptbei- 
spiel derselben  der  mittlere  Fehler  einer  einzelnen  Beobachtung  einer 
Richtung  =  1^984  gefunden,  und  obgleich  diese  Bestimmung  auf 
einer  zu  kleinen  Anzahl  von  Beobachtungen  beruht,  als  dass  man 
sie  für  ganz  sicher  halten  könnte,  so  will  ich  sie  doch  im  gegen- 
wärtigen Beispiel  anwenden.  Durch  die  Multiplication  der  eben  ange- 
führten Zahl  mit  }/T  erhält  man  den  mittleren  Fehler  einer  einzelnen 
Beobachtung  eines  Winkels  =  2^806,  aber  es  muss  jedenfalls  voraus 
gesetzt  werden,  dass  man  bei  einer  Trianguf^tion,  bei  welcher  Winkel 
gemessen  werden,  sich  nicht  begnügt  jeden  Winkel  nur  Einmal  zu  messen, 
sondern  dass  man  das  Beisultat  der  gemessenen  Winkel  aus  einer  ange- 
messenen Anzahl  von  einzelnen  Messungen  ableitet.  Demzufolge  will 
ich  annehmen,  dass  jeder  Winkel,  von  welchem  in  diesem  Aufsätze  die 
Rede  ist,  25  Mal  gemessen  worden  sei,  woraus  hervorgeht,  dass  der 
mittlere  Fehler  eines  jeden  der  Winkel,  welchen  oben  das  Gewicht  =b  4 
beigelegt  wurde,  dem  fünften  Theil  des  oben  angegebenen  Fehlers  der 
einzelnen  Winkelmessung  gleich  gesetzt  werden  muss.  Es  soll  daher 
hier  der  mittlere  Fehler  der  Winkelmessungen  oder  Beobachtungen, 
denen  das  Gewicht  =  1  beigelegt  worden  ist, 

=  0^56^ 
angenommen  werden,  und  hieraus  folgen  die  mittleren  Fehler  der  Loga- 
rithmen der  Seiten   der  verschiedenen  Dreiecke,    deren  Gewichte  im 
Vorhergehenden  beiechnet  worden  sind,  bez. 

=  10,9  ,  =  15,1   ,  =  21,5 
in  Einheiten  der  siebenten  Decimale.    Wenn  die  Längen  der  Seiten  be- 
kannt sind ,  so  kann  man  hieraus  die  mittleren  Fehler  der  Seiten  selbst 
finden,  denn  nennt  man  die  Länge  ii^end  einer  Seite  q  ,  so  wird 

do  =-^ ^^^^^ 

"  Mod.        4  000000 
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wo  d  log  (I  in  Einheiten  der  siebenten  Decimale ,  gleich  wie  oben  ge- 
schehen, auszudrücken  ist. 

Nehmen  wir  z.  B.  an,  die  Länge  der  Seite  (1)(2)  unserer  Figur,  die 
als  Grandlinie  in  den  Berechnungen  der  Gewichte  angenommen  worden 
ist,  sei  20000  Meter,  so  findet  man  die  Seiten 

(2)(3)  =  23581  ~  ,  (3j(4)  =  23581«  ,  (4)(5)  =  24441 -• 
ood  die  mittleren  Fehler  dieser  Seiten  bez. 

=  0*0594  ,  =  0~,0829  ,  =  0'»,1210 
oder  nahe 


398500  '      287600  '      202000 

der  Langen  derselben.  Nehmen  wir  an ,  dass  von  der  letzten  dieser 
Seiten  an,  das  Netz  sich  durch  eine  Anzahl  sehr  nahe  gleichseitiger 
Dreiecke  fortsetze,  so  wird  der  mittlere  Fehler  der  zwei  letzten  Seiten 

des  sechzehnten  Dreiecks  schon 

1 

87500 

der  Länge  derselben.  Die  mittleren  Fehler  der  ersten  Seiten  sind  hier 
sehr  klein ,  aber  es  darf  nicht  ausser  Acht  gelassen  werden ,  dass  die 
ganze  Länge  einer  dieser  Seiten  als  Grundlinie  betrachtet  worden  ist. 
In  der  Praxis  sind  die  gemessenen  Grundlinien  gemeiniglich  weit  kleiner 
wie  die  Seiten  der  grossen  Dreiecke,  und  es  werden  daher  in  der  Wirk- 
lidikeit  die  mittleren  Fehler  der  Seiten  wesentlich  grösser  ausfallen 
wie  oben. 

25. 

Um  diese  Untersuchungen  fortzusetzen  sollen  jetzt  die  Gewicht« 
der  Diagonalen  (i)(4)  und  (1)(5)  nebst  denen  der  Winkel,  die  sie  mit 
den  anliegenden  Seiten  machen,  ermittelt  werden.  Da  diese  Winkel  bis 
jetzt  noch  zu  den  nicht  beobachteten  gehören,  so  bedarf  die  Berechnung 
der  Gewichte  derselben  einer  besonderen  Vorbereitung.  Aus  den  Drei- 
ecken (3)(4)(5),  (2)(4)(5),  (2)(3)(4)  der  Figur  bekommt  man 

—    siir(4),8in{'8),+'(<).+(2").}sin(2), 

die  nachdem  sie  in  Bezug  auf  (3)2  aufgelöst  worden  ist, 

t«/o\     _  sin(1),8iD(2),siD{(1),-K2),} 

^[o]2  sin[1).sin(2),-sin(4),8ln(2),C08{(4)4+(2)4} 

giebt.  Hieraus  erhielt  ich 

(3)2  =  25«  31 '.7  5 
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und  hierauf  durch  die  Gleichung  (3)»  =  (3)2 -I- (1  )4 -H  (2)< -H  (1  )5  —  1 80» 

(3)5=  27«  31 ',75 
Bebandelt  man  nun  zuerst  die  erste  der  obigen  Gleichungen  als  ob 
sie  eine  der  Bedingungsgleichnngen  wttre,  so  tiekommt  man 

0  =  —  (1  .M  91 4)d(2),+(1 .64428)(J(3)j— (1 .1 5234)(>(1 ), 

+(1.011 53)d(2)3-l-(1 .6261 7)  j(J(3)2-|-<J(1  )^+S{i)t}+{i  .1 8461  )<J(1  > 

wo  die  in  Klammem   oingeschlossenen  Zahlen   die  Logarithmen  de 

Coefficienten  sind,  und  löst  man  diese  Gleichung  in  Bezug  auf  ^3)2  au 

so  erhall  man 

J2  =  dt3)2  =  +  0.15233^(2)2  +  0.1 6444<J(1  )3  —  0.11 890<J(2)3 

—  0.48958d(1)4  —  0.48958(^(2)4  — .0.177l2«J(1)s 
also 

(M,2)2  =  -I-  0.1523  ,  iM,2)i  =  —  0.1189  .  {M,2)i  =  —  0.4896 
(M,1)3  =  +  0.1644  ,  (Jf.1)4  =  —  0.4896  ,  {M,i)s  =  —  0.1771 
und  hieraus  folgt  R  =:  0.5751.  Ferner  erbalt  man 

(/,M)  =  0  ,  (//,Af)  =  —  0.4562  .  {III.M)  =  —  0.5023 
welche  6'  :=  0.1535  ,  und  endlich 

P  =  2.372 
gehen,  welches  das  Gewicht  des  Winkels  (3)2  ist. 

26. 

Um  das  Gewicht  des  Winkels  (3)j  zu  finden,  bediene  ich  mich  de 
Gleichung 

a(3):.  =   <)(3)2   +  d(1)4   +  *(2)4    +   d(1)5 

aus  welcher  ich  durch  den  Ausdruck  für  ^(3)2  des  vor.  Art.  diese  Aer 
derung  eliminire.  Es  wird  also  hier 

Jl  =  d{3)s  =  +  0.1 5233  <)((2)2  -I-  0. 1 6444  <»(1  )3  —  0.1 1 890  d{'i)3 

+  0.51042  ff{\)i  +  0.51042  d{2)t  +  0.82288  d{V)„ 
folglich 

(M.2)2  =  +  0.1523  ,  (Jf,2)3  =  —  0.1189  ,  (Jl,2)4  =  +  0.5104 
(Af,1)3  =  +  0.1644  ,  {M.\),  =  -I-  0.5104  ,  {U,i)i  =  +  0.8229 

Ä=  1.2708 
{IM)  =  0.  {1I,M)  =  -h  0.5438  ,  {IHM)  =  +  1.4977 

S  =  0.8463 
P  SS  2.356 
welches  das  Gewicht  des  Winkels  (3)5  ist.    Ks  verdient  angemerkt  2 
werden,  dass  die  Gewichte  der  beiden  berechneten  Winkel  (3)2  ur 
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(3)&  betrttcbtlich,  idi  Verbaltnisse  nahe  wie  1  :  1,6  grösser  sind  wie  die 
Gewichte  der  beobachteten  Winkel  deren  jedes  s=  1.5  ist. 


27. 

Zur  Berechnung  des  Gewichts  der  Diagonale  (2)(5)  giebt  die  Figur 
zuerst 

log (2)(5)  =  (log  (<  )(2)  +  log.  sin  (1 ),  sin  { (1  )a  +  (2)s}  -  log.  sin  (8)3 sin  (8)5 
woraus  man  durch  die  Differentiation 

J2  =  +  9.374fJ(1)i  —  12.156  }(J(1)3  +  d{2)^\ 
—  17.6(>7()(3)3  —  40.396df(3)5 
findet. 

Da  aber  (3)5  kein  beobachteter  Winkel  ist,  so  muss  dessen  Varia- 
tion durch  die  im  vor.  Art.  dafür  erhaltene  Gleichung  eliminirt  werden. 
Nachdem  dieses  geschehen  ist,  wird 
J2==+9.374d(1)i— 6.154(^(2)2— 18.799()(1)3—7.353(J(2)3— 17.667(^(3)3 

—20.619(^(1)4— 20.619(J(2)4—33.242(»(1)5 
Es  wird  daher  im  jetzigen  Falle 

(lf,1),  =  -I-    9.374  ,  (Äf,1)4  =  — 20.619 
(Jf,2)2  =  —    6.154  ,  (M,2)4  =  —  20.619 
(Jf,1)3  =  —  18.799  ,  (Jf,1)5  =  —  33.242 
(M,2)3  =  —    7.353 
(Jf,3)3=  —  17.667 

R  =  2800.6 
[IM]  =  —  8.293  ,  (IlM)  =  —  34.126  ,  {IHM)  =  —  72.660 

S  =  2171.1 
P=  0.001588 
für  das  Gewicht  von  log  (2)(5).    Dieses  ist  merklich  grösser  wie  das 
(Gewicht  des  log  der  Seite  (3)(4). 

28. 

Behandeln  wir  nun  die  Diagonale  (1)(5)  eben  so,  so  bekommen 
wir  nach  und  nach    , 

M    _  8in{(4),-i-(a),-i-(8),-i-(aUsin(4),8in(4)^8in(4), 

sin  (S).  sin  (4)«  sin  (9),  sin  (1)« 
U,i9\    —  sin  (4),  sin  (4)^8in  H),  8m{(4).-t- (a).-KI).)_ 

^'^J5  —  i,n(i)78»n'{a),sin  («j.-sin  (V  j,"sin  (ij.sin  (4).  co8{(4).  +  (i).  +  (8),} 

(2)5  =  4«35'5",  (2)i  =  5«24'55" 
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0  »  —  (0.97193)  d{i)i  +  (1.01453)4(1),  —  (1.14914)^9), 

—  (2.34656) jer(1)3  -I-  d(2),-l-<J(3),+(»(2),|+(1 .14  94  4)^(4)4 

—  (0.88442)  (J(2)4  +  (1.18461)^(1)5  —  (2.41922)^(2)6 
J2  =s  <J(2)5  =  —  0.01 934  d(1),  -I-  0.021 19«r(1),  —  0.027 15d(2), 

—  0.45828(5(1)3  —  0.45828d(2)s  —  0.45828<>(3)3 
+  0.0271 5  <>(1)4  —  0.01 581  <){2)4  +  0.03 1 56«)(1 )» 
(Jtf.1),  =  —  0.0193  ,  (lf,1)3  =  —  0.4583  ,  (lf,1)4  =  +  0.0271 
(Af.i),  =  +  0.0212  ,  (3f,2), :»  —  0.4583  ,  (lf,2)4  =  —  0.0158 
(Jtf,2)2  Ä  —  0.0271  ,  (lf,3)3  =  —  Ö.4583  ,  (M.ljs  =  +  0.0316 

R  =s  0.6338 
(IM)  =  —  0.4563  ,  (UM)  =  —  0.4583  ,  (///.M)  =  —  0.4424 

S  =s  0.2046 
P  =^  2.331 
welches  das  Gewicht  des  Winkels  (2)5  isl. 


29. 
Ferner 

Jl  xr  d{%i   =    -  dH)z  -  «J(2)3  -  d{%  -  (J(2)5 

und   nach  der  ßlimination  von   ^(2)5  durch  die  betr.  Gleichang 
vor.  Art. 

(Jtf.l),  =  -I-  0.0193  ,  (lf,1)3  =  —  0.5417  ,  (lf,1)4  «  —  0.0271 
(Af.l),  =  —  0.0212  ,  (Jf,2)3  =  —  0.5417  ,  (ÄJ)«  »  -1-  0.0158 
(Jtf,2),  =  +  0.0271  ,  (3f,3)3  =  —  0.5417  .  (itf.l)s  =  —  0.0316 

R  =  0.8840 
{I,M)  =  —  0.5437  ,  {n,M)  Ä  —  0.5417  ,  {III,M)  =r  —  0.5576 

S  SS  0.3O00 

Pas  1.712 

für  das  Gewicht  des  Winkels  (2)i.  Hier  finden  wir  wieder  die  Gewicht 
der  beiden  berechneten  Winkel  grösser  als  das  Gewicht  der  b e o t> 
achteten,  und  zwar  das  des  Einen  im  Verhallniss  wie 

1  ;  1,554 
und  das  des  Anderen  wie 

1  :  1,142 


(M.1),  « 

+  i.706 

(M,2)2  = 

+  7.127 

m  = 

—  6.969 
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80. 

Ferner  wird 
log(l  )(1  ')= log(  1  )(2)+log.  sin(1  )2  sin  I  (1  )3+(2)3+ (3.),]  -  log.sin  (3)3  sin  (8)5 
J2  =  +  1 0.269 (»(1)2  —  119.408  \dl^)^'^d{i)z+d{3)^\ 
—  17.667^(3)3  —  262.56  ()f(2)5 
und  nach  der  EKmination  von  d{2)s 

(M,1)t  =  +  5.078  .  (M.l)3  =  +    0.914  ,  (Jf,1)4  =  —  7.127 

(M,2)3  =  +    0.914  ,  (Äf.2)4  =  +  4.152 
(Äf,3)3  =  —  16.753  ,  (Af,1)5  =  +  8.287 

A  9^  517,5 
(//,Af)  =  +  0.914  ,  {IHM)  =  -  3.221 
S  =  20.0 
i>=  0.002010 
Tür  das  Gewicht  des  log.  der  Seite  (1)(5),  und  dieses  Gewicht  liegt  also 
zwischen  den  Gewichten  der  logg,  der  Seiten  (2)(3)  und  (3)(4)  nahe  in 
der  Mitte;  es  ist  grösser  wie  das  Gewicht  der  kürzeren  Diagonale  (2)(5), 
Da  die  Linie  (1)(5)  die  Isingste  ist,  die  man  in  der  Figur  von  einem 
Dreieckpunki  zu  einem  andern  ziehen  kann,  und  durch  zwei  sehr  kleine 
Winkel  mit  den  weit  kürzeren  Dreiecksseiten  (1)(3)  und  (3)(5)  verbunden 
ist,  90  könnte  man  leicht  im  Voraus  die  Ansicht  fassen,  dass  sowohl  das 
Gewicht  dieser  Linie,  wie  die  Gewichte  der  beiden  genannten,  anlie- 
genden Winkel  sehr  klein  werden  mttssten.  Die  vorstehenden  Rechnun- 
gen geben  aber  ein  entgegengesetztes  Resultat ,  und  zeigen  also ,  wie 
sehr  man  sich  in  solchen,  auf  keine  mathematische  Untersuchungen 
gegrttodeten  Ansichten  irren  kann. 

31. 

Es  soll  nun  angenommen  werden ,  dass  ausser  den  bisher  als  be- 
obachtet angenommenen  Winkeln,  auch  der  Winkel  (4)(2)(5),  dar  in  der 
%ar  mit  (3)2  bezeichnet  worden  ist,  beobachtet  sei.  Diese  Annahme 
%t  den  drei  bisher  vorhandenen  Bedingungsgleichungen  eine  vierte 
kinza,  die  keine  andere  ist,  wie  diq  orstQ  Gleichung  des  Art.  25.  Da  die 
Coefficienten  der  Variationen  dieser  Gleichung  schon  dort  berechnet  wor- 
den sind,  so  können  wir  das  neue  Tafelchen  der  Differentialquotienten 
sogleich  aufstellen,  zur  einfacheren  Behandlung  dieser  Gleichung  sollen 
jedoch  alle  Coefficienten  derselben  mit  der  Zahl  40  dividirt  werden, 
"^omit  erhalten  wir  das  folgende  Tafelcbon. 


f 

i 

9(r.I}, 

9(r.//), 

tir.iri). 

ifü  !l'.;i'). 

tir.iri. 

1 

1 

— 

— 

— 

8 

1 

1 

z 

9.51708n 
0.33(89 

-0.3889 
+8.I598 

3 

1 

1 

1 

9.85088» 
9.10917 

-0.3650 
.«•0.8S67 

"F 

* 

— 

) 

1 

0.0S4H 
O.OSKI 

+1.0571 
+1.0571 

— 

— 

< 

9.58S55 

+  0.388i 

Hieraus  bekommt  man  folgende  Werthe  der  Coellicienlen  der  End- 
gleichungen, 

(/,/)  =  3  ,   {1,11)  =  0  ,    .(/.///)  =  0  ,     (/,/V)   =        0 

(//,;/)  =  3  ,    {11,111}  =  0  ,   {II,IV)  =  +  0.98*9 

(111.111)  =  3 ,  (;/;,/v)  =  +  i.osts 

(1V,/V)  =        7.343t 
und  diese  geben 

(2),  =  0  ,  (3),  =  0  ,  (*),  =  0 

(3),  =  0  .  (i),  =  -  (9.61687) 

(t),  =  —  (9.568(1) 

(/,/)  =  3  ,  (H,;/,1)  =  3  ,  {Ill.m.i)  =  3  .  (/V,/V,3)  =  «.6S81 


32. 
Es  ist  klar,  dass  hierauf  die  Gewichte  der  Stucke  des  Dreiecl*^  * 
(1)(2)(3)  sich  nicht  ändern  können,  da  dieses  Dreieck  an  der  hinzug«^ 
koronienen  Bedtogungsgleichung  keinen  Theil  hat.  Uatersucben  wir  ab^^  ** 
die  Gewichte  einiger  anderen  Winkel  und  Seiten.  Zuerst  soll  das  G<^=  ' 
wicht  des  Winkels  (3)j  berechnet  werden.  HiefUr  wird 

(M,3),=  1  ,  fi  =  1  ,  {IV.U)  =  (/V,*,3)  =  +  S.I592 
S  =  0.703t  ,  P  =  3.372 

Dieses  Gewicht  hat  sich  durch  die  hinzugekommene  Bedingungsgleichuw  S 
im  Verhältni^s  von 

1  :  1.i21 
vergrössert. 

33. 
Fur  daa  Gewicht  von  (3)^  konnten  wir  jetzt  die  Gleichung 

i(3),  =  »(3),  +  ()(1).  +  Hi),  +  Ht), 
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anwenden,  aber  es  ist  eben  so  richtig,  und  einfacher  dieselbe  Gleichung 
anzuwenden,  die  im  Art.  26  nach  der  Elimination  von  d(3)2  gedient  hat, 
auch  hier  zu  gebrauchen!:  Alle  dort  berechneten  Zahlen  bleiben  bis  auf 
S  und  P  dieselben,  es  kommt  aber 

(/V,3f)  =  -f.  1 .3p49 
hinzu,  and  hiemit  werden 

(IM)  =  0  .  (//,lf,1)  =  -I-  0.5438  ,  (///,lf,2)  =  -I-  1.4977 
wie  dort,  hingegen 

(/y,Af,3)  =  +  0.5849  ,  S  =  0.8979 

P  SB  2.682 
im  Verhaltniss  von 

1  :  1.138 
grösser  wie  vorher, 

34. 

Berechnung  des  Gewichts  des  Winkels  (2)2. 

(M.2)i  =  1  ,  Ä  =  1  .  {II,M)  =  1  ,  iiy,M)  =  —  0.3289 
{n,M.i)  =  1  ,  (/V,Jlf,3)  =  —  0.6572  ,  S  =  0.3985 

P  =  1 .663 
im  Verhaltniss  von 

1  :  1.108 
grösser  wie  vorher. 

35. 

Gewicht  des  Winkels  (1)i. 
'  {M,\)^  =  1  ,  Ä  =  1  ,  [UM]  =  1  ,  [IV,M)  =  +  1.0571 

(//.Jf.l)  =  1  ,  {IV,M,3)  =  +  0.7308  .  S  =  0.4139 

P=  1.706 

im  Verhaltniss  von 

1  :  1.137 
grüsser  wie  vorher. 

36. 

Gewicht  der  Seite  (2)(5).  Zu  den  Zahlen  des  Art.  27  kommt 

{IV,M)  =  —  49.52 
linzu ,  und  es  werden  demzufolge 
lif)  =  _  8.293  ,  (//,M,1)  =  —  34.126  .  (///.Af.2)  =  —  72,660 

R  s=  2800,6 
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gleidiwie  a.  a.  0.,  aber  aossendeoti 

(/r,*,3)  Ä  —  12.04 

and  hiemit  bekommt  man 

S  =  219S.0 

P  =  0.00164« 


im  Verbaltniss  von 


grösser  wie  vorher. 


1  :  1.036 


37. 


Gewicht  der  Seite  (4)(S).    Ausser  den  Zahlen  des  Art.  22  wirci 

hier  noch 

(/V.M)  =  —  29.13  ,  (/V,M,3)  =  -  28.73 

S  =  1 47.9. 

P  SS  0.000967 
im  Verhallniss  von 

1  :  1,120 

grösser  wie  vorher.   Man  sieht  hieraus ,  dass  die  neu  hinzugekoromers  ^ 

Bedingungsgleichung  afle  Gewichte  vergrössert,  und  im  gegen wärtig^^^  ^ 

Falle  ist  die  Vergrösserung  am  Ansehnlichsten  bei  dem  Winket  (3)2,  d^r 

als  beobachteter  Winkel  hinzugekommen  ist. 

38. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  dass  ausser  den  bisher  als  beobachtet  h^^ 
trachteten  Winkeln ,  auch  der  Winkel  (2){5)(3)  =  (3)5  beobachtet  wor^- 
den  ist,  und. untersuchen  wir  wieder  die  Gewichte  die  hieraus  hervoi*"' 
gehen.    Die  neue  Bedingungsgleicbung  ist  nun 

0  =  d{3)2  +  cJ(1)4  +  d{2),  +  d(1)5  -d{3), 
und  das  Täfelchen  der  Differentialquotienten   wird   in   Folge   dessei^"^^ 
das  folgende 


.  r 

t 

9{r.l), 

^(r./fl. 

9(r.//fl, 

\ogq{r.IV), 

«(r./F), 

9{r.V), 

1 

i 
i 

1 

— 

— 

— 

— 

1 
2 
3 

i 

1 

— 

9.54708n 
0.33429 

—0.3289 
+2.1592 

1 

2 
3 

1 
8 

1 
3 

3 

4 

5 

1 

1 

4 

9.55028n 
9.40947 

-0.3550 
+0.2567 

— 

'^^^ 

4 

4 

0.02414 
0.02444 

+1.0571 
+4.0574 

4 
4 

4 

9.58255 

+0.3824 

4 
—  4 
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Die  Coefficienten  der  Endgleicbiingen ,  die  hieraus  folgen,  sind  in 
der  folgenden  Tafel  zugammengestelll, 


• 

t 

(t,/) 

(iJI) 

[i.m 

(i,iy) 

[i.V) 

/ 

3    '    0 

0 

0 

0 

// 

3 

0 

+  0.9849 

+  ^ 

/// 

a 

+  4.0846 

+  2 

IV 

7.3434 

+  i.6558 

V 

• 

5 

und  hieraus  bekommt  man 
(2),  =  0  .  (3),  =  0  .  (4),  1 
(3)2  =  0  ,  (4)2  = 

(//j=3.  (//.//.  1)=3,(///,///,2) 


0  ,  (5)i  e=  0 

—  (9.51627),  (5)2  =  —  (9.6aS8ft) 

—  (9.55811),  (5)s=  ^  (9.82391) 

(5)«  B  —  (9.73546) 
3,  (/F,/?,3)ir6.6281,  (V,V,4)=1 .3731 


39. 

Es  sollen  jetzt  wieder  die  Gewichte  derselben  Stocke  des  Netzes 
berechnet  werden,  wie  im  vorhergehenoen  Falle. 

Gewicht  des  Winkels  (3)2.    Zu  den  Zahlenwerthen  des  Art.  32 
.    iioioml  hinzu 

(V,3f).=  1 

m 

und  hieraus  folgen 

(F,ilf,4)  =  —  0,1742  ,  S  =  0.7255 

P  =.  3.644 
im  Yerbällniss  von 

1  :  1.081 
grösser  wie  vorher. 

40. 

Gewicht  des  Winkels  (3)s.    Hieftkr  bekommeB  wir  jetzt,  nachdem 
dieser  Winkel  zu  den  beobachteten  gehört, 
(jr,3)i  »  1  .  A  s  1  ,  {\,M)  =  {V,M,i)  s  —  1  ,  S  X.  0.7289 

P  SS  3.681 
m  Verhahniss  von 

1  Tl. 373 
^rOgser  wie  vorher. 


3SI  P.  A.  Hanskn, 

41. 

Gewicht  des  Winkels  (2)2.    Hier  findet  man  ausser  den  Zahlen - 
werthen  des  Art.  34 

{V,M)  »  0 
(F,Af.4)  s=  -I-  0.0240  ,  S  SB  0.3989 

Pas  1.664 
Der  Zuwachs  dieses  Gewichts  ist  sehr  klein. 

42. 

Gewicht  des  Winkels  (l)«.    Zu  den  Zablenwertben   des  Art.  35 
kommt  hinzu 

iV,M)  =  1 
{Y,M,i)  =  +  0.2702  ,  S  =  0.4671 

P  SS  1.877 
im  Verhaltniss  von 

1  :  1.100 

grösser  wie  vorher. 

43. 

Gewicht  der  Seite  (2)(5).  Zu  Art.  36  kommt  hinzu 

{Y,M)  =  —  74.48 

(F,lf.4)  =  —  8.11  .  S  =  2240.-« 

Ps  0.001786 

im  Verhältniss  von 

1  :  1.086, 
grosser  wie  vorher. 

44. 

Gewicht  der  Seite  (4)(5).  Zu  den  Zahlen  des  Art.  37  kommen  hinzu 

{V,M)  =  -  28.46 

(V,lf,4)  =  —  12.10  ,  S  =  254.5 

Pa  0.001078 
im  Verhsltniss  von 

1  :  1.115 

grösser  wie  vorher.    Die  zweiseilige  Beobachtung  der  Diagonale  hat 

also  hier  die  Gewichte ,  die  aus  der  einseitigen  Beobachtung  derselben 

hervorgehen ,  mit  Ausnahme  des  Gewichts  der  hinzugekommenen  Be<^ 

achtung,  nur  wenig  vergrössert. 
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Um  endlich  auch  die  Wirkung  einer  Bedinguogsgleichung  numerisch 
darlegen  zu  können ,  in  welcher  sehr  kleine  Winkel  vorkommen ,  soll 
noch  angenommen  werden,  dass  der  Winkel  (5)(1)(3)  =  (2)i  gemessen 
worden  ist,  welcher  nach  dem  Art.  28  nur  5*^  25'  beträgt. 

Die  Bedingungsgleichung,  die  hieraus  entsteht,  ist  schon  im  Art.  28 
aufgestellt,  und  das  neue  Täfelchen  der  Differentialquotienten  wird  da- 
her, nachdem  die  neue  Bedingungsgleichung  mit  der  Zahl  200  dividirt 
und  d(2)5  daraus  eliminirt  worden  ist,  das  folgende. 
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9.51 708n 
0.33429 

-0.3289 
+  2.1592 
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1 
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8.58339n 
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5 

! 

i 

— . 

1 

9.58255 

+  0.3824 

1 
—  1 

8.88358 

+  0.0765 

Zu  den  Coefficienten  der  Endgleichungen  des  Art.  38  kommen  jetzt 

die  folgenden  hinzu. 

(iV/;  =  +  1.3172  ,  (//,V/)  =  +  1.3128  ,  {IIIJI)  =  +  1.3510 

(IF,V/]=  —  0.0492  ,  (V.V/)  =  +  0.1040  ,  {VIJI)  =      11.0631 

md  die  für  die  folgenden  Rechnungen  erforderlichen  Hülfsgrössen  sind 

in  vollständiger  Zusammenstellung  die  folgenden. 

;   (?,=0,(3),=0,(4),=  0  ,  (5),=  0,  (6), =-(9.64254) 

I  (3)2=0.(4)2=— (9.51 627),(5)2=—(9.52288),(6)2=— (9.64107) 

(4)3= —(9. 558 1 1  ),(5)3= —(9.82391  ),(6)3=— (9.65354) 

(5)4=— (9.73546),(6)4=+(9.1 6475) 

(6)&= +(9.71 209) 
(/,/)  =  3  ,  (//,//,  1)  =  3  ,  (///,///,2)  =  3 

iIVJV,3)  =  6.6281  ,  (F,V.4)  =  1.3731  ,  (F/,W,5)  =  8.7956 

46. 

Berechnen  wir  nun  wieder  die  Gewichte  derselben  Stucke  des 
Dreiecksnetzes,  wie  vorher,  aber  mit  Hinzufttgung  der  Stucke  des  Drei- 

^  (1)(2)(3). 
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Gewicht  des  Winkels  (1)i.    Hier  erhalten  wir 

und  alle  übrigen  Grössen  dieser  Gattung  sind  Null. 

Ferner 

R=  1 

(/,Afj  =  1  ,  {VIM)  =  —  0.0469 

und  hieraus 

(K/,Af,5)  =  —  0.4859  ,  S  =  0.3601 

P=  1.563 

im  Verhältniss  von  1  :  1.042  grösser  wie  da&  ursprQngUche  Gewicht. 

47. 

Gewicht  des  Winkels  (1)2  . 
(Af,1)2  =  1 ,  (/,Af)  =  1  ,  {VIM)  =  +  0.0513,  Ä=  1 
(y/,Jtf,5)  =  —  0.3877  ,  S  =  0.3504 

P=  1.540 
im  Verhaltniss  von  1  :  1.037  grösser  wie  das  ursprüngliche  Gewicht. 
Es  ist  leicht  einzusehen ,  dass  die  Gewichte  dieser  beiden  Winkel  durcli 
die  hinzugekommene  Beobachtung  des  Winkels  (2)i  nicht  sonderlich  ver- 
grössert  werden  können. 

48. 

Gewicht  des  Winkels  ^3)3.  Man  findet  hier 
(J|f,3)3  =  1  ,  {IM)  =  1  ,  (V/,M)  =  +  1.3128  .  Ä  =  1 
(V/,iV,5)  =  +  0.8738  ,  S  =  0.4201 

P=  1.725 
im  Verhältniss  von  1  :  1.150  grösser  wie  das  ursprüngliche  Gewicht- 
Die  Vergrösserung  dieses  Gewichts  ist  schon  bedeutender,  wie  die  der 
beiden  vorher  betrachteten. 

49. 

Gewicht  des  hinzugekommenen,  beobachteten  Winkels  (2)i.  Hier  sind 
(Jtf,2),  =  1  ,  {VIM)  =  (V/,Af,5)  =  +  2.4233 
ß  =  1  ,  S=  0.6676 
P=  3.009 
im  Yerhältniss  von  1  :  1 .758  grösser  wie  das  ursprüngliche,  loa  Art.  29 
berechnete,  Gewicht.    Die  Vergrösserung  des  Gewichts  dieses  kleinen 
Winkels  ist  also  bedeutend. 
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50. 

KDttpfen  wir  hieran  sogleich  die  Berechnung  des  Gewichts  des  bis 
jetzt  noch  nicht  beobachteten  Winkels  (2)5.  der  zufolge  der  Art.  28  =  4^45' 
ist.  Wir  könnten  hier  zur  Berechnung  die  Gleichung  für  J2=  ^(2)5=  etc. 
des  Art.  28  anwenden,   allein  es  ist  einfacher  sich  der  folgenden  zu 

bedienen, 

Jl  =   (){2)l    +   *(1)3   +   d(2)3   +  (^3)8 

die  auf  einfache  Weise  aus  dem  Dreiecke  (1)(3)(5)  entspringt.     Diese 
Gleichung  giebt 

(lf,2)i  =  1  ,  (Af.1)3  =  1  .  (M,2)3  =  1  ,  (3f,3)3  =  1  ,  Ä  =  4 
Femer 

{/,M)=1,  (//,Af)=1,  (///,Af)=1,(/K,M)  =  — 0.0983,  (V,3f)  =  0 
(F/,lf)  =  +  6.3617 
und  hieraus 

(//,3f,1)  =  1 ,  (///,Jf,2)  =  1 ,  (/K3f,3)  =  —  0.7881, 
(V,M,4)  =  —  0.5715,  (V/,Jtf,5)  =  +  4.6251 ,  S  =  3.7636 

P  =  4.231 
im  Yerhdltniss  von  1  :  1.814  grösser  wie  das  im  Art.  28  berechnete 
orsprüngUche  Gewicht  dieses  Winkels.  Zu  bemerken  ist  hier,  dass  wie- 
der nicht  nur  das  Gewicht  des  berechneten  Winkels  (2)5  grösser  ist  wie 
das  des  beobachteten  (2)i ,  sondern  das  Verhältniss  der  Vergrösserung 
desselben  grösser  ist,  wie  das  jenes. 

51. 

Zur  Berechnung  des  Gewichts  des  log.  der  Seite  (1)(5)  dient  wie- 
der die  im  Art.  30  erhaltene  Gleichung ,  nachdem  die  Variation  d(2)5 
daraas  eliminfrt  worden  ist.  Dieses  ist  a.  a.  0.  schon  geschehen,  und 
die  dortigen  numerischen  Werthe  gellen  auch  hier,  nur  dass 

{IV,M)  =  —  8.748  .  {V,M)  =  —  11.262  ,  {YIM)  =  —  21.320 
hinzu  kommen.  Es  werden  nun  hier 

[IM)  =  —  6.969  ,  (//,Af.1)  =  +  0.91 4  ,  (///.i»f,2)  =  —  3.221 
(/F,3f,3)  ==  ~  7.884  ,  (y,M,4)  =  —  5.133 ,  (V/,Af,5)  =  —  21.009 

S  =  98.7 

P  =  0,002388 

Dieses  Gewicht  hat  sich  im  Verhdltniss  von  1  : 1 .1 88  gegen  das  a.  a.  0. 

berechnete  vergrössert.  Also  ungeachtet  der  kleinen  Winkel,  auf  welchen 

die  neu  hinzugekommene  Bedingungsgleichung  beruht,  bat  diese  doch 
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wesentlich  zur  VergrOsseruiig  der  Gewichte  der  zunächst  damit  in  Vei-- 
bindung  stehenden  DreiecksslUcke  beigetragen. 

52. 

Gewicht  des  Winkels  (3)2.  Zu  den  Zahlenangaben  der  Artt.  32  und 
39  kommt  hinzu 

{VI,M)  =  0 
und  hiemit  werden 
(/F,Jf,3)  =  +  2.1592  ,  (F,M,4)  =  —  0.1742,  (K/,M,5)  =  -I-  0.2257 

S  =  0.7313 

P  =  3.726 
und  das  Yerhäitniss  der  YergrOsserung  von  P  gegen  die  Bestimmun  £j: 
des  Art.  39  wie  1  :  1 .022. 

53. 

Gewicht  des  Winkels  (3)5.     Zu   den  Zahlenwerthen  des  Art.  40 
kommt  hinzu 

{VI,M)  =  0 
und  hiemit 

(F.Äf.4)  =  —  1  ,  (F/,3f,5)  =  —  0.5154 

S  =  0.7585 
P=  4.141 
mit  dem  VergrOsserungsverhültniss  1  : 1.125  gegen  die  Bestimmung  de; 
Art.  40. 

54. 

Gewicht  des  Winkels  (2)2.   Zu  den  Artt.  34  und  41  kommt  hinzu 

{VI,M)  =  —  0.0658 
also 

(//.itf.l)  =  1  .  (/y,  M,3)  =  —  0.6572 .  (y,Af,4)  =  +  0.0240 

(V/,iff,5)  =  —  0.5871  ,  S  =  0.4381 

P=  1.780 
mit  dem  Yergrösserungsverhaltniss  1  :  1.070  gegen  die  Bestimmung 

des  Art.  41 . 

55. 
Gewicht  des  Winkels  (1)4.    Zu  den  Angaben  der  Artt.  35  und  42 
kommt  hinzu 
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(V/,M)  =  +  0.0658 
also 

(II,M^)  =  1  ,  {IV.M,Z)  =  +  0.7308  ,  (F,JI,4)  =  +  0.2702 
(F/,lf,5)  =s  —  0.4260  .  S  =  0.4689 

P=  1.883 
mit  dem  Vergrösserungsverhällniss  1  : 1.003  gegen  die  Bestimmung  des 
Art.  42. 

36. 

Gewicht  des  log.  der  Seite  (2)(5).  Zu  den  Artt.  36  und  43  kommt 
hinzu 

(V/,3f)  SS  —  60.68 
also 

[IM)  =  —  8.293,  (//.Af.l)  =  —  34.126.  (///,lf,2)  =  —  72.660 
(/F,lf,3)  =  —  12.04.  (F,if.4)  =  -  8.11      ,  (V/,Jf,5)  =  -  14.97 

S  =  2266.4 
P=!  0.001872 
Vergrösserungsverhaltniss  1 : 1,048,  gegen  die  Bestimmung  des  Art.  43. 

37. 
Gewicht  des  log.  der  Seite  (4)(3).    Zu  den  Artt.  37  und  44  kommt 

hJDZQ 

(VI^)  =  -  7.91 
hiemit 

(liT)  =  —  8.29,    (//.Jtf.l)  =   0  .         (/ii,M,2)  =  —  1.10 
(/V,Jf,3)  =  -  28.73.  (F,M,4)  =-12.10,  (V/,Jf,5)  =  -  14.21 

5  =  277.5 
i>=  0.001106 
Vergrösserungsverhaltniss  1  :  1 .026  gegen  Art.  44. 

58. 

Schliesslich  soll  angenommen  werden,  dass  aucli  der  Winkel  (2)» 
beobachtet  worden  ist,  wodurch  den  bisherigen  Bedingungsgleichungen 
die  folgende  hinzugefügt  werden  muss. 

(2).  +  (1)3  +  (2)3  +  (3)3  +  (2)5  =  180« 
Die  Tafel  des  Art.  45  bekommt  in  Folge  dessen  die  folgende  Zusatz- 
colnmne. 
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Zu  den  Coefficieateo  der  Endgleichungen  kommen  hinzu 

(/,VH)  =  \ .  [n.vit]  =  1 ,  {m,vn)  =  \ ,  {iv.Yiri  =  - 

(V,WJ)  =  0  ,  (F/,Vn)  =  +  6.3617  ,  (VII.VII)  —  5 
uud  zu  den  HalfegrOssen  die  folgenden 
(7),  =  -  (9.62288)  ,  (7),  =  -  (9.52S88)  ,  (7),  =  -  (9 
(7),  =  +  (9.07819)  ,  (7),  =  +  (9.6t  92t)  ,  (7),  =  -  (9 
(V;/,Vn,6)  (.8366 
Es  sollen  nun  wieder  die  Gewichte  derselben  Dreiecks 
rechnet  werden  wie  vorher. 


69. 
Gewicht  des  Winkels  (1),.     Zu  den  Zahlenangaben  di 
kommen  hinzu 

(W/,if)  =  0  ,  {VII.M.6)  =  —  0.0778 
S  =  0.3660 
P  =  1.573 
Vergrösserungsverhaltniss  1  :  1 .009,  gegen  die  Bestimmung  t 

60. 

Gewicht  des  Winkels  (1)2.  Zum  Art.  47  kommen  hinzu 

{VH,M)  =  0  ,  (V//,«,6)  =  —  0.(295 

5  =  0.3610 

P  =  (.672 

VergrVIsseruiigsTerhttltniss  1  :  ( .02( ,  gegen  Art.  47. 

6(. 
Gewicht  des  Winkels  (8)3.    Zum  Art.  48  kommen  hinzu 
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{Vn,M)  Ä  i  ,  (F//,M.6)  s=  +  0.2073 

S  s  0.4549 
P»  1.834 
Yergrfisserangsverhältniss  1  :  1 .064  gegen  Art.  48. 

62. 

Gewicht  des  Winkels  (2)i.  Zum  Art.  49  kommen  hinzu 
{VII,M)  =  1  ,  (V//.i»f,6)  =  -  0.2742 

S  s  0.7284 
P  B  3.682 
Vergrösserungsverhaltniss  1  :  1 .223  gegen  Art.  49. 

63. 

Gewicht  des  hinzugekommenen,   beobachteten  Winkels  (2)6.    Zum 
Art.  50  kommen  hinzu 

{Vn,M)  =  iVII,M,6)  :=  < 
S  s=  0.8088 
P  =s  5.230 
Vergrösserungsverhaltniss  1  :  1 .266,  gegen  Art.  50. 

64. 

Berechnung  des  Gewichts  des  log.  der  Seite  (1)(5).   Zum  Art.  51 
ioiDmen  hinzu 

{VII,M)  =  —  14.925  ,  (V//,M,6)  =  —  3.859 

5=  110.7 
P  SS  0.002458 
Vergrösserungsverhaltniss  1  :  1.030  gegen  Art.  51. 

65. 

Gewicht  des  Winkels  (3)2.  Zum  Art.  52  kommen  hinzu 
{VII,M)  =s  0  .  (V//,J»r,6)  =  +  0.0656 

S  =  0.7347 
P  =  3.770 
'ergrösserungsverhaltniss  1  :  1.012  gegen  Art.  52. 

66. 
Gewicht  des  Winkels  (3)$.  Zum  Art.  53  kommen  hinzu 
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{Vn,M)  =  0  ,  (V//,M.6)  =  -  0.U52 

S  s  0.7756 
P  =  4.457 
YergrösseruDgsverbäitniss  1  :  1 .076  gegen  Art.  53. 

67. 

Gewicht  des  Winkels  (2)2.  Zam  Art.  54  kommen  hinzu 
{YIIM)  =  0  ,  {V7/,if,6)  =  +  0.2405 

S  3=  0.4849 
P^  1.941 
Vergrösserungsverhältniss  1  -.1.091  gegen  Art.  54. 

68. 

Gewicht  des  Winkels  (1)4.  Zum  Art.  55  kommen  hinzu 

{VIIM)  =  0  ,  (V//,lf,6)  =  +  0.2654 

S  »  0.5259 
i>  =  2.109 
Vergrösserungsverhältniss  1  :  1.120  gegen  Art.  55. 

69. 

Gewicht  des  log.  der  Seite  (2)(5).   Zum  Art.  56  kommen  hinzu 
{Vn,M)  =  —  43.82  ,  (V,Af.6)  =^  —  2.39 

5  =  2271.0 
P=  0.001888 
YergrösseruDgsverhaltDiss  1  :  1.009  gegen  Art.  56.  Ich  habe  die  Be- 
rechnung dieses  Gewichts  eben  so  behandelt,  wie  die  der  übrigen  Ge- 
wichte. Es  liegt  hier  die  Differentialgleichung  des  Art.  27  zu  Grunde, 
in  welcher  die  Variationen  derjenigen  Winkel  eliminirt  worden  sind,  die 
dort  zu  den  nicht  beobachteten  zählten.  Allein  hier  hätte  auch  die 
Gleichung 

Jl=  +  9.374(J(i)i  —  12.156  \d{i)z  +  d{i)z\ 
—  17.667^(3)3  —  40.396  (J(3)5 
desselben  Artikels  angewandt  werden  können,  da  jetzt  alle  in  derselben 
vorkommenden  Winkel  zu  den  beobachteten  zählen.  Um  die  Ueberein- 
stimmung  der  auf  beide  Arten  berechneten  Resultate  zu  zeigen,  soll  hier 
noch  dasselbe  Gewicht  mit  Zugrundelegung  der  vorstehenden  Gleichung 
berechnet  werden.  Man  bekommt  jetzt 


VON  DER  Methode  der  kleinsten  Quadrate  etc.  41 

« 

{M,i)i  =  +  9.374  ,  (lf.3)3  —  -  17.667 
(Jir,1)s  3s  —  12.156  ,  {M,3)i  =  —  40.396 
(if,2)3=s  —  12.156, 

und  hieraus  zuerst 

R  s=  2327.3 

ferner 

(/.Jf)     =  —    8.293  ,  {V.M)     =  +  40.396 
{II,M)   =  —  12.156  ,  {V/,Jf)    =  —  55.56 
{injl)  =  —  12.156  ,  (VIIM)  =  —  41.979 

(/y,if)  =  +  1.195 

und  hieraus 

(//.Jf.l)  =  —  12.156  ,  (V,Af,4)  =  +  47.341 
(///,3f,2)  =  —  12.156  ,  (W,Jf,5)  =  —  15.327 
(/F,3f.3)  =  +    9.580  ,  (V//.Jir.6)  =  —    2.212 

S  =  1797.8 
Ps  0.001888 
wie  oben. 

70. 

Gewicht  des  log.  der  Seite  (4)(5).   Zum  Art.  57  kommen  hinzu 
(T7/.Jf)  =  —  3.47  ,  (V//,lf,6)  =  —  1.33 

S  =  278.9 
P=  0.001107 
Vergrösserungs Verhältnis s  1 :  1.001  gegen  Art.  57. 

71. 

Ich  werde  nun  noch  die  Gewichte  der  Seiten  (2)(3)  und  (3)(4)  mit 
Zuziehung  aller  Bedingungsgleichungen  berechnen,  die  ursprünglich 
zwar  aufgenommen,  aber  weiterhin  übergangen  worden  sind. 

Gewicht  des  log.  der  Seite  (2)(3).  Die  Grundgleichung  und  der 
Werth  R  =  400.1  bleiben  wie  im  Art.  20,  und  ausserdem  ergeben  sich 

(/,Jf)  =  —  8.29  ,  {VI,M)  =  —  23.64  ,  {VIIM)  =  —  17.67 
woraus 

(F7,M,5)  =  —  20.00  ,  (V//,if,6)  =  —  4.40 

S  =  84.1 
P==  0.003164 
hervoi^hen.  Das  Vergrösserungsverhältniss  wird  1 : 1 .1 93  gegen  Art.  20. 
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72. 

Gewicht  des  log.  der  Seite  (3)(4).  Die  Grundgleichung  und  der 
Werth  R  =  746.5  bleiben  wieder  wie  im  Art.  21,  und  ausserdem  er- 
geben sich 

{IM)  =  —  8.29  ,  {IV,  M)  =  —  18.24  ,  (V,M)  =  —  13.16 
{VIM)  =  —  25.38  ,  (F//,M)  =  — _  17.67 
woraus  die  Werlhe 

(/F,M,3)  =  -  18.24  ,  (V,M,4)    =  -  3.24 
(y/,lf,5)  =  -  26.08  ,  (V//,lf,6)=  -  4.72 

S=  176.3 
P=  0.001754 
hervorgehen.  Das  Vergrösserungsverhällniss  wird  1 : 1 .269  gegen  Art.  21 . 


73. 

Im  Vorhergehenden  sind  mit  Ausnahme  der  beiden  oben  berech— 
neten  Gewichte  die  Yergrösserungsverhaltnisse  von  Stufe  zu  Stufe  an- 
gesetzt worden ,  hier  sollen  dagegen  dieselben  aus  den  ursprünglichen, 
und  den  schliesslichen  Werthen  berechnet  angesetzt  werden,  um  die^ 
volle  Wirkung  der  angeführten  zwei  Diagonalen  in  das  ursprünglich 
trachtete  Dreiecksnetz  erkennen  zu  können. 


Winkel 

Ursprüngliches 
Gewicht 

.Sc 
Art. 

sbliessliches 
Gewicht 

Vergrösse^ 

rungs- 
verbältnis» 

■  (1)t, 

Art. 

,  18 

1.5, 

59 

1.575 

:  1.059 

(1)2 

— 

18 

1.5, 

— 

60 

1.572 

4.04» 

(3)s 

— 

18 

1.5, 

- 

61 

t.834 

.  4.228 

(2)i 

— 

89 

1.712, 

— 

62 

3.682 

2.150 

(2)5 

— 

S8 

2.331, 

— 

63 

5.230 

2.244 

(3)2 

—  • 

SS 

2.372, 

— 

65 

3.770 

1.589 

(3)5 

— 

S6 

2.356, 

— 

66 

4.457 

1.891 

(«)» 

- 

18 

1.6, 

- 

67 

1.941 

:  1.294 

(1)4 

- 

18 

1.5, 

— 

68 

2.109 

.  1.406 

Seiten 

log.(1)(5) 

- 

30 

0.002010, 

— 

6i 

0.002458 

:  1.223 

-    (2)  (5) 

— 

27 

0.001588, 

— 

69 

0.001888 

:  1.189 

-    (*)(5) 

— 

S2 

0.000863, 

— 

70 

0.001107 

:  1.283 

-    (3) (4) 

— 

21 

0.001382, 

• 

72 

0.001754 

:  1.269 

-    (2)  (3) 

- 

20 

0.002652, 

- 

71 

• 

0.003164 

:  1.193 
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Man. erkennt  hieraus  ohne  Weiteres,  aufweiche  Dreiecksstücke  die 
Beobachtung  der  zwei  Diagonalen  eine  grössere  oder  kleinere  Wirkung 
ausgeübt  hat.  Es  Hesse  sich  in  der  Figur  noch  eine  Diagonale  ein- 
ftbreo,  aber  da  ich  meine,  dass  die  bisher  betrachteten  dem  Zwecke 
gndgeD,  so  unterlasse  ich  dieses. 

74. 

Wir  können  aus  dem  Vorhergehenden  schon  einige  Schlüsse  ziehen, 
die  allgemein  statt  finden. 

1)  Jede  neu  hinzukommende  Bedingungsgleichung  vergrössert  die 
Gewichte,  sei  sie  eine  Winkel-  oder  sei  sie  eine  Seitengleichung,  und 
seien  die  Coefficienten  derselben  wie  sie  wollen. 

2)  In  Folge  dessen  ist  nicht  unbedingt  noth wendig  in  jedem  Drei- 
ecke alle  drei  Winkel  zu  messen,  wenn  nur  statt  der  fehlenden  Winkel- 
gleichungen eine  entsprechende  Anzahl  von  Seitengleichungen  vorhan- 
den sind. 

3)  Wo  keine  Diagonalen  eingeschnitten  werden  können,  ist  die 
Messung  aller  drei  Winkel  jedes  Dreiecks  unerlässlich. 

i)  In  den  Bedingungsgleichungen  sind  die  kleinsten  Winkel  zulässig. 

5)  Seitengleichungen  mit  sehr  kleinen  Winkeln  üben  auf  die  Ver- 
grösserung  einiger  Gewichte  grossen  Einfluss  aus ,  der  Einfluss  über- 
haupt erstreckt  sich  aber  nicht  weit  über  den  Bereich  der  Bedingungs- 
Sieicbung  hinaus. 

6)  Seitengleichungen  ohne  sehr  kleine  Winkel  vergrössern  im  All- 
Semeinen  die  Gewichte  der  Winkel,  von  welchen  sie  abhängen,  weniger, 
ihre  Wirkung  erstreckt  sich  aber  auf  einen  grösseren  Theil  des  Dreiecks- 
oelzes. 

7)  Zwei  einseitig  beobachtete  Diagonalen  wirken  in  der  Regel  vor- 
theilhafter  ein,  wie  eine  zweiseitig  beobachtete. 

8)  Da  die  Gewichte  der  Dreiecksseiten  abnehmen,  je  weiter  sie  von 
der  Grundlinie  entfernt  liegen ,  oder  je  mehr  Dreiecke  bei  ihrer  Berech- 
nung zu  durchlaufen  sind,  so  ist  es  von  bedeutendem  Vortheil,  in  ange- 
messenen Entfernungen  von  einander,  so  viele  Grundlinien  zu  messen, 
^e  die  Umstände  zulassen. 

75. 

« 

Wir  wollen  jetzt  die  drei  an  einander  gereihten  Dreiecke  der  fol- 
l   genden  Figur  betrachten. 


Die  Winket,  die  eben  so  bezeichnet  sind,  wie  in  der  vorhergehe 

Figur,  sollen  hier  die  folgenden  Werthe  haben. 

{!),  =  66»,  (2}i  =  33",  (1)3  =  60" 
(1),  =  64,  (2),=  40,  (2},=  50 
(3),  =  Ö0,     (1)4  ==137.     (1)5  =  70 


76. 

Die  Bedingungsgleichungea  und  deren  Differentialquoiienlen 
den  nun  wieder  dieselben  wie  im  Art.  16,  aemlich  die  letzteren: 
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Die  Divisoren  werden  auch  dieselben,  nemlich: 

(/,/)  =  3  ,  (//.//)  ^  3  ,  (///,///)  -, 
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and  die  Gewichte  aller  Winkel  erballen  wieder  den  gemeinschaftlichen 
Werth  1,5.  Da  das  erste  Dreieck  der  vorstehenden  Figur  dieselben 
Winkel  hat ,  wie  das  erste  Dreieck  der  Figur  des  Art.  1 5,  so  wird  wie- 
der das  Gewicht  des  log.  der  Seite  (2)(3)  eben  so  wie  im  Art.  20,  nemlich 

=  0.002652 
aber  die  Gewichte  der  Seiten  der  anderen  Dreiecke  werden  anders. 

77. 

Gewicht  des  log.  der  Seite  (3)(4).  Die  Grundgleichung  ist  dieselbe 
wie  im  Art.  21,  aber  die  numerischen  Werthe  der  Differentialquotienten 
werden  zum  Theil  anders,  und  zwar 

J2  =  +  9.38<r(1),  +  32.43*{2)2  —  17.67<r(3),  +  22.58<J(1)4 
Hier  bekommt  man  also 

{M,i)i  =  -*-    9.38  ,  (M,3)s  =  -  17.67 
(¥,2)2  =  +  32.43  .  (Äf,1)4  =  +  22.58 

R=:  1961.4 
feroer 

(IM)  =  —  8.29  ,     (//,Jf)  =  +  55.01  ,     (IHM)  =  0 

S=  1031.9 
P=  0.001076 
Vei^rösserungsverbaltniss  1  :  0,779  gegen  Art.  21.    Das  Gewicht  der 
oben  genannten  Seite  (3)(4)  der  Figur  des  Art.  75  ist  also  wesentlich 
kleioer.  als  das  Gewicht  der  gleichbenannten  Seite  der  Figur  des  Art.  1 5. 

78. 

Gewicht  des  log.  der  Seite  (4)(5).   Die  Grundformel  ist  hier  die  des 
Art.  22.  und  die  Differentialgleichung  derselben  wird  jetzt 
J2  =  -*-  9.38<J(1)i  -*-  32.43d(2),  +  12.16^(1)3 
— 17.67<J(3)j  +  22.58d(1)4  -4-    7.67d(1)5 
also 

(Äf,1)i  =  -*-  9.38  ,  (Jtf.3)3  =  —  17.67 
(lf,2)2  =  +  32.43  ,  (i»f,1)4  —  +  22.58 
(J»f,1)3  =  +  12.16  ,  (Af,1)5  =  -    7.67 

R  =  2168.0 
{r,St)  =  —  8,29  ,     (//,M)  =  +  55.01  ,     {ni,M)  =  +  4.49 

S  =:  1038.6 
P=  0.000813 
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VergrOsserungsverhaltniss  1 : 0,94S  gegen  Art.  22.  Das  Gew 
also  hier  wieder  kleiner  als  das  der  gleichbenännten  Seite  der 
Art.  1 5,  das  Yerhältniss  der  Verkleinerung  ist  jedoch  nicht  so  j 
im  vor.  Art. 

79. 

Wir  wollen  jetzt  die  Verhältnisse  des  zweiten  Dreiecks 
des  Art.  75  so  ändern,  dass  der  Winkel  (2)^  grösser  wird, 
nun  die  zwei  Winkel  dieses  Dreiecks 

(2),  =  75«,    (1)4  =  95« 
während  alle   übrigen  Winkel  unverändert  bleiben.    Untersi 
jetzt  die  Gewichte  der  beiden  vorher  betrachteten  Seiten. 

SO. 

Gewicht  des  log.  der  Seite  (3)(4).  Die  DifiPerentialgleichung 
J2  =  +  9.38d(1),  -4-  5.64«^2)i  —  17.67^(3)3  -4-  1.84( 
also 

(Jf,1),  =  +  9.38  ,     (Jf,3)3  =  —17.67 
(J!f,2)2  =  +  5.64  ,     {J»f,1)4  =  +    1.84 

R  s  435.3 
{1,M)  =  —  8.29  ,     {II,^[)  =  -*-  7.48  .     (///,lf)  = 

S=  41.6 
P  =  0.002540 
Vergrösserungsverhältniss  1 : 1 .838  gegen  Art.  21 .  Das  Vergrt 
verhältniss  ist  also  hier  bedeutend  im  Vergleich  mit  der  Figur  d< 

81. 

Gewicht  des  log.  der  Seite  (4)(5).   Die  Differentialgleich 
jetzt 

Jl=  +    9.38(^(1),  +  5.64(^(2)2  +  12.16d(1), 

—  17.67d(3)3  +  1.84d(1)4  —    7.67«)(1)5 


also 


(M,1),  =  +  9.38  ,  (Jl,3),  =  —  17.67 
(Jf,2)j=-4-  5.64,  (Jlf,1)4=+  1.84 
{M,\)3  SK  +  12.16  ,     {M,i)i  «=  —    7.67 

R  =  641.9 
(/,M)  =  —  8.29  ,     {II,M)  =  +  7.48  ,     (///.Af)  = 
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S=48.3 

P=  0.001685 
Vergrösserungsverhältniss  1  : 1 ,952  gegen  Art.  22.    Also  auch  das  Ge- 
wicht dieser  Seite  hat  im  Vergleich  mit  dem  der  gleichbenannten  Seite 
der  Figur  des  Art.  15  eine  bedeutende  Vergrösserung  erhalten. 


82. 

Wir  könnjBn  aus  den  vorstehenden  Untersuchungen  einen  wichtigen 
Schluss  ziehen. 

«Die  alte  Vorschrift ,  dass  in  den  an  einander  gereihten  Dreiecken 
«eines  Dreiecksnetzes  kein  Winkel  vorkommen  dürfe,  welcher  kleiner  als 
«24<>  oder  bez.  30®  ist,  ist  einer  bedeutenden  Erweiterung  fähig.» 
Und  zwar: 

«In  an  einander  gereihten  Dreiecken  ist  auch  der  kleinste  Winkel 
"Statthaft,  vorausgesetzt  dass  in  demselben  Dreieck  kein  zweiter  einiger 
^Maassen  kleiner  Winkel  vorkommt,  und  sich  die  Forlsetzung  des  Drei- 
^cksnetzes  an  die  längere  Seite  knüpft.» 

Dieser  Satz  gilt  auch  dann  wenn  mehrere  Dreiecke,  die  Einen  klei- 
nen Winkel  enthalten,  an  einander  gereiht  sind. 


83. 

Um  den  Nachtheil  mehr  hervor  zu  heben ,  welcher  entsteht,  wenn 
^in  angereihtes  Dreieck  zwei  kleine  Winkel  hat,  und  man  zugleich  die 
Fortsetzung  des  Netzes  an  die  kleinste  Seite  knüpft ,  soll  das  folgende 
Beispiel  dienen. 

Denkt  man  sich  in  der  nachfolgenden  Figur  vorlaufig  die  Seite  (2)(5) 
^eg,  so  besteht  sie  wieder  aus  drei  an  einander  gereihten  Dreiecken,  in 
Welchen  die  Winkel  die  folgenden  Werthe  haben. 

(1),  =  66«,     (2)2=      5«,     (1)3=    55« 
(1)2  =  64,     (2)3=     15,     (2)4=107 
(3)3=50,     (1)4  =  160,     (1)5=     18 
Es  wird  üun  vVieder  das  Gewicht  jedes  Winkels  as  1,5,  und  da 
^^s  erste  Dreieck  dieselben  Winkel  hat,  wie  in  den  vorhergehenden  Fi- 
Sureo,  so  wird  auch  wieder  das  Gewicht  des  log.  der  Seite  (2)(3)  = 
^•O0S!652.  Aber  die  Gewichte  der  übrigen  Seiten  werden  nun  sehr  klein. 
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84. 

Gewicht  des  log.  der  Seite  (3)(4).  Die  Differentialgleichung  wii 
J2  =  +  9.38<^1),  +  240.66(J(2)2  —  17.67d(3)3  +  57.85d( 
also 

(lf,1),  =  +     9.38  ,     (M,3)3  =  —  n.67 
(M,2),  =  +240,66  ,     (lf,<)4  Ä  +  57.85 

i{  =  61663 
{IM)  =  —  8.29  ,     {II,M)  =  +  298.51  ,     {IIIM)  =  0 

S  =  29726 
P=  0,0000313 
YergrösserungsverhaltDiss  1 :  0.023  gegen  Art.  21 ,  und  di 
1:0.012  gegen  Art.  80. 

85. 

Gewicht  des  log.  der  Seite  (4)(5).  Die  Differentialgleichang  wii 
J2  s=  +    9.38d(1),  +  240.66^(2)2  +  14.74d(1), 
—  I7.67d(3)3  +    57.86<Jf{1)4  —  64.80<J(1)5 
also 
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{M,i)i  s:  +  9.38  ,  (Jf.3)3=  —  17.67 
(if,2)j  =  +240.66  ,  (J!f,1)4  =  +  57.85 
(Jl,1)3  =r  +  U.74  ,     {M,i)-,  =  —  64.80 

R  =  66080 
{I,M)  =  —  8.29  ,     (//,Jtf)  =  +  298.51  ,     {IHM)  =  —  50.06 

S  :=  30561 
P  =  0.0000282 
VergrOsserungsverhaltniss  1 : 0.033  gegen  Art.  22,   und  dasselbe 
I  :  O.Ol 7  gegen  Art.  81. 

86. 

Es  soll  noch  das  Gewicht  der  Seite  (3)(5)  berechnet  werden.    Die 

Grundgleichung  ist  hier 

log  (3)(5)  =  log  (1)(2)  +  log.  sin  (1),  sin  (2)»  sin  (2)4 

—  log.  sin*  (3)3  sin  (1  )4  sin  (1  )& 

und  die  DifTerentialgleichung . 

J2  =  +    9.38<J(1),  +240.66<J(2)2  —  17.67(J(3), 

+  57.85<y(1)4  —     6.44<J(2)4  —  64.80(J(1)5 
also 

(M,1)i  =  +  9.38  ,  (lf,1)4  =  +  57.85 
(if,2)2  =  +240.66  .  (if,2)4  =  —  6.44 
(lf,3)3  s=  —  17.67  ,    (Jif,1)5  =  —  64.80 

R  =  65904 
(/,Äf)  =  —  8.29  ,     {II,M)  =  +  298.51  ,     {III,M)  =  —  71.24 

S==  31418 
P  =  0.0000290 
Diese  drei  Seiten  bekommen  also  im  gegenwärtigen  Falle  sehr  kleine 
Gewichte,  wie  sich  voraussehen  liess. 

87. 

Es  kann  von  Interesse  sein  in  Erfahrung  zu  bringen ,  wie  die  Ge- 
'Wichte  der  Seite  (2)(5)  und  der  anliegenden  Winkel  (3)2  und  (2)5  im  ge- 
genwärtigen Falle  beschaffen  sind,  wenn  man  die  Voraussetzung  immer 
■loch  festhalt ,  dass  diese  beiden  Winkel  nicht  beobachtet  worden  sind. 
Als  Vorbereitung  zu  dieser  Rechnung  sind ,  wie  weiter  oben,  zuerst  die 
lieiden  Bedingungsgleichungen  aufzustellen,  die  stattfinden  würden,  wenn 

Akbaadl.  i.  K.  S.  GcwIlMh.  d.  WitMDScIi.  XIV.  4 
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die  genannten  Winkel  beobachtet  wären.  Diese  findet  man  leicht  aus  d* 
Figur  des  Art.  83  wie  folgt : 

8iD[(8).-(2Mgin[(4).-h(l).]8iD  Wt  _   _^    . 

sin(8),sio(*).8ln[(04+(«)4] 
(3)2   +  (1)8  +   (2)3  +(2)5  =180« 

und  die  Auflösung  der  ersten  in  Bezug  auf  (3)2  giebt 

*^/ox 8in[(<).-h(a),]8in(l)^8in(l), 

«'ö  W2  —  sin{0,sini(1)^+(i)J+sin((4),+(2),]8in(2)4C08(8), 

Hieraus  erhalt  man 

(3)2  =  45«  24',70  ,     (2)8  =  64»  35',30 
Die   Differentialglßichung   der   ersten   Bedingungsgleichung   wi 
nachdem  sie  mit  der  Zahl  1 0  dividirt  worden  ist, 

0  =  —  2.4729^(2)2  +  0.3975(J(3)2  —  0.7080df(l)3 
+  0.7663d(2)3  —  O.H03(y(1)4  —  0.74540()(2)4 
und  die  der  zweiten 

0  =  d{3)2  +  (J(l)s  +  (^2)3  +  *(2)5 

Löst  man  die  erste  in  Bezug  auf  ^3)2  auf,  so  ergiebt  sich  fUr  d 
Berechnung  des  Gewichts  dieses  Winkels 

Jl  =  (J(3)2  =  +  6.2211^(2)2  +  1.7811(^(1)3  —  1. 9279^(2), 

+  0.2776(J(1)4  +  1.8968(^(2)4 
und  eliminirt  man  hiemit  ()(3)2  aus  der  zweiten,  so  erh&lt  man  fUr  (2)& 
Jl  =  d{2)s  =  —  6.221 1(J(2)2  —  2.781 1()(1)3  +  0.9279(^(2)3 

—  0.2776()(1)4  —  1.8968()(2)4 
Die  Figur  giebt  ferner 

log  (2)(5)  =  log  (1)(2)  +  log.  sin(l)i  sin  [(1)3  +  (2)3] 

—  log.  sin  (3)3  sin  (2)5 
womit 

Jl  =  d\og{2){5)  =  +    9.374(^(1)1  +   7.663[(^1)3  +  (^(2)3] 

—  17.667(J{3)3  —10.003^(2)5 
oder  nachdem  ^2)5  durch  die  vorstehende  Gleichung  eliminirt  worden  isl 
Jl  =  ()log(2)(5)  =  +    9.374(J(1)i  +  6.223(^(2)2  +  35.482(^(1)8 
—  1.619(5(2)3  —  17.667(>(3)3  +  2.777(J(1)4  +  18.974(J(2)4 
sich  ergiebt. 

88. 

Gewicht  des  Winkels  (3)2.    Der  vor.  Art.  giebt 

(M,2)2  =  +  6.2211  ,  (M.1)4  =  +  0.2776 
(M.1)3  =  +  1.7811  ,  (if,2)4  =  +  1.8968 
(lf,2)3=  -  1.9279 
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und  hiemit 

R  SS  49.28 
(IM)  *  0  ,     (//.Jf)  «  +  4.5708  .     {IHM)  «  +  3.6779 

S  =  11.48 
P  SS  0.0265 

89. 

Gewicht  des  Winkels  (2)s.    Der  vorvor.  Art.  giebt 

(if,2)2  =:  —  6.2211  ,     (Jf,1)4  =  —  0.2776 
(Jf.1),  s  _  2.781     ,     (M,2)4  =  —  1.8968 
(3f.2),  =  +  0.9279 
nnd  hiemit 

R  =r  50.98 
{I,M)  =  0  .  {JIM)  =  —  5.5708  .  {III,M)  =  -  4.6779 

S  =  17.64  . 
P  B=  0.0300 
Die  Gewichte  dieser  beiden  Winicel  werden  also  sehr  klein. 

90. 

Gewicht  des  log.  der  Seite  (2)(5).   Der  Art.  87  giebt 
(Af.l),  =  +    9.374  ,     {M,S)i  =  —  17.667 
(Jf.2)j  =  +    6.223  .     (Jf.1)4  =  +    2.777 
(Jf,1)s  a  +  35.482  ,     (lf,2)4  =  +  18.974 
(lf,2)8  =  —    1 .61 9 
worus 

R  s=  2069 
{IJI)  ^  —  8.293  ,  {II,M)  «  +  7.379  ,  {III,M)  «  +  54.456 

Ss  1030 

P  =  0.000963 
l)ervorgeben.   Auch  ein  kleines  Gewicht,  es  kann  jedoch  dazu  bemerkt 
werden,  dass  es  ein  wenig  grösser  ist,  wie  das,  welches  im  Art.  22  fUr 
die  Seite  (4)(5)  der  dort  geltenden  Figur  erhalten  wurde. 

91. 

Es  soll  jetzt  angenommen  werden,  dass  die  beiden  Winkel  (3)]  und 

2)}  beobachtet  worden  sind,  und  es  sollen  die  Gewichte  der  obigen 

Dreiecksstacke  unter  dieser  Voraussetzung  berechnet  werden.  Die  Diffe- 


der  nun  hinzukommenden  zwei  neuen  Bedingung,^-      \ 
schon  im  Art.  87  gegeben,  stellen  wir  sie  nebst  d^^ 
§MleDden  zusammen ,  so  erhalten  wir  das  folgende  '^■V 
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1^  W«»rthe  der  Goefficienten  der  Endgleicbungen  ei^eben 
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ir 
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I 

3.0    0 

0 

0 

0 

II 

3.0 

0 

—  4.8469 

+  4.0 

III 

3.0 

—  4.4620 

+  4.0 

IV 

7.9426 

+  0.4558 

V 

4.0 

^uvk  IkHH'MUR  ergeben  sich  die  folgenden  Werthe  der  Hdl&grössen 
^t\-0,     (3),  =  0,     (4),  =  0,  (6),  =  0 

(3),  =  0  ,     (4),  =  (9.78224)  ,     (5),  =—(9.52288) 

(4),  =  (9.68783) .     (5),  =  —(9.52288) 

(6)4  =  —(9.40253) 
(/,/)  B  3.0  .     (//,//,<)  =  3.0  ,        (/jy./ff,2)  =  3.0 

(/V./F,3)  =  6.1297  ,  (y.F,4)     =  2.9420 

92. 
Gewicht  des  Winkels  (3)].  Wenn  wir  direct  verfahren,  so  bekommen 

wir  hiw 

(M,3),  =  4  .     Ä  =  4 
yiy^lt  »  (/F.M,3)  =  +  0.3975  .  {V.M)  =  <  .  (V,M,4)  =  +0.8996 

5  =  0.3009 
Ps  4.430 
YeiKrOsserungsverhaltniss  1  :  54.0  gegen  Art.  88. 
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93. 

Gewicht  des  Winkels  (2)s.   Eben  so  wie  vorher  wird  hier 

(M,2)*  =  1  .    A  «  1 

{V,M)  =  (F.M,4)  «  1 

S  =  0.3399 

Ps  4.515 

VergrOssemngsverhSltniss  1 :  50,5  gegen  Art.  89. 

94. 

Gewicht  der  Seite  (2)(5).    Da  hier  der  erste  Ausdruck  von  Jl  as 

^.  1og(2)(5)  ^  etc.  des  Art.  87  Geltung  bat,  so  bekommen  wir  zuerst 

{M,i)i  ==  +  9.374  ,     (3f,3),  =  —  17.667 

(M.l),  =s  +  7.663  ,     (M,2)5  =  —  10.003 

(3f.2),  =  -¥■  7.663 

und  hiemit 

As  417.51 

(/.JI)  =  ~  8.293  ,  (//,Jf)  =  +  7.663  ,  {IHM)  =  +  7.663 

{IV,M)  «  —  0.4471  .  {V,M)  =  +  5.323 

(//,M,1)  =.  (JW,if,2)  =  (//.itf) 

(/F,M.3)  s::  +  7.928  ,    (F,if,4)  «  -  1.790 

5  =  73.43 

P  s  0.002906 

VergrOsserungsverhältniss  1 : 3.01 8  gegen  Art.  90. 

95. 

Gewicht  des  log.  der  Seite  (3)(S).  Die  Grundgleicbung  kann  jetzt 
'^ie  folgt  gestellt  werden, 

log(3)(6)  s=  log(1)(2)  +  log.6in(1)i8in(3)j  —  log.  fein  (3),  sin  (2)& 
Und  diese  giebt 

J2  =  +  9.374«J(1),  +  20.754<J(3),  —  17.667()(3)8  —  10.003<r(2)* 
»oithin 

(lf.1),  =  +    9.374  .         (if,3)3  —  —  17.667 
(lf.3)2  =  +  20.754  .         (3f,2)6  =  —  10.003 

R  =  930.80 
{IM)  =  —  8.293  ,     {II,M)  =  0  ,    {///,M)  =  0 
{IV,M)  =  +  8.250  ,     {V,M)  =  +  10.751 
{II,M,i)  «  {ni.M,i)  -  0,  (/y,lf.3)  =  +  8.250,  (F,lf,4)  =  +8.666 
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S  =  59.57 
P=!  0.001148 
\>«««««$ä«ningsveiiiaHDis8  1 :  39.58  gegen  Art.  86. 

96. 

hl  Vk«u^  auf  die  in  den  Artt.  92  und  93  erhaltenen  Gev 
\\>iil:^  S^:i  und  (S)5,  von  welchen  das  eine  kleiner,  und  das  ai 
xx^^D^  ^riteser  ist  wie  1,5,  ist  zu  bemerken,  dass  die  Gev\ 
W^nik^  Uk^^^es  Dreiecks,  wenn  man  den  Punkt  (4)  wegidsst,  i 
\\^\k^s  Die  Ursache  davon  ist  die  Annahme,  dass  der  Winke 
^MQi  ^h>tt  Myiei  für  sich  gemessenen  Winkeln  (1  )z  und  (2)3  zusai 
.xt44l  wortlen  ist. 

97. 

Kiu  merkwürdiges  Beispiel,  wie  durch  Einschaltung  eines 
i^uukU  das  Gewicht  einer  Seite  unter  Umständen  vergrösser 
^i^m^^gi^bt  Gauss  in  seinem  «Supplementumtheoriaecombinat; 
Uiowt^H  Holl  schliesslich  hier  noch,  aber  mit  einer  Aenderung  de 
Mioiohungan ,  die  für  unsern  Zweck  dienlich  ist,  angeführt  wer 
daiu  gehörige  Figur  ist  die  folgende. 


CSE- 
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in  welcher 

(1)  die  Station  Wilsede 

(2)  -        -      Wulfsode 

(3)  -         -      Breithorn 

\  (4)    -         -      Falkenberg 

fc  (5)    -        -      Hauselberg 

*^        sind.   Zur  leichteren  Vei^leichung  führe  ich  noch  die  Bezeichnung  der 
Richtungen  sowohl  nach  Gauss  wie  nach  mir  an.   Diese  sind 

(0)  =  (<)4,      (4)  =  (1)3,       (7)  =  0)5 

0)«(2)4,     (5)  =  (2)3,     (8)  =  (2)5 

(2)  =  (3)..     (6)  =  (3)3,     (9)  =  (3)5 

(3)  =  (4)4  .  (i  0)  =  (4)5 
(H)  =  (i),.     (U)  =  (4)i 
(12)  =  (2).,     (15)  =  (4)i 
(4  3)  =  (3),,     (16)  =  (2)t 

(17)  =  (3). 
'I*    ^eldier  Zasammenstelinng  linker  Hand  des  Gleichheitszeichens  die 
Gaossische,  and  rechter  Hand  meine  Bezeichnung  enthalten  ist. 

98. 
Die  Bedingungsgleichungen,   die  ich  anwenden  werde,  sind  die 
'folgenden, 

(4)i  -  (1)i  +  (3)2  -  (2)2  +  (2)4  _  (1)4  =  180«  +  . 
{4)i  -  (2)i  +  (3)3  -  (1)3  +  (4)4  -  (1)4  =  180«  +  e 
(4)i  -  (3)i  +  (3)4  -  (1)4  +  (2)5  -  (1)5  =  180«  +  i 
(3),  -  (1)i  +  (3)2  -  (1)2  +  (3)5  -  (2)5  =  180«  +  5 

(2)3  -  (1)3  +  (4)4  -  (3)4  +  (4)5  -  (1)5  =  180«  +  e 
«n[(4),^(8),]sin[(8).-(l).]8in[f4)^~(8)^]  _    . 
8in[(8),-{J),]  8in[(J),-{4),]  sin[(8)^-{4),] 
sin  [(4),  ^(8),]  sin  [(8),~ (4),]  «in  [(8),~  (>)^]  _   - 
8in[(8),-(4).]8in[{2),-(4),]giD](8),-(4)J 

Die  Yergleichung  zeigt,  dass  diese  beiden  Seitengleichungen  mit 
dienen  von  Gauss  aufgestellten  ohne  Weiteres  identisch  sind »  aber  dass 
dieses  bei  den  Winkelgleichungen  nicht  der  Fall  ist ;  im  Grunde  findet 
^eses  dennoch  statt,  da  jene  sich  aus  diesen  durch  Eliminationen  her- 
stellen lassen  *). 

•)  Es  sind  (i)*  —  (8)4  =  8«  \'  und  (3)^  —  (J),  =  !•  J«'.  Man  sieht  hieraus, 
^^  Gauss  sich  nicht  gescheut  hat,  Bedingungsgleichungen  mit  sehr  kleinen  Winkehi 
^^^ZQwenden,  wie  von  ihm  auch  zu  erwarten  war. 
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Die  Tafel  für  die  Coefficienten  der  Bedingungsgleichungen  steht 
nun  wie  folgt, 


r 

* 

g{r.l) 

9(r.//) 

q{rMI) 

9(r./F) 

9{r.V) 

log9(r.r/) 

\ogq[r,VlI) 

i 

< 

-i 

• 

-_ 

-i 

— 

— 

9.76433 

2 

-1 

— 

— 

— 

0.13893 

— 

3 



— 

—  1 

+  1 

0.18653n 

0.08607n 

4 

2 

+1 

+1 

+  1 

— 

— 

9.20276 

9.80482 

— 

— 

-4 

— 

— 

9.85866 

i 

2 

—i 

— 

-^ 

— 

9.75724n  ^ 

3 

3 

+i 

-1-4 



9.<7725n 

^ 

— 

—  1 

— 

~-. 

—1 

9.29437 

— 

2 





+1 

9.60040n 

^ 

3 
4 

4 



+4 

—  1 

— 

9.30685 



—  < 

-4 

8.33445 

8.93554 

2 

+i 

•— 

— 

— . 

9.68443n     _ 

3 



+  1 

— 

—  4 

9.8864 5n 

9.59879            1 

4 

4 

5 

— 

+  4 

— 

-1-4 

9.87384 

— 



—  1 

— 

-1-4 

— 

— 

2 

— 

+  1 

-4 
-1-4 

— 

r     / 

4 

— 



— 

—4 

— 

J 
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welche  voraussetzt,  dass  die  erste  Seilengleichung  mit  200,  und     '^ 
zweite  mit  50  dividirt  worden  ist. 

Die  Coefficienten  der  Endgleichungen  giebt  hierauf  das  folgeo^^ 
Täfelchen. 


I 

// 

/// 

IV 

V 

VI 

VII 

/ 

6 

-h2 

+2 

-h2 

0 

-1-0.4379 

-0.0942 

// 

6 

-1-2 

0 

+2 

—0.4844 

-1-0.5548 

/// 

6 

-2 

-2 

-1-0.9050 

-1-2.4680 

JV 

6 

0 

-4.5365 

-2.6730 

V 

6 

-1-0.9235 

0.3970 

VI 

5.6722 

-hl. 6746 

VII 

3.5004 

*)  Durch  die  Auflösung  der  Endgleichungen  ergeben  sich  die  folgen  ^ 
den  Werthe  der  Hülfsgrössen  die  mit  zur  Berechnung  der  Gewicht^ 
dienen, 


*)  Man  findet  hieraus^  wenn  man  mit  (200)*  multiplicirt, 

{VI.VI)  =  226888 
während  Gauss  224868  angiebt.    Es  scheint  hier  der  Fehler  bei  Gauss  zu  liegen;  e 
hat  übrigens  nur  unbedeutende  Wirkung. 
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(i}t  s  _  (9.52288)  . 

(3),  =  —  (9.52288)  ,  (3),  =  —  (9.39794 

(4),  =  —  (9.52288)  ,  (4),  =  —  (9.09691)  ,  (4)3  =  -¥-  (9.69897) 

(5}  =  0                     ,  (5)j  Ä  —  (9.57403) ,  (5)s  =  +  (9.69897) 

(6j,  ==  —  (8.36U1)  .  (6)2  s=  +  (8.99736)  .  "  (6)3  =  —  (9.29732) 

(7),  =  +  (8.-18185)  ,  (7),  =  —  (9.03807)  .  (7)3  =  —  (9,61338) 


(5)a  =  +  (9.39794) 

(6)4  =  -h  (9.45981)  ,      (6)5  =  —  (9.54942) 

(•7),  =  +  (9.58643)  ,      (7)»  ^  —  (7.82737)  .     (7)«  =  —  (9.27562) 
(/,/)  =  6.0  .  (//.//,1)  =  5.3333  ,  (111,1112)  =  5,0,  {IV,  /F,3)=  4.0 
(y,F,4)  =  3.75  .   {VI,  F/,5)  =  4.6158  ,  (V//,V//,6)  =  1.9968 


99. 

leb  werde  jetzt  nur  das  Gewicht  der  Seite  (3)  (4)  io  Beziehang  auf 
{^){i),  das  ist  das  der  Seite  Breitborn-Falkenberg  in  Beziehung  auf  Wil- 
sede- Wulfsode,  dasselbe  welches  Gauss  hat,  berechnen.   Die  Grund- 
formel  ist 

log(3)(4)  =  log(1)(2)  +  log.sin  [(4),-(2),]sin[(3)j-(2),] 

-  log.sin  [(3),-(1),]sin[(2)4-(1)4] 

zu  welcher  bemerkt  werden  kann,  dass  die  Station  (5)  darin  gar  nicht 
vorkommt.   Es  wird  nun 
J2  =  —  27.146(1(2),  -I-  27.146<J(4),  —  6.326^(2)2  -I-  6.326d(3)j 
+  14.337<}(1)3  —  14.337(^(3)3  +  27.568(^(1)4  -  27.568(J(2)4 
und  folglich  werden  hier 
(lf,2)i  —  —  27.146  ,  {M,3)2  =  -h    6.326  ,  (if,1)4  =  +  27.568 
(M,4),  =  +  27.146 ,  (if,1)3  =  +14.337 ,  (if,2)4  =  —  27.568 
(¥.2)j  =  —    6.326  ,  (J!f,3)j  =  —  1 4.337 
und  hieraus  folgt  vor  Allem 

R  =  3485.0 

Die  weitere  Rechnung  giebl 

{I,M)  =  —  15.338  ,  {V,M)  =  —  14.337 
{II,M)  =  —  1.950  ,  {VIM)  =  —  32.555 
llII,M)  =  —  0.422  ,  {VII,M)  =  +  35.683 
{IV.M)  =  +    6.326 
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(//,M,1)    =  +    3.163  .  {F,Af,4)  =  —  10.127 
{IU,M,i)  =  +    3.900  ,  (F/,lf,5)=  —  25.097 
(/y,Jf,3)  =  +  13.784  ,  (F//,3f.6)=  +  43.625 
und  mit  Angabe  der  einzelnen  Glieder  der  Reibe  nach 

39.2 

1.9 

3.0 

47.5 

27.3 

136.5 

1038.8 

S  =  1294.2 
und  hieraus  folgt 

P  =  0.0004564 
Denkt  man  sich  nun  die  Station  (5)  weg ,  so  fallen  die  fünf  letzten  Be- 
dingungsgleichungen weg,  und  nur  die  ersten  beiden  bleiben  besteben. 
In  dem  Ausdruck  von  S  fallen  zugleich  die  fünf  letzten  Glieder  weg, 
und  es  wird  daher  jetzt 

S=  41.1 
wahrend  R  unverändert  bleibt.  Das  Gewicht  welches  nun  sich  heraus- 
stellt ist 

P  =  0.0002903 
und  die  Zuziehung  der  Station  (5)  zu  Bestimmung  der  Seite  (3)(4)  hat 
also  das  Gewicht  derselben  im  Verhältniss  von 

1  :  1.572 
vergrössert,  welches  mit  dem  Gaussischen  Resultat,  welches  1  :  1571 
ist,  befriedigend  übereinstimmt.  Um  das  Gewicht  der  Seite  selbst  zu 
erhalten  führe  ich  nach  Gauss  an,dass  die  Länge  derselben  26767  Meter 
beträgt,  und  hiemit  geben  die  beiden  obigen  Angaben  des  Gewichts  des 
log.  der  Seite  das  Gewicht  der  Seite  selbst,  in  den  beiden  Annahmen 

P=  12.02,  und  =  7.643 
auch  mit  Gauss  befriedigend  tibereinstimmend. 
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Snppl.  2.  Von  der  Bestmmiimg  des  mittleren 
Fehlers  der  nackten  Beobachtungen. 

1. 

Im  Art.  1 38  der  Abhandlung  habe  ich  ausgeführt ,  wie  man  durch 
Winkel,  die  zu  diesem  Zweck  eigends  gemessen  worden  sind,  die  Ge- 
wichte bestimmen  kann ,  die  den  verschiedenen  Beobachtungen  beizu- 
legen sind,  wenn  man  in  den  Fall  kommt  bei  einer  Triangulation  ver- 
schiedene Gattungen  von  Beobachtungen  von  einander  unterscheiden  zu 
flQttssen.  Zugleich  habe  ich  dort  angedeutet,  dass  man  sich  zu  demselben 
Zwecke  der  bei  der  Triangulation  beobachteten  Richtungen  bedienen 
kann;  diese  Bestimmung  soll  hier  ausführlich  behandelt  werden. 

2. 

Die  in  der  Abhandlung  eingeführten,  mit  p,  />',  etc.  jp^,  p^\  etc.  etc. 
bezeichneten  Gewichte  der  Beobachtungen  /,  T,  etc.  /,,  //,  etc.  etc.  sind 
den  Quadraten  der  mittleren  Fehler,  womit  diese  Beobachtungen  an 
sich,  und  abgesehen  von  ihrer  Verwendung  zu  irgend  einem  Zwecke, 
als  behaftet  angesehen  werden  müssen,  umgekehrt  proportional.  Diese 
mittleren  Fehler  und  die  Verhältnisse  der  ihnen  zugehörigen  Gewichte 
haben  daher  bestimmte  Werthe,  dermaassen  dass  jeder  vorhandenen 
Gattung  von  Beobachtungen,  unabhängig  von  der  Verwendung  derselben 
zu  irgend  einem  Zwecke  ein  bestimmter  Werth  dieses  mittleren  Fehlers 
zukommt. 

Da  die  entsprechenden  Gewichte,  oder  Gewichtsverhältnisse  auf 
welche  es  hier  eigentlich  ankommt,  mit  diesen  mittleren  Fehlern  in  so 
enger  und  einfacher  Beziehung  stehen ,  so  besteht  unsere  gegenwärtige 
Aufgabe  ihrem  wesentlichen  Inhalt  nach  darin ,  die  genannten  mittleren 
Fehler  aus  den  Beobachtungen  zu  ermitteln.  Ich  will  diese  mittleren 
Fehler,  um  sie  von  denen  zu  unterscheiden,  die  nach  der  Anwendung 
der  Beobachtungen  auf  irgend  eine  Aufgabe  erhalten  werden,  die  mitt- 
leren Fehler  der  nackten  Beobachtungen  nennen. 

Jede  Verwendung  der  Beobachtungen  zu  irgend  einem  Zwecke, 
oder  mit  anderen  Worten,  jede  Anwendung  der  Beobachtungen  zur 
Lösung  einer  Aufgabe  fiibrt  zwar  auch  auf  die  Bestimmung  des  mittleren 


Fehlers  der  dazu  verwandten  Beobachtungen,  aber  dieser  mittlere  Fehle  mr. 
den  man  erst  am  Schlüsse  aller  zur  Lösung  der  Aufgabe  erforderlichen 
Rechnungen  erhält,  ist  von  dem  mittleren  Fehler  der  nackten  Beobacti* 
tungen  verschieden,  der  dem  Obigen  zu  Folge  zur  Berechnung  des  be- 
treffenden Gewichts  p  dient.   Der  jetzt  genannte  mittlere  Fehler  bestebl 
aus  einer  Combination  des  mittleren  Fehlers  der  nackten  Beobachtungen 
mit  der  Wirkung  der  theoretischen  Bedingungen,  die  die  Aufgabe,  auf 
weiche  die  Beobachtungen  angewandt  werden,  mit  sich  fUhrt ;  er  invol- 
virt  gemeiniglich  auch  neue  Fehlerquellen ,  die  bei  der  Betrachtung  der 
Beobachtungen  an  sich  nicht  mit  einwirken. 

Beobachtungen ,  die  an  sich  gleiche  Güte  besitzen ,  oder  welchen 
dasselbe  Gewicht  p  zukommt ,  können  wenn  sie  auf  verschiedene  spe- 
cielle  Fälle  Einer  Angabe ,  oder  auf  verschiedene  Aufgaben  angewandt 
werden,  nach  der  Anwendung  eine  mehr  oder  minder  grosse  Verschie- 
denheit in  den  aus  der  Aufgabe  hervorgehenden  oder  berechneten 
mittleren  Fehlern  zeigen ,  und  dieses  tritt  namentlich  ein ,  wenn  in  der 
Aufgabe  mehrere  Unbekannten  vorkommen ,  die  von  einander  abhängig 
sind ,  und  durch  Beobachtungen,  die  von  einander  unabhängig  sind  be- 
stimmt werden  müssen.  Die  Bedeutung  dieser,  durch  die  Auflösung 
einer  Aufgabe  erhaltenen  mittleren  Fehler  kann  nie  auf  die  Beobachtun- 
gen an  sich ,  oder  auf  die  mittleren  Fehler  der  nackten  Beobachtungen, 
bezogen  werden,  sondern  er  bildet  blos  die  Grundlage  zur  Bestioamang 
der  mittleren  Fehler  der  Resultate,  die  man  durch  Anwendung  der 
Beobachtungen  auf  die  betreffende  Aufgabe  erhalten  hat« 

3. 

Es  ist  daher,  um  zu  einem  bestimmten  Falle  überzugehen,  schon 
aus  den  eben  erklärten  Gründen  unrichtig  bei  der  Ausgleichung  eines 
Dreiecksnetzes  die  durch  die  Ausgleichungen  auf  den  Stationen  erlangten 
Summen  der  Fehlerquadrate,  die  in  der  Abhandlung  allgemein  mit  (tt,») 
bezeichnet  worden  sind,  zur  Bestimmung  des  mittleren  Fehlers  oderdes 
Gewichts  p  der  nackten  Beobachtungen  zu  verwenden,  denn  diese  (tt,») 
bestehen  schon  aus  einer  Combination  des  mittleren  Fehlers  der  nackten 
Beobachtungen  mit  den  Bedingungen  zwischen  den  verschiedenen  Un- 
bekannten, die  die  Aufgabe  der  Ausgleichung  auf  der  Station^  aus  wel- 
cher eben  (//,n)  hervorgeht,  eingeführt  hat;  Bedingungen,  die  in  der 
Regel  auf  jeder  Station  verschieden  sind. 


I 
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4. 

Aber  im  ebeo  betrachieteQ  Falle  lässt  sich  Tür  die  Unhaltbarkeit  der 
BestiffliDUDg  des  mittleren  Fehlers  der  nackten  Beobachtungen  aus  den 
[//,n)  noch  ein  anderer  Grund  anftlhreu.  Es  ist  leicht  nachzuweisen, 
dass  die  (//,n)  keines  Weges  unveränderliche,  feststehende  Grössen  sind, 
soDdem  dass  im  Belieben  des  Rechners  steht  ihnen  manigrache  Werthe 
zQzutheilen.  Man  hat  in  §  3  der  Abhandlung  gesehen ,  dass  es  in  der 
Auflösung  der  allgemeinen  Aufgabe,  von  welcher  die  Ausgleichung  eines 
Dreiecksnetzes  ein  specieller  Fall  ist,  unter  Umstanden  nolbwendig  wer- 
den kann ,  bei  der  Bildung  des  Systems  von  Gleichungen ,  deren  Auf- 
kisoDg  den  ersten  Theil  der  Auflösung  der  Aufgabe  tiberhaupt  ausmacht, 
Eine  oder  mehrere  der  Bedingungsgleichungen  mit  zu  verwenden ,  und 
dass  man  in  jedem  Falle,  auch  wenn  es  nicht  nothwendig  wird,  zu  einer 
solchen  Verwendung  der  Bedingungsgleichungen  berechtigt  ist,  durch 
welche  die  Endresultate  der  AuQösung  nicht  im  Mindesten  geändert 
werden.  Es  ist  dieses  a.  a.  0.  nicht  nur  theoretisch  bewiesen,  sondern 
auch  durch  das  Beispiel  des  Art.  56 ,  u.  f.  dargethan  worden.  In  der 
geodätischen  Anwendung  der  allgemeinen  Aufgabe ,  oder  in  der  Aus- 
gleichung eines  Dreiecksnetzes  darf  man  daher  auch  zu  den  Ausglei- 
choDgen  auf  den  Stationen  nach  Belieben  Eine  oder  mehrere  der  vor- 
handenen Bedingungsgleichungen  hinzuziehen,  obgleich  dieses  hier  nicht 
nothwendig  wird. 

6. 

Die  Bedingungsgleichungen,  auf  welche  diese  Aufgabe  führt,  ent- 
halten immer  Richtungen  von  wenigstens  drei  Stationen,  und  durch  die 
Zuziehung  von  Einer  oder  mehreren  derselben  zu  den  Ausgleichungen 
auf  den  betreffenden  Stationen ,  kann  man  die  Ausgleichung  von  drei 
oder  mehreren  Stationen  mit  einander  verbinden,  und  zu  Einem  gemein- 
schaftlichen Resultat  vereinigen.  Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  hierauf 
Werthe  hervorgehen  müssen,   die  von  denen  wesentlich  verschieden 
ADd,  die  durch  die  Einzelnbehandlung  dieser  Stationen  erhalten  worden 
wfiren,  die  aber  demungeachtet  mit  diesen  gleiche  Berechtigung  haben. 
Nicht  nur  die  auf  diesen  Stationen  ausgeglichenen  Richtungen ,  sondern 
auch,  worauf  es  hier  besonders  ankommt,  der  Werth  von  (//,n)  wird  ein 
anderer,   und  es  wird   folglich  die  Verwendung   dieses  Werthes  zur 
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Bestimmung  des  minieren  Fehlers  der  nackten  Beobachtungen  ein  anderes 
Resultat  geben,  wie  in  dem  Falle,  wo  keine  Bedingungsgleichung  zur 
Ausgleichung  auf  den  Stationen  verwandt  worden  ist. 

6. 

Durch  die  erklärte  Zuziehung  von  Bedingungsgleichungen  werden 
nicht  nur  die  Resultate  des  ersten  Theils  der  Auflösung  der  Aufgabe, 
sondern  zugleich  auch  die  des  zweiten  Theils  derselben  gelodert,  und 
zwar  letztere  so,  dass  schliesslich  dieselben  Endresultate  zum  Yorscheio 
kommen,  die  man  ohne  die  genannte  Zuziehung  erhalten  haben  würde. 
Es  werden  also  namentlich  nicht  blos  die  Werthe  der  (U,n) ,  sondern  es 
wird  auch  der  Werth  von  R^  anders  werden ,  aber  diese  AenderungeD 
werden  stets  so  beschaffen  sein,  dass  der  aus  der  ganzen  Rechnong 
hervorgehende  Werth  der  Summe  der  mit  ihren  Gewichten  multiplicirttii 
Feblerquadrate ,  nemlich 

W  =  £{U,n)  +  Ä, 
in  jedem  speciellen  Falle  unverändert  derselbe  bleibt.  Unter  den  ver- 
schiedenen in  dieser  Aufgabe  vorkommenden  Summen  von  Fehlerqua- 
draten  ist  daher  in  jedem  vorliegenden  Falle  (d.  h.  in  jedem  zu  behan- 
delnden Dreiecksnetze)  nur  W  diejenige ,  die  einen  bestimmten  Werth 
hat,  während  alle  (//,n)  nebst  R^ ,  je  nach  der  Behandlung  der  Aufgabe, 
sehr  verschiedene  Werthe  annehmen  können. 

Da  nun  die  mittleren  Fehler  der  nackten  Beobachtungen,  der  oben 
gegebenen  Erklärung  derselben  zu  Folge,  auch  feste  und  unveränder- 
liche Werthe  besitzen,  so  können  um  so  weniger  die  erhalteneu  Werthe 
der  {ll,n)  zu  deren  Bestimmung  angewandt  werden. 

7. 

Wenn  man  etwa  hiezu  bemerken  wollte ,  dass  die  ohne  Zuztdiung 
von  Bedingungsgleichungen  erhaltenen  Werthe  von  (//,ii)  einen  Vorzug 
vor  denen  voraus  hätten,  die  sich  nach  dieser  Zuziehung  ergeben,  und 
daher  vorzugsweise  zur  Bestimmung  der  mittleren  Fehler  der  nackten 
Beobachtungen  zu  verwenden  wären ,  so  lassen  sich  diesem  die  folgen- 
den Betrachtungen  entgegenstellen.  Die  durch  die  im  Vorhergehenden 
erklärten,  combinirten  Ausgleichungen  auf  den  Stationen  erhaltenen 
Werthe  der  (//,n)  haben  in  der  in  Rede  stehenden  Aufgabe  dieselbe 
theoretische  sowohl,  wie  praktische,  Berechtigung  wie  jene  aus  den 
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EiozelnaasgleicbuDgen  auf  den  Stationen  hervorgehenden  Werthe  der- 
selben Grössen.  Wenn  daher  die  Einen  Werthe  Berechtigung  zur  Be- 
stimmung der  genannten  mittleren  Fehler  haben,  so  haben  die  Andern 
dieselbe  Berechtigung  auch.  Da  aber  diese  Werthe  von  einander  ver- 
schieden  sind,  so  werden  auch  verschiedene  Werthe  der  mittleren  Fehler 
daraus  hervorgehen,  welches  unannehmbar  ist,  da  es  in  der  Natur  der 
Sache  liegt ,  dass  diesen  feste  und  unveränderliche  Werthe  zukommen 
DDttssen. 

8. 

Um  nun  aus  den  bei  einer  hinreichend  ausgedehnten  Triangulation 
beobachteten  Richtungen  die  Quadrate  der  mittleren  Fehler  zu  erhalten, 
bietet  sich  zunächst  das  folgende  Verfahren  dar.  Man  ordne  auf  jeder 
Station  die  vorhandenen  Gyn  auf  dieselbe  Weise,  wie  zur  Ausgleichung 
des  Dreiecksnetzes  erforderlich  ist ,  nemlich  man  stelle  sie  in  solche 
Gnippen  zusammen,  dass  die  in  jeder  dieser  vorkommenden  Richtungen 
ohne  Lücken  vorhanden  sind.  Aus  jeder  Gruppe  bilde  man  so  viele 
Qoabhängige  Winkel  wie  möglich,  aus  welchen  hierauf,  so  wie  im  Art.  1 38 
erklärt  worden  ist,  das  Quadrat  des  mittleren  Fehlers  zu  berechnen  ist. 

Dieses  Verfahren  ist  jedoch  nicht  das  Yortheilhafleste.  Denn  be- 
zeichnet man  die  in  irgend  einer  Gruppe  von  Gyris  enthaltenen  Rieh- 
tQOgen  mit  (1)  ,  (2)  ,  (3) ,  etc.,  so  kann  man  höchstens  nur  die  halbe 
Anzahl  von  unabhängigen  Winkeln  erhalten,  da  keine  Richtung  zu  zwei 
oder  mehr  Winkeln  verwandt  werden  darf.   Man  kann  die  Winkel 

(2)-(<).(*)-(3),(6)-(5),etc. 
oder  (3)  _  (1) ,  (4)  -  (2) ,  (7)  -  (5) ,  etc. 
Q.  s.  w.  bilden ,  und  erkennt  leicht ,  dass  in  den  Fallen,  in  welchen  die 
Zahl  der  vorhandenen  Richtungen  ungrade  ist,  eine  derselben  zum  vor- 
liegeoden  Zweck  unbenutzt  Übrig  bleibt.  Es  ist  aber  ein  anderes  Yer* 
bhreo  möglich,  durch  welches  alle  vorhandenen  Richtungen  vortheil- 
hafter  benutzt  werden.   Dieses  soll  im  Folgenden  erklärt  werden. 

9. 

Das  Verfahren  des  vor.  Art.  setzt  stillschweigend  voraus,  dass  man 
allen  auf  der  Station  beobachteten  Richtungen  dasselbe  Gewicht  beilegt, 
QQd  da  dieses  durchgängig  zulässig  ist,  und  man  selten  oder  nie  sich 
^  Jen  Stand  gesetzt  sieht,  etwaige  reelle  Unterschiede  der  Güte  solcher 


Beobachtangen  gnUgend  unlerscheiden  und  beslimmea  zu  können ,  ^ 
soll  diese  Annahme  hier  ausdrücklich  beibehalten  werden.     In  Folge 
dessen ,  wird  man  nun  vor  Allem  aus  den  Beobachtungen  einer  jeden 
Richtung  in  jedem  der  vorhandenen  Gyri  das  arithmetische  Mittel  neh- 
men, und  dieses  von  allen  betr.  Beobachtungen  abziehen  müssen.    Hit 
diesen  Unterschieden  ist  dann  weiter  zu  verfahren.  Einen  wesentlichen 
Umstand  bildet  hiebei  die  Eigenschaft ,  dass  der  gemeinschaftliche  An- 
fangspunkt aller  Beobachtungen  eines  jeden  Gyrus  eine  unbestimmte 
Grösse  ist,  und  man  dem  zu  Folge  vor  der  Vornahme  der  oben  beschrie- 
benen Rechnung  die  einzelnen  Gyri  in  Bezug  auf  ihren  Anfangspunkt 
nur  nach  Gutdünken  hat  aufstellen  können«    Jeder  der  eben  erklärten 
Unterschiede  besteht  daher  aus  der  Summe  von  zwei  Fehlem ,  nemlicb 
aus  dem  eigentlichen  Beobachtungsfehler  und  dem  Fehler ,  den  man  bei 
der  willkührlichen  Annahme  des  gemeinschaftlichen  Anfangspunkts  des 
betr.  Gyrus  begangen  hat.  Seien  fiir  den  ersten  Gyrus,  und  ftlr  die  ver- 
schiedenen Richtungen  der  erst  genannte  Fehler  f ,  i\  S'\  etc.  der  an- 
dere r,  fiir  den  zweiten  Gyrus  dieselben  f^,  |'^,  f/',  etc.  nebst  r  ,u.8.w. 
dann  haben  die  oben  beschriebenen  Unterschiede  die  Form 

i  +  V  ,  t  +  V  ,  ^"  -f.  t; ,  etc. 

I,  -f-  v,,  £;+  v,,  f;+  V,  etc. 

S.  +  K^  l!  +  K^  r,,+ V.,  etc. 
u.  s.  w.    Sei  nun  n  die  Anzahl  der  Richtungen,  die  in  jedem  Gyrus  der 
betreffenden  Gruppe  enthalten  sind,  und 

t^  ~  n 

etc. 
dann  sind  die  arithmetischen  Mittel  aus  den  vorstehenden  Unterschiedea 
jeder  Zeile  /e    -l-  t; 

u    -^  V 
etc. 
und  zieht  man  diese  von  jenen  ab,  so  erhält  man 

I  — ^  ,  f'  — ^  ,  i'  —fi  ,  etc. 
f,  — /^  :  f',  —H.  1  ^\  — /^.  »  etc. 
K  —  ^K.  ^  f '.  —  ^'.  *  r,.  —  fi,  .  etc. 
etc. 
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liir  die  eigeDtlichen  Fehler  der  Beobachlungen ,  da  hieraus  die  Unbe- 
stimmtheit, die  der  gemeinschaftliche  willktthrliche  Anfangspunkt  eines 
jeden  Gyrus  darbietet,  vollständig  entfernt  ist.  Um  dieses  deutlicher  zu 
machen  will  ich  annehmen,  dass  man  allen  Beobachtungen  irgend  eines 
der  Gyri,  vor  der  Berechnung  des  arithmetischen  Mittels  aus  den  Beob- 
achtungen, z.B.  des  ersten  Gyrus  die  willkührliche  Anzahl  von  x  Secun- 
den  hinzugefügt  habe.  Man  wird  hierauf  statt  der  oben  angegebenen 
ersten  Unterschiede  die  folgenden  erhalten  haben, 

i  -^v  +  -^x .  f'    +  v  +  -^x ,  f'    +  t;   +  -^x ,  etc. 


t  +  V  — ,  f    +  V  —  ,  f    +  V   —   —     ,  etc. 

{  +i; ,  i     +  V   —  I  ^>   +  t;    —  ,  etc. 


ond  die  arithmetischen  Mittel  aus  den  Grössen  jeder  Zeile  werden  jetzt 


A^.  +  ^.  — 


m 


m 


etc. 
Zieht  man  diese  von  jenen  ab ,  so  erhält  man  dieselben  Unterschiede 
wie  oben.  W.  z.  b.  w. 

10. 

Das  Verfahren  des  vor.  Art.  giebl  für  die  Anwendung  die  Berech- 
nung nach  folgenden  Formeln.    Seien  /,  /',  r ,  etc.  die  Beobachtungen 
des  ersten  Gyrus.  /^,  l' ,  T.  etc.  die  des  zweiten  Gyrus.  f  ,  T,  //.  etc. 
die  des  dritten  Gyrus  u.s.  w.  Alle  diese  Beobachtungen  können  in  Bezug 
auf  den  gemeinschaftlichen  Anfangspunkt  jedes  Gyrus  ganz  vvillkührlich 
aufgestellt  werden .  zweckmässig  ist  jedoch  sie  durch  Anbringung  einer 
coostanten  Zahl  für  jeden  Gyrus  so  zu  stellen ,  dass  sie  ftlr  jede  Rich- 
tung nur  kleine  Unterschiede  zeigen.    Nennt  man  ferner  m  die  Anzahl 
der  Gyri  die  in  der  Gruppe  enthalten  sind,  so  rechne  man  erst 

p  =   _ 

r  +  r, +  /'„  +  ... 

v  +  //'  +  i,r  +  . . . 
p  _      ^ 

etc. 

AMiaudl.  d.  K.  S.  Gesellicb    d.  WisMU^rh.  \l\.  5 
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und  hiemit 

l  —  p    ,  l,  —  p   ,  l„  —p   ,  etc. 

l'-p'  ,  r, -f'.  l'„-p'  ,  etc. 

r-p".  l"-P",  l"„-p",  eic. 

etc. 
die  man   am  ZweckmAssigsten   in  der  vorstehenden  Aufeinar 
niederschreibt.  Es  sind  hierauf  die  folgenden  Mittel  zu  rechnen, 

"  n 

_  Jl.-P)  +  (t'.-P')  ■*■  Jl'.-P')  +  ... 
">  n 

_  {1.-P)  +  {l'.-p')  +  (i'»-tO  +  ■  ■  ■ 

eta 
wenn  wieder  n  die  Anzahl  der  Richtungen  bedeutet.    Die  von  < 
kung  der  allgemeinen  Anfangspunkte  befreiten,   eigentlichen  E 
lungsfehler  werden  hierauf 

/  — p— 9  ,  /'  — p' — q  ,  /"  — p" — q  .,  etc. 

^— P— 9.  '  l\—P'—9.  »  ll—f—q.  »  etc. 
L—p—9.  .  i\—P'—9.  .  l\—f—q.  >  etc. 

etc. 

Ich  bemerke  hiezu  noch,  dass  man  die  Aufeinanderfolge  der  M 
wechseln  und  setzen  kann, 


V 

= 

/  +  r 

+  i" 

+  ..  . 

n 

7. 

= 

/,+  r 

-1-  r 

,+  .  •  . 

n 

9. 

= 

/.+  i'- 

n 

$^r    •    •   • 

etc. 

p  — -a, 

P  f» 

etc. 
Dieses  Verfahren  führt  auf  dieselben  Werthe  der  (/— p— 9),  (/'- 
etc.  etc.  Beide  Vcrfahrungsarten  stehen  mit  dem  im  Art.  68  dor 
lung  bewiesenen  Satze  in  engster  Verbindung. 
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Sei 
M 


{l-p. 
{l-p. 

etc. 


■qf 


11. 

{l'-p'-qy 

{i:-p'-q,Y 
{K-p'-q.y 


■qf 
q.f 
■qX 


SO  kann  M  dem  vor.  Arl.  zofolge  auf  zwei  verschiedene  Arten  berechnet 
werden.  Aber  diese  Function  zweiter  Ordnung  kann  nach  bekannten 
Sätzen  auf  verschiedene  andere  Formen  gebracht  werden.  Ich  werde 
hier  drei  solcher  Formen  angeben.  Löst  man  die  Quadrate  dergeslall 
auf,  dass  die  q  von  den  / — p  getrennt  werden,  und  setzt  zur  Abkürzung 

L  =1  —p^L'  =1  —p\  U  =  r  —p\  etc. 

L  =  /^  _  ;)  ,  L;  =  i;  -  p'  ,  L\  =  r  -  f  .  etc. 

L .  =  /,,-/),  L ;  =  /;  -  p' ,  l;  =  /;  -  f ,  etc. 

etc. 
so  ergiebl  sich  zuerst 


+  etc. 


L'2 

II 

q}- 


//2 

// 2 
£,"2 


—  %q  [L  +  /.    -I-  h 

-  2q{L,-i.  L\  +  L 

-  2q,lL,+  L',+  l 

—  etc. 


fl 


II 


II 


...) 
...) 
...) 


: // 


...) 


und  hieraus  vermittelst  der  ersten  Ausdrücke  der  q  des  vor.  Art. 


It  H  II 

etc. 


(L- 
etc. 


L  +L   +. 

••)M 

')' 

-)' 

n 


\vo 


p  = 


/   4-  /,  4-  i,.  4-  .  .  . 
tu 


/^     = ii 


V 


"  —  _i"^lL'lt.  '."!L±J.L1 


m 


etc. 


zu  setzen  ist.    Trennt  man  die  p  von  den  l — q ,  so  bekommt  man  auf 
dieselbe  Art,  wenn  man 
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setzt 


M  = 
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A^l-q,    .i,^l, 

—9-  ' 

^i..  =  L  —q„ '  etc. 

A'=l'-q,    ./'  =  /, 

-<?-. 

-^'„='',-9„.  etc. 

A  =  r-q,  A'  =  r, 

— <?,  . 

-^',=  ^'„—9. .  elc. 

etc. 

[     J^+yi,""  +A^^  +  ...] 

{A+A,+A„  +  . 

..)»] 

+A"'+A'^+yf^^-^... 

+(^ +-<+-'/.+  . 

..)* 

+A'^-\-A'"'-^A'-'-h... 

/                       0t 

c 

+(^  +  ^,+  ^,+  . 

+  etc. 

+  etc. 

m 


wo 


1  — 
1.  = 


i  +r 

n 

^^*    •    •    ■ 

',  + 1\ 

+  ^/ 

+  ... 

n 

i.  +  r. 

+  C 

+  .  .  . 

n 


etc. 


zu  setzen  ist.  Aus  der  einen  oder  der  anderen  der  beiden  vorstehende! 
Formen  bekommt  man,  wenn  man  auch  die  p,  oder  bez.  die  9  von  dei 
l  trennt,  auf  dieselbe  Art 


M  = 


P  +  i'i  +  ri+ ... 

(i  +  r  +  r+...)M 

-l-^t^-f-  *,  -f-  *  -f-..  j 

r            ^^.*            ^ 

-j-iz  .4.  z'  -1-  r  -1-   ^2 

+-  etc. 

+  etc. 

(1  +  1^  +  1^+,,.)^^ 

n 

1   /+/^  +  /^+...| 

^-  {i'+ 1:+ 1:+  ...)* 

•^ 

-j-  r-j-  z"-»-  Z"-*- 
-f-  *  -1-  ^,  -t-  *^  -f- ... 

+-  etc. 

+  etc. 

m  mn 

unter  welchen  ftlnf  Berechnungsarten  von  M  man  nach  Belieben  wilhleg 
kann,  da  sie  alle  identisch  sind.  Ich  wiederhole,  dass  wie  im  vor.  Art^ 
n  die  Anzahl  der  Richtungen  uud  m  die  Anzahl  der  einzelnen  Gyn  id 
der  betreffenden  Gruppe  von  Gyris  bedeuten. 


12. 

Die  durch  das  oben  beschriebene  Verfahren   erlangten  Beobacb- 
tungsfehler  [l  —  p — 9),  etc.    mtlssen   nun   zufolge   des  im  Art.  4   der 
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Abhandlung  aufgestellten  Grundsatzes  als  die  wahrscheinlichsten  Fehler 
der  Beobachtungen  angesehen  werden,  und  da  sie  aus  den  blossen 
Beobachtungen,  ohne  Zuziehung  irgend  eines  anderen  Zweckes  erlangl 
vrorden  sind,  so  sind  sie  die  wahrscheinlichsten  Fehler  der  nackten 
Beobachtungen.  Man  bekommt  aus  ihnen  den  mittleren  Fehler  der  nack- 
ien  Beobachtungen  nach  Massgabe  des  Ausdrucks  des  Art.  150  für  den 
mittleren  Fehler  überhaupt,  und  nennt  man  diesen  hier  fi,  so  wird 

f"  =  V"D 
\vo  D  so  zu  berechnen  ist,  wie  a.  a.  0,  angegeben  ist.  In  Bezug  darauf 

kann   angeftlhrt   werden,    dass   im   gegenwiirligen    Falle    immer   die 

Gleichungen 

[Ah)  =  0  ,  [As]  =1  ,  [Atj  =  {Ax){Au) 

statt   finden.    Der  Ausdruck  von  [As]    bedeutet  nemlich  nun  nicht  die 

einzige  Station,  sondern  die  einzige  Gruppe  von  Gyris,  die  hier  immer 

Air  sich  allein  in  Betracht  gezogen  wird,  und  der  Ausdruck  [Au]  bedeutet 

jetzt  die  Anzahl  der  einzelnen  Gyn  in  der  betrachteten  Gruppe  von  Gyris. 

13. 

Die  Bestimmung  des  mittleren  Fehlers  der  nackten  Beobachtungen 
^^rc:h  eine  einzige  Gruppe  von  Gyris  kann  nie  als  hinreichend  genau 
"^trachtet  werden. 

Man  muss  bei  dieser  Bestimmung  stets  den  Umstand  vor  Augen 
*^halten,  dass  der  oben  angegebene  Ausdruck  ein  genäherter  ist,  dessen 
^l>Ieitung  voraussetzt,  dass  im  Ausdruck  des  Zählers  desselben    alle 
"Möglichen  Fehler  vertreten  sind.  Bei  einer  kleinen  Anzahl  von  Beobach- 
tQQgQi)  ist  dieses  nun  selbstverständlich  immer  am  Wenigsten  der  Fall. 
^Ährend  das  Grundprincip  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  (S.  Art.  1 
"^''Abhandlung)  anzeigt,  dass  diese  Bedingung  sich  desto  mehr  erfüllen 
^ird,  je  grösser  die  Anzahl  der  Beobachtungen  ist,  die  zur  Bildung  des 
^^hlersüf  beige  tragen  haben.  Eine  Bestimmung  des  mittleren  Fehlers  aus 
^i'^er  kleinen  Anzahl  von  Beobachtungen  kann  daher  so  sehr  vom  wahren 
^^^ser  Grösse  abweichen,    dass  sie  kaum  filr  eine  genäherte  Bestim- 
mung derselben  gehalten  werden  kann.     Die  zufälligen  Fehler,  die  in 
^^»^er  kleineu  Anzahl  von  Beobachtungen  vorkommen,  überwiegen  eines- 
Iheils  durch  ihre  zufällige  Beschaffenheit,  ob  sie  zufällig  gross  oder  ob 
sie  zufällig  klein  sind ,   und  anderntheils  dadurch  dass  sie   einen  nur 
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kleinen  Divisor  bekommen.  Je  grösser  aber  die  Zahl  der  Beobachtangeo 
ist,  die  zu  dieser  Beslimmung  verwandt  wird,  desto  mehr  gleichen  sich 
die  Zufälligkeiten  aus,  und  desto  mehr  tritt  der  wahre  Werth  hervor, 
dessen  Genauigkeit  überdies  durch  den  wachsenden  Werth  des  Divisors 
vergrössert  wird. 

Man  darf  daher  bei  der  Bestimmung  eines  mittleren  Fehlers  über- 
haupt nur  in  dem  Falle  auf  die  Sicherheit  der  Bestimmung  rechnen, 
wenn  eine  grosse  Anzahl  von  Beobachtungen,  hier  eine  grosse  Anzahl 
von  Gruppen  von  Gyris ,  dazu  verwandt  worden  ist ,  und  es  soll  daher 
angenommen  werden,  dass  auf  der  Station  ausser  der  Gruppe  von  Gyris 
die  M  und  D  gegeben  hat ,  noch  mehrere  vorhanden  sind ,  die  bez.  M' 
und  D\  M"  und  D\  etc.  gegeben  haben.  Sicherer  wird  diese  Bestimmung 
noch,  wenn  mehrere  Stationen  vorhanden  sind,  ftir  welche  man  be- 
rechtigt ist,  die  Beobachtungen  derselben  Gattung  zuzuzählen,  welcher 
jene  angehören.  Um  diesen  Fall,  der  eigentlich  zur  sicheren  Bestimmung 
des  mittleren  Fehlers  immer  vorhanden  sein  muss,  mit  Leichtigkeit  in 
die  gegenwrirligen  Betrachtungen  einschliessen  zu  können,  sollen  schliess- 
lich statt  der  obigen  Bezeichnungen  die  folgenden  M^  und  D,,  üf/  und 
D/,  itf/ und /)/,  etc.  eingeführt  werden,  und  es  wird  daher  voraus- 
gesetzt, dass  man  in  hinreichender  Anzahl  die  einzelnen  Bestimmungen 

erhalten  habe,  in  welchen  s  verschiedene  Werthe  annimmt. 

14. 

Um  die  zweckmässigsle  Verbindung  dieser  Einzelnbestimmungen 
zu  einem  Endresultat  anzugeben,  kann  man  sich  des  mittleren  zu  be- 
fürchtenden Fehlers  bedienen,  den  Gauss  für  die  Bestimmung  des  Qua- 
drats  des  mittleren  Fehlers  entwickelt  hat ;  da  dieser  aber  zu  verwickelt 
ausftillt,  so  kann  man  die  Grenzen  desselben,  die  auch  von  Gauss  ange- 
geben worden  sind,  zu  diesem  Zwecke  anwenden.  Nimmt  man  die  wei- 
teren Grenzen,  so  ist  das  Quadrat  des  mittleren,  in  der  Bestimmung  von 
fi^  zu  befürchtenden  Fehlers 

2^* 

~D 

^)  und  das  Gewicht  der  Bestimmung  von  /i^  ist  diesem  umgekehrt  pro- 


*)  S.  Gauss,  Theoria  combinationis  observationum  etc.  letzter  Artikel. 
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portioDai.  Da  in  diesem  Ausdruck  unter  fi  dessen  wahrer  Werth  ver- 
standen werden  muss,  welcher  fUr  jede  Gattung  von  Beobachtungen  un- 
veränderlich ist,  und  die  Gewichte  Verhaltnisszahlen  sind,  so  ergiebt  sich 
hieraus ,  dass  für  die  Gewichte  der  Einzelnbestinamungen  des  vor.  Art. 
bez.  D, ,  D/  ,  D/'  ,  etc.  angenommen  werden  können,  und  hieraus 
folgt  vermöge  der  Gleichung  (9)  der  Abhandlung  das  Endresultat 


chung  (9)  der  Abhandlung  di 
n  sich  auf  8  beziehen.    Auf  d 


WO  die  Summenzeichen  sich  auf  s  beziehen.  Auf  diese  Weise  sprechen 
auch  die  Bestimmungen,  die,  weil  sie  auf  einer  geringen  Anzahl  von  Beob- 
achtungen beruhen,  einzeln  und  für  sich  betrachtet,  nur  geringen  oder 
gar  keinen  Werth  haben,  auf  geeignete  Weise  mit,  und  tragen  das  Ihrige 
zur  sicheren  Bestimmung  des  mittleren  Fehlers  auf  angemessene  Art  bei. 

15. 

Wenn  in  einer  Triangulation  alle  Beobachtungen  der  Richtungen  in 
Eine  Klasse  gestellt,  und  folglich  Allen  dasselbe  Gewicht,  welches  =  1 
gesetzt  werden  kann,  beigelegt  werden  darf,  so  haben  die  im  Vorher- 
gehenden entwickelten  Bestimmungen  höchstens  den  Zweck  die  Güte 
der  Beobachtungen  an  sich  kennen  zu  lernen,  und  ihre  Ausfuhrung  kann, 
wenn  hiefür  kein  besonderer  Grund  vorhanden  ist,  unterhissen  werden. 
Wenn  aber  auf  verschiedenen  Stationen  verschiedene  Gattungen  von 
Beobachtungen  angenommen  werden  müssen,  dann  (ritt  die  Nothwen- 
digkeit  ihrer  Ausführung  ein. 

Schreibt  man  zur  Abkürzung  für  die  rechte  Seite  des  letzten  Aus- 
drucks des  vor.  Art.  Ä,  so  dass  allgemein  /t^  =  K  wird .  so  bekommt 
nwn  fiir  die  Stationen ,  deren  Beobachtungen  das  Gewicht  n  beizulegen 
ist,  die  Gleichung 

-^  =  Ä 

WO  c  eine  beliebige  Constante  ist.  Auf  dieselbe  Weise  wird  man  fiir 
wdere  Stationen ,  auf  welchen  andere  Gattungen  von  Beobachtungen 
vorkommen,  die  durch  das  im  Vorhergehenden  erklärte  Verfahren  K\  K\ 
6tc.  statt  K  gegeben  haben ,  die  Gleichungen 

^=  K'  .  ^=K\  etc. 

erhallen,  wenn  n  ,  n  ,  etc.  die  Gewichte  bezeichnen,  die  den  Beob- 
achtungen dieser  Stationen  beizulegen  sind.  Hieraus  folgen 

;r  s=  71  — ,  ,  ;r   ^  n  -^,  ^  cic. 


72  P.  A.  Hansen, 

oder  da  Ein  Gewicht  willkuhrlich  ist,  und  man  demnach 

TT  =  1 

setzen  darf  *), 

womit  die  Gewichte  aller  vorhandenen ,  verschiedenen  Gattungen  vo^ 
Beobachtungen  bestimmt  sind,  und  man  die  Producte 

(1,1).. TT,  ,  (2,2,1)..  ;r,  ,  (3,3,2).. 71.  ,  etc.  («,«).  tt. 
berechnen  kann ,  die  zufolge  des  Art.  1 38  der  Abhandlung  im  zweiten 
Theile  der  Auflösung  gebraucht  werden. 

16. 

Zur  Berechnung  von  M  sind  noch  einige  Bemerkungen  zu  machen. 
Die  Corrcctionen ,  die  eine  mit  einem  Theodoliten  eingeschnittene  Rich- 
tung verlangt,  sind  wenn  man  von  den  Theilungsfehlern  des  Kreises, 
und  einem  etwa  durch  das  Niveau  desselben  angezeigten  Mangel  an 
Verticalität  in  der  Stellung  der  Drehungsachse  vorlaufig  absieht,  durch 
den  folgenden  Ausdruck  gegeben, 

CBCCd  +  ctgö 

in  welchem  90^ — c  den  Winkel  zwischen  der  Absehungslinie  und  der 
Achse  des  Fernrohrs,  90® — c  den  Winkel  zwischen  der  Achse  des  Fern- 
rohrs und  der  Achse  der  Alhidade ,  und  6  den  Winkel  bezeichnet,  den 
die  Absehenslinic  wahrend  der  Beobachtung  mit  der  Ebene  des  Hori- 
zonlalkreises  macht,  (den  Höhenwinkel  des  einzuschneidenden  Punkts). 
Ausserdem  hat  die  Erfahrung  angezeigt,  dass  zuweilen  wahrend  der 
Beobachtungen  eine  kleine  Drehung  des  Stativs,  gemeiniglich  von  Osten 
nach  Westen,  slatt  findet.  Auch  kommt  die  Correction  in  Betracht ,  die 
wegen  etwaiger  Excenlricitat  des  Fernrohrs  erforderlich  ist. 
Die  letzt  genannte  Correction  anbelangend,  die 

-^  206265"  «ccd 

zum  Ausdruck  hat,  wenn  R  die  Entfernung  des  Gegenstandes  vom 
Theodoliten,  und  r  die  kürzeste  Entfernung  der  Absehenslinie  vom  Mit- 
telpunkt des  Theodoliten  bezeichnen,   ist  es  klar,  dass  sie    aus  dem 


*]  Die  Bestimmung,  die  man  hie  und  da  findet,  dass  die  Einheit  des  Gewichts 
solchen  Beobachtungen  entsprechen  soll,  deren  miUlerer  Fehler  h"  beträgt,  hat  gar 
keinen  inneren  Grund ,  und  ist  als  unzweckmässig  zu  verwerfen  ;  statt  dessen  ist  für 
irgend  eine  der  wirklich  vorhandenen  Gattungen  von  Beobachtungen  7r=1  zu  setzen. 
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Resultat  verschwindet,  wenn  man  einestheils  aus  den  Beobachtungen 

mit  dem  Fernrohr  linker  Hand,  anderntheils  aus  denen  mit  dem  Fernrohr 

'  rechter  Hand  die  Mittel,  und  aus  diesen  Mitteln  wieder  das  Mittel  nimmt. 

Sind  in  jeder  dieser  beiden  Lagen  gleich  viele  Beobachtungen  angestellt, 

so  verschwindet  die  Correclion  ohne  Weiteres  aus  dem  Mittel  aus  allen 

Beobachtungen.    Aber  auch  die  beiden  von  c  und  c  abhängigen  Cor- 

rectiooen  verschwinden  durch  dasselbe  Verfahren,  vorausgesetzt  dass 

man  bei  der  Veränderung  der  Lage  des  Fernrohrs  dieselben  Zapfen  der 

Fernrohrsachse  in  denselben  Lagern  belassen  hat. 

Denn  durch  diese  Äenderung  wird  bewirkt ,  dass  der  Winkel  8  sich 
in  180^ — 0  verwandelt,  und  folglich  die  obige  Correctionsformel  in 

—  csccO  —  cigO 
ttbergeht.  Wollte  man  zugleich  mit  der  genannten  Äenderung  die  Zapfen 
der  Femrohrsachse  in  die  entgegengesetzten  Lager  bringen,  so  wtlrde 
nur  das  erste  Glied  des  vorstehenden  Ausdrucks  sein  Zeichen  ändern, 
abodie  Correction  nicht  ganz  verschwinden. 

Dem  schädlichen  Einfluss  einer  etwaigen  Drehung  des  Stativs  auf 
die  Beobachtungen  beugt  man  dadurch  möglichst  vor,  dass  man  von 
Gyroszu  Gyrus  abwechselnd  von  der  linken  zur  rechten,  und  von  der 
rechten  zur  linken  die  Gegenstände  nach  und  nach  einschneidet. 

Wenn  man  sich  daher  zur  Regel  macht,  die  vorbenannten  Abän- 
deniDgen  zusammen  genommen  abwechselnd  von  Gyrus  zu  Gyrus  ein- 
treten zu  lassen,  so  sind  die  Summen  der  Beobachtungen  und  die  Mittel 
daraas  von  den  erwähnten  Fehlern  unabhängig. 

Die  Berücksichtigung  der  Theilungsfehlei*  wird  am  vollkommensten, 
wenn  sie  im  Voraus  für  die  anzuwendenden  Theodoliten  besonders  er- 
mittelt worden  sind,  wenn  dieses  aber  nicht  der  Fall  ist,  so  bleibt  nichts 
weiter  tlbrig  als  vor  Anfang  eines  jeden  Gyrus  den  Nullpunkt  auf  dem 
Kr^  zu  verändern,  wodurch  man  hoffen  darf,  dass  die  Wirkung  der 
Tbeilungsfehler  im  Ganzen  vermindert  wird.    Eine  etwa  hierauf  übrig 
bleibende  Wirkung  der  Tbeilungsfehler  ist  unter  diesen  Umständen  nicht 
zu  vermeiden. 

Wenn  das  Nivellement  des  Theodoliten  nicht  vollständig  ausgefiihrt 
worden  ist,  so  muss  man,  um  die  desfallsige  Correction  der  beobachteten 
Richtungen  berechnen  zu  können,  die  Neigung  ^i  des  Horizontalkreises 
gegen  den  Horizont,  und  die  Ablesung  q  ermitteln,  die  dem  höchsten 
Punkt  dieses  Kreises  entspricht.  Beide  diese  Data  können  nur  durch  das 
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Niveau  bestimmt  werden ,  und  zwar  Ji  mit  grosser  Genauigkeit,  aber 
q  weit  weniger  f;enaü,  wenn  Ji  klein  ist;  es  kann  aber  auch  in  dieaem 
Falle  ein  grösserer  Fehler  in  ff  zugegeben  werden.    Nennt  man  nun  die* 
Ablesung  für  irgend  eine  beobachtete  Richtung  r,  so  ist  die  Correctioo 
derselben 

^r  =  tg  Ö  sin  (r— p)  Ji 
Man  erkennt  hieraus,  dass  diese  Correclion  bei  kleinen  Höhen-  oder 
Tiefenwinkeln  d  der  einzuschneidenden  Gegenstände  unbedeutend  ist, 
wenn  nur  Ji  klein  ist;  in  gebirgigen  Gegenden,  wo  grössere  Werilie 
von  0  vorkonimen  können,  kann  sie  aber  nicht  unbedeutend  werden, 
man  niuss  al^o  in  solchen  Gegenden  mehr  Fleiss  auf  die  Ausführung  des 
Nivellements  des  Theodoliten  verwenden. 

17. 

Aus  dem  vor.  Art.  ist  ersichtlich,  dass  man,  mit  Ausnahme  der 
zuletzt  erklärten  Correction,  die  Beobachtungen  stets  so  einrichten  kann, 
dass  ihre  Summen  oder  ihre  Mittel ,  ohne  besondere  Rechnungen  aus- 
fuhren zu  müssen ,  frei  von  den  Gorrectionen  des  Instruments  erhalten 
werden.  Da  in  den  Ausgleichungsrechnungen  nur  diese  Summen  ge- 
braucht werden,  so  ist  es  für  die  Ausführung  dieser  gar  nicht  nöthig  die 
Coriectionen  des  Instruments  in  Erfahrung  zu  bringen,  es  wäre  denn, 
dass  man  nach  der  Ausführung  der  Beobachtungen  erkannt  hätte,  dass 
hie  und  da  im  Nivellement  des  Theodoliten  zu  grosse  Fehler  vorgekom- 
men wären. 

Da  im  Gegentheil  in  den  Unterschieden  der  einzelnen  Beobachtun- 
gen von  dem  Mittel  derselben,  oder  von  einer  constanten  Zahl ,  die 
Gorrectionen  des  Theodoliten  ihre  volle  Wirkung  äussern,  so  scheint  es, 
als  müsste  man  für  die  Bestimmung  des  mittleren  Fehlers  der  nackten 
Beobachtungen  diese  Gorrectionen  kennen,  oder  als  könnte  man  hiefttr 
die  Beobachtungen  nur  paarweise  benutzen.  Dass  man  aber  hiebei  die 
Beobachtungen  auch  einzeln  anwenden  kann,  ohne  den  Betrag  der 
genannten  Gorrectionen  zu  kennen,  soll  jetzt  gezeigt  werden. 

18. 

Dass  die  aus  Ji  entstehende  Gorrection  hiebei  nicht  in  Betracht 
kommt ,  wenn  auch  Ji  noch  so  gross  ist ,  liegt  an  der  Hand.  Da  man 
femer  vor  dem  Beginn  der  Beobachtungen  sich  immer  bemühen  wird 
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e  UDÜ  c  fast  Null  zu  machen,  dieses  mit  Leichtigkeit  und  Sicherheit  auch 
geschehen  kann,  und  ein  Mal  hergestellt,  bei  einem  gut  gebauten  Thoo- 
dofiteo  auch  lange  Zeit  so  bleibt,  so  kann  man  die  durch  c  und  c  ent-^ 
stdieDden  Fehler  in  den  Unterschieden  der  einzelnen  Beobachtungen 
von  dem  Mittel  derselben  wohl  stets  als  verschwindend  betrachten,  und 
es  bleibt  also  bios  die  etwaige  ßxcentricitdt  des  Fernrohrs  zu  betrachten 
ttbrig. 

Diese  Excentridtät  hat  nicht  immer  Einfluss  auf  die  genannten 
Unterschiede ,  denn  nehmen  wir  an ,  dass  alle  eingeschnittenen  Gegen- 
stünde  sich  in  gleicher  Entfernung  von  der  Station  befinden  und  gleiche 
Höheowinkel  haben,  so  haben  selbstverständlich  alle  Correctionen  wegen 
Eiceotricität  gleichen  Betrag,  und  üben  keine  andere  Wirkung  aus ,  als 
dass  sie  die  Correcüon  der  Nullpunkte  der  Gyri  ändern.  Wenn  folglich 
die  eingeschnittenen  Gegenstände  nahe  gleiche  Entfernungen  und  kleine 
Hohenwinkel  haben,  so  weiden  sie  nur  kleine  Wirkungen  auf  die  Unter- 
sdnede,  die  hier  in  Rede  stehen  haben.  Nur  wenn  die  eingescbnillenen 
G^enstände  sehr  ungleiche  Entfernungen  haben,  oder  sehr  grosse  und 
kleine  Böhenwinkel  vorkommen,  wird  der  Einfluss  der  Excentricilät  auf 
die  Unterschiede  wesentlich  gross,  und  darf  nicht  unberücksichtigt  bleiben. 

Aber  man  braucht  deshalb  nicht  die Gentrirungen  zu  berechnen,  man 

braocht  nur  jede  Gruppe  von  Gyris  so  in  zwei  Abtheilungen  zu  iheilen, 

dass  die  eine  dieser  alle  Beobachtungen  enthält,  die  in  der  einen,  und 

die  andere  Abtheilung  alle  Beobachtungen,  die  in  der  andern  Lage  des 

Femrohrs  angestellt  worden  sind.  Hierauf  ist  nun  nichts  weiter  zu  Ihun, 

wie  jede  dieser  beiden  Abiheilungen  für  sich  dem  im  Vorhergehenden 

eiiblrten  Verfahren   zu   unterwerfen,  worauf  sich  fllr  jede  derartige 

Gruppe  von  Gyris  zwei  Werthe  von  M  ergeben ,  deren  jeder  denselben 

Divisor  D  bekommt.   Das  partielle  Resultat ,  welches  jede  so  behandelte 

Groppe  von  Gyris  für  das  Quadrat  des  mittleren  Fehlers  der  nackten 

Beobachtungen  giebt,  wird  also 

m  •¥  m^ 

:uni  Ausdruck  haben,  wenn  m  und  m  die  beiden  Werthe  von  M  sind. 
Iie  man  auf  die  eben  angezeigte  Art  berechnet  hat. 

Das  Resultat,  welches  man  durch  dieses  Verfahren  erhält,  ist  nicht 
iiir  frei  von  der  Wirkung  der  Excentricität  des  Fernrohrs,  sondern  auch 
rci  von  der  Wirkung  der  von  c  und  c  abhängigen  Correctionen  der 
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BeobachiuDgen,  ferner  sind  sie  in  dem  Falle,  dass  man  dieBeobachtangen, 
wie  oben  erklärt,  angestellt  hat,  möglichst  frei  von  der  Wirkung  einer 
etwa  vorgekommenen  Drehung  des  Stativs  während  der  Beobachtongen. 
Die  Theilungsfehler  des  Kreises  üben  freilich  jeden  Falls,  sei  es 
dass  man  die  oben  beschriebenen  Abtheilungen  hat  einführen  mttssen, 
oder  sei  es  dass  dieses  nicht  nölhig  gewesen  ist,  wenn  sie  nicht  be- 
8(mders  ermittelt  und  angebracht  worden  sind,  eine  Wirkung  auf  das 
Resultat  aus,  aber  sie  gehören  alsdann  auch  mit  zu  den  Fehlerquellen, 
die  den  mittleren  Fehler  der  nackten  Beobachtungen  bedingen. 

19. 

Bei  der  Bestimmung  des  mittleren  Fehlers  der  nackten  Beobach- 
tungen ist  es  unerlässlich,  die  einzelnen  Beobachtungen  zu  berücksich- 
tigen, da  man ,  wenn  man  hiezu  Gruppen  von  Beobachtungen  benutzen 
wollte,  auf  zu  kleine  Divisoren ,  und  daher  auf  wenig  sichere  Resultate 
geführt  werden  würde.  Hingegen  zur  Bestimmung  des  mittleren  Fehlers 
einer  Richtung,  welcher  sich  schliesslich,  nach  der  Ausführung  der  Aus- 
gleichung des  Dreiecksnetzes  ergicbt,  alle  vorhandenen  Fehlerquellen 
in  sich  schliesst,  und  zur  Ermittelung  der  mittleren  Fehler  der  Resultate, 
oder  der  einzelnen  Stücke  des  Di*eieck$netzes  dient;  zur  Bestimmung 
dieses  mittleren  Fehlers  kann  man  sich  der  Gruppen  von  Gyris  bedienen, 
aus  welchen  die  strengen  Werl  he  der  Unbekannten  hervorgehen,  wie  in 
der  Abhandlung  erklärt  ist.  Bei  dieser  Bestimmung  vereinigen  sich  alle 
Beobachtungen,  die  bei  der  Ausführung  der  Triangulation  angestellt 
worden  sind«  zu  einem  Ganzen,  und  der  Divisor  D  bekommt  daher 
schon,  wenn  er  aus  den  Gruppen  berechnet  wird,  und  die  Ausdehnung 
der  Triangulation  nicht  zu  klein  ist ,  einen  ansehnlichen  Werth. 

Dieses  Verfahren  ist  dem  der  Bildung  von  Normalörtern ,  und  der 
Verwendung  dieser  zur  Bestimmung  der  Elemente,  der  Planeten-  oder 
Cometenbahnen ,  nebst  den  sich  hiebei  ergebenden  mittleren  Fehlem, 
analog. 

20. 

Will  man  sich  indessen  die  vergrösserte  Arbeit  nicht  verdriessea 
lassen,  die  hier  die  Zuziehung  der  einzelnen  Beobachtungen  verursacht, 
so  lässt  sich  weiter  nichts  dagegen  sagen ,  als  dass  der  Erfolg  oftmals 
dieser  Bemühung  nicht  adäquat  ist.    Ich  will  ftir  den  Fall,  dass  der  Eiii6 
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oder  der  Andere  zur  Anwendung  dieses  Verfahrens  geneigt  sein  uiüchte, 
die  Aenderungen  die  es  veranlassl,  und  die  sich  blos  auf  die  Berechnung 
der  in  der  Abhandlung  mit  (//)  bezeichneten  Grössen  erstrecken,  angeben. 
Seien  für  irgend  eine  Station,  und  für  irgend  eine  der  auf  derselben 
vorkommenden  Gruppen  von  Gyris  / ,  /',  f,  etc.  / ,  //,  //',  etc.  etc.  die 
Uoterschiede  der  einzelnen  Beobachtungen  von  den  vorläufigen  Werthen 
der  Richtungen .  die  im  ersten  Stationstäfelchen  angenommen  worden 

sind,  und 

i  +  z'  +  r  +  . . . 
9= n 

^'  n 

'1  ^  n 

WO  n  die  Anzahl  der  Richtungen  bezeichnet ,  die  in  der  betrachtelen 
Gruppe  von  Gyris  vorkommen,  dann  wird 

-  etc. 

wo  das  Summenzeichen  i^'sich  auf  alle  Gruppen  von  Gyris  bezieht,  die 
lof  der  betreffenden  Station  vorhanden  sind.  Man  kann  diesen  Ausdruck 
Mf ahnliche  Art,  wie  im  Art.  W  bei  itf  geschehen  ist,  umformen,  und 
erhalt  dadurch 


(«)  =  ^^ 


•  .• 


%  «  £ 


l^+p 

+  P 

etc. 

etc. 


r 

K 
i" 


''j » 


...y^ 
-? 


H 


Man  erkennt  leicht,  dass  in  den  Fällen,  in  welchen  auf  der  Station 
nur  Eine  Gruppe  von  Gyris  vorhanden  ist ,  (It)  sowohl  mit  M  wie  mit 
■Uin)  identisch  wird,  vorausgesetzt  dass  man  unter  den  /  nicht  die  Unter- 
schiede der  Beobachtungen  von  beliebigen ,  als  vorläußge  Werthe  der 
Richtung  angenommenen  Zahlen,  sondern  von  den  bez.  arithmetischen 
MiUeln  versteht,  die  in  diesem  Falle  die  auf  der  Station  ausgeglichenen 
Werthe  der  Richtungen  sind. 

Auf  den  Stationen,  auf  welchen  zwei  oder  mehr  Gruppen  von  Gyris 
vorkommen,  finden  die  eben  angeführten  Identitäten  nicht  statt. 
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21. 

Die  Falle,  in  welchen  mit  einem  Theodoliten  beobachtet  wordra 
ist,  welcher  mit  einem  excentrisch  angebrachten  Feiiirohr  versehen  ist, 
erfordern  hier  eine  besondere  Betrachtung.  Wenn  auf  der  Station  nur 
Eine  Gruppe  von  Gyris  vorhanden  ist ,  dann  ist  leicht  einzusehen ,  dass 
der  Satz  des  vor.  Art.  seine  volle  Gellung  behalt,  vorausgesetzt  dass 
man  die  oben  beschriebenen  zwei  Abtheilungen  bildet,  und  unter  den  / 
die  Unterschiede  der  Beobachtungen  von  den  bez.  beiden  arithmetischen 
Mitteln  versteht,  denn  die  Werthe  der  auf  der  Station  ausgeglichenen 
Richtungen  sind  in  diesem  Falle  die  Mittel  aus  jenen  Mitteln. 

Wenn  aber  auf  der  Station  zwei  oder  mehr  Gruppen  von  Gyris 
vorhanden  sind,  dann  haben  die  arithmetischen  Mittel  in  der  Ausglei- 
chungstheorie gar  keine  Bedeutung  mehr,  und  es  muss  in  diesen  Fällen 
die  hier  in  Rede  stehende  Untersuchung  anders  durchgeftihrt  werden. 
Es  müssen  nun  vor  Allem,  gleichwie  oben,  unter  den  /  die  Unterschieden 
der  einzelnen  Beobachtungen  von  den  vorläufig  angenommenen  Wertheor 
der  Richtungen  verstanden  werden,  aber  diese  Unterschiede  begreifeu. 
die  Wirkung  der  Excentricität  des  Fernrohrs  in  sich,  die  nicht  zu  de^ 
Beobachtungsfehlern  gezahlt  werden  kann ,  und  daher  daraus  entfen^ 
werden  muss.    Hiefür  bieten  sich  zunächst  zwei  Mittel  dar,  man  kan's: 
einestheils,  wenn  die  Entfernungen  der  eingeschnittenen  Gegenstand^ 
schon  hinreichend  genau  bekannt  sind,  für  jeden  derselben  die  Wirkung 
der  Excentricität  berechnen,  und  die  Beobachtungen  davon  befreien  * 
anderntheils  kann  man  diese  Wirkung  schon  dadurch  entfernen,  dass 
man  die  Beobachtungen  paarweise  benutzt,  nemlich  vor  Allem  aus  je 
zwei  Beobachtungen,   die  in  entgegengesetzten  Lagen   des  Fernrohrs 
angestellt  worden  sind,    das  arithmetische  Mittel  nimmt,   von  diesen 
Mitteln  den  vorlaufig  angenommenen  Werth  der  bez.  Richtung  abzieht, 
und  die  so  erhaltenen  Unterschiede  als  die  Werthe  der  /  betrachtet. 

22. 

Es  ist  ausser  diesem  noch  ein  drittes  Verfahren  möglich ,  welches 
die  Kenntniss  der  Entfernungen  der  eingeschnittenen  Gegenstande  nicht 
voraussetzt,  und  dennoch  die  directe  Benutzung  der  einzelnen  Beobach- 
tungen gestattet.  Seien  a,  a',  d\  etc.  die  einzelnen  Beobachtungen  irgend 
einer  Richtung  in  einer  Gruppe  von  Gyris,  die  in  der  einen  Lage  des 
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Fernrohrs  erhalten  worden  sind,  so  wie  ß,  ß,  ß\  etc.  die  Beobachtungen 
derselben  Richtung  in  derselben  Gruppe  von  Gyris ,  die  man  in  der  an- 
deren Lage  des  Femrohrs  erhalten  hat;  sei  e  die  Wirkung  der  filxcenlri- 
ciWt  des  Fernrohrs  in  Bezug  auf  diese  Richtung.  Die  von  dieser  Wirkung 
befreiten  Beobachtungen  sind  also 

a  +  e  ,    «'-He,    a '  +  e  ,    etc. 

ß  —  e,   ß!  —  c,   ß'  —  e,    etc. 

und  wenn  keine  Beobachtungsfehler  vorhanden  würen,  so  niüssten  nicht 

nur 

«  +  e  =  /?  —  e 

a  +  c  =  /y  —  e 
etc. 
sein,  sondern  es  mttsste  auch  aus  allen  diesen  Gleichungen  derselbe 
Werth  von  e  hervorgehen.    Zufolge   des  allgemeinen  Grundsatzes  des 
Art.  4  der  Abhandlung  wird  hiemit ,  in  der  Voraussetzung  dass  allen 
Beobachtungen  gleiche  Güte  beigelegt  wird, 

ß-h  ß'  -hft"  •¥  etc^  -  a-  tt'  --a"  ^  etc. 

n 

wenn  n  die  Anzahl  dor  einzelnen  Gyri  der  betreffenden  Gruppen  bozeich- 
Det.  Hieuiit  kann  man  die  Summen  und  Unterschiede 

a  +  e  ,    a  +  c  ,    a '  +  e  ,    etc. 
ß  —  e,   ß^  —  e,    ßf'  —  e,    etc. 
iiereehnen,  von  welchen  um  die  bez.  l  zu  bilden  der  vorlUußg  ange- 
nommene Werth  der  Richtung  abzuziehen  ist*).  Dieses  Verfahren  ist  für 
jede  in  der  bez.  Gruppe  beobachtete  Richtung  besonders  auszuführen. 
Sind  nun  alle  /  dem  Vorhergehenden  gemäss  berechnet  worden, 
dann  wird  nach  einem  der  beiden  Ausdrücke  des  vorvor.Art.  (//)  berech- 
net, und  die  darauf  folgende  Berechnung  von  (//,n)  wird  ohne  Verände- 
rung so  ausgeftlhrt,wie  in  der  Abhandlung  erklärt  worden  ist. 


*)  Man  kann  bemerken,  dass  in  dem  Falle,   wo  die  Gruppe  von  Gyris  nur  aus 
cwri  G)Tis  besteht ,  hieraos 

lervor  geht,  und  folglich  dieses  Verfahren  mit  dein  oben  anf?pgeboneii  zweiten  Ver- 
abren  idenUscb  wird. 
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Snppl.  3.   Ableitung  einer  bisher  unbekannten  Bedin- 
gungsgleichung, die  im  zweiten  Theile  der  Ausglei- 
chung eines  Dreiecksnetzes  statt  findet 

1. 

Der  im  Art.  72  der  Abhandlung  bewiesene  und  durch  die  Gleichung 
(64)  ausgedrückte  Satz,  nemlich 

Nx  +  Nx  +  N'x   +  ...  +  ö  =  0 
welcher,  nachdem  im  Art.  76  0  =  0  gesetzt  worden,   und  diese  Be- 
stimmung im  Verlaufe  der  Abhandlung  beibehalten  worden  ist,  auf 

Nx  +  Nx  +N'x   +  ...  =  0 
reducirt  wird ,  bezieht  sich  auf  die  Ausgleichungen  auf  den  Stationen, 
indem  hier  x,  x\  x  etc.  die  Resultate  dieser  Ausgleichungen  bezeichnen. 
Später,  nach  Abänderung  der  anfanglich  benutzten  Bezeichnungen  in 
andere,  die  in  der  Anwendung  passender  erscheinen,  nimmt  er  die  Form 

Nw(\ )  +  Nw[i)  +  IS"w[^)  +  . . .  =  0 
an,  und  in  dieser  Form  ist  er  namentlich  im  §  6  angeführt,  und  als  ein, 
zur  Prüfung  der  Richtigkeit  der  Ausführung  der  numerischen  Berechnun- 
gen der  Ausgleichungen  auf  den  Stationen  geeignetes,  einfaches  Mittel 
bezeichnet  worden,  da  er  für  beliebige  Werthe  der  iV,  iV,  etc.  gilt,  und 
nur  seine  Wirksamkeit  aufhört,  wenn  man  alle  N  gleich  Null  macht.  In 
diesem  Falle,  welcher  im  zweiten  Verfahren  vorkommt,  ist  dieser  Satz 
nemlich  stets  identisch  erfüllt,  welche  Rechnungsfehler  man  auch  in  der 
Ausgleichung  auf  den  Stationen  begangen  haben  mag. 

I^Ich  werde  hier  weiter  gehen,  und  den  Beweis  führen,  dass  dieser 
Satz  auch  im  zweiten  Theile  der  Auflösung  statt  findet,  das  ist,  dass 
auch  die  Gleichung 

Nz[\  \  +  iV2(2),  +  ir2(3),  +  . . .  =  0 
statt  findet,  wodurch  für  die  Prüfung  der  Richtigkeit  der  Berechnung 
der  numerischen  Werthe  der  ^(l),,  z[%\,  etc.  und,    wie   man    sehen 
wird,  auch  der  /(r,/)  ,  {[rjl)  ,  etc.  eine  neue  Controle  erlangt  wird. 

2. 

Wenden  wir  uns  zum  Art.  35  der  Abhandlung  und  multipliciren 
die  dort  befindlichen  Ausdrücke  für  (uf^),  [ß^j],  (pj),  etc.,  bez.  mit  iV,  A^ 
AT,  etc.  dann  erhalten  wir 
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H)N 


(ßnW 

+ (PiW 

^^^^    • 

..=  10.'')^'  + 

(^,2)A^' 

+  (I.3)A-" 

^^^     • 

••|<? 

+  j0.2)Ar  + 

(2,2)A" 

+  (2.3)iV" 

^^^^      • 

•  W 

-hj0.3)^  + 

(?,.W 

+  (3,3)iV" 

^^^^ 

n 

..q 

• 

+  etc. 

Aber  im  Art.  71  haben  die  mit  (1 ,1),  (i  ,2),  etc.elc.  bezeichneten  Grössen 
dieselbe  Bedeutung  wie  ino  Art.  35,  und  foigh'ch  geht  die  vorstehende 
C'eiehang  durch  Hülfe  der  (63)  in  die  folgende  tiber, 

H)iV  +  ißriW  +  [yriW  +  ...  =  ^  {g  +  q'  +  q"  +  ... 
Eben  so  bekommt  man 

{aK)N  +  (/Sx)iV'  +  {yx)N"  +   ...  =  -A.  (r  +  /  +  r"  +  ... 


etc.  etc. 


{aX)N  +  (ßk)N'  +  {rX)N"  +  ...  =  -^  (..  +  ^'  +  s" 


wo  zufolge  der  (30)  g,  q\  q\  etc.  /•,  r,  r\  etc.  s»  ä',  /,  etc.  etc.  die 
Coefficienten  der  Unbekannten  in  den  verschiedenen  Bedingungsglei- 
cboDgen  sind. 

Gehen  wir  nun  special  zur  geodätischen  Aufgabe  über,  und  be- 
merken, dass  in  dieser  die  Bedingungsgleichungen  blos  Winkel,  oder 
Unterschiede  von  paarweise  genommenen  Richtungen  enthalten,  so  folgt 
dass  in  dieser  Aufgabe  nicht  blos  im  Allgemeinen,  sondern  für  jede  Sta- 
tion ins  Besondere 

=  q  +  g   "•"?    +.. 

=  r  -H  7'  ■+-  r    -f-  . . . 

0'    -     "    _ 

etc. 
sind.    Die  oben  erhaltenen  Gleichungen  gehen  daher  über  in 

0  =  («,)iV  +  {ß7i)N-  +  {rtj)N"  +  . . . 

0  =  {ax)N  ■+■  {ß»)N'  +  {yx)N"  -h... 

0  =  {aXjN  +  {ß.)N'  -h  lrX)N"  +  . . . 

etc. 

Da  nun  zufolge  des  Art.  49 

z   =  {ari)a  +  («x)/S,  +  («A>,  -I-  . . . 

z'  =  0?,)«  +  o?x)/?,  +  0?%  +  . . . 

z"  =  (y>;)a   +  (yx)/y,  +  (yA)y,   +  . . . 

etc. 

\bhaDdl.  i.  K.  S.  G»elUch.  <l.  Wiueuuh.  XIV.  (> 


82  P.  A.  Hansen. 

und  dort  z.  z.  z\  de.  dios(lbe  BedeiiUiii^^  liuhen,  wie  S|ilU«M*  c(1)^.  •{2,. 
z(3)^,  ('(c,  so  bekoiiiint  man  sogleich 

0  =  Nz[\\  +  iV'2(2),  +  A'".-(:t),  +  ..  • 
für  jede  Station  besonders.    W.  /..  b,  \v. 

3. 

Um  diesen  Siilx  auf  ein  Beispiel  anzuwenden  nehme  ich  die  Station 
(1)  des  Haiiptbeispiols  vor.    Im  Art.  OG  wurde  f|;efunden 

z{\\  =  +  0".107  ,  c(2),  =  +  0".073  ,  c(3),  =  —  0".44O 
j(4),  =  +  0.4.'>9    .  z{a\  =  —  0.03K  .  c(6),  =:  —  0.0«8  . 
und  im  Art.  84  ftlr  dieselbe  Station 

N=  1.5  .  iV'  =  3.0  ,  A"  =  0.5  , 
iV"  =  0   ,  iV"  =  2.5  .  rf  =  0.9444 
Die  Rechnung  giebt  daher 
s(1),  =  (9.0294)  .  z{2),  =  (8.8633)  .  :(3),  =  (9.6435m) 
N     =  (0.1769)  ,  N'     =  (0.4771)  .  N"     =  (9.6990  ) 

9.2063  9.3404  9.3425»i 

2(4),  =  (  )  .  z{a)i  =  (8.5798m)  ,  5(6),  =  (8.8325w) 

N'"    =  (  —  00)  ,  ^"    =  (0.3979  )  .  N'     =  (9.9752  ) 

8.9777»  8.8077W 

und  die  Producle  sind  Tolglich 

+  0".101 
+  0.219 

—  0.220 
0 

—  0.095 

—  0.064 

Sa.  =  +  0.001 
welches  tillr  Null  zu  erachten  ist. 

Im  Art.  7S  wurde  bewiesen,  dass  für  jede  Station,  auf  welcher  in 
jedem  Gyrus  alle  vorhandenen  Richtungen  eingeschnitten  worden  sind, 
die  Gleichunu 

N=  N'  =  Pf"  =  etc. 
statt  (indet.  und  für  jode  solcho  Station  wird  also  der  oben  bewiesene 
Satz 

0  =  j(1),  +  :(2).  +  z(3),  +  . . . 
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Das  Boispiel  der  Abhandlung  hielcl  keinen  solchen  Fall  dar,  aber 
in  0er  Gaussischen  Abhandlung:  «Supplemonhnn  llu^oriae  conibinalionis 
Hc.»  findet  er  auf  allen  im  dortigen,  aus  der  hann()verschen  Gradmessung 
enllehnlen,  Beispiel  vorkommenden  Stationen  statt.    Da  die  dortige  Be- 
zeichnung (0),  (1),  (2).  (3);  (4),  (5)  (G);  etc.  mit  der  hier  eingeführten 
:(l)i.:(2)i,  2(3)i,  z{i)\;  r(1)2,  2(2)2,  -(3)2;  etc.  identisch  isl,  so  findet  man 
im  Art.  äi  der  angezogenen  Abhandlung. 

z(l),  =  +  0".065,  z(1):,  =  —  0'.48i 

:{2),  =  —  0.212  ,  z{V)2  =  +  0".233  ,  ^(2)3  =  +  0.406 
:(3),  =  +  0.339  ,  2(2)2  =  —  0.071  .  z(3),  =  +  0.021 
:(4),  =  —  0.193  ,  :(3j2  =  —  0.102  ,  2(4),  =  +  0.054 

Sa.  =  —  0.001  ,     Sa.  =        0.000  .     Sa.  =        0.000 
».  s.  w.  mit  dem  obigen  Satze  übereinstimmend.   Da  Gauss  dieses  Satzes 
gar  nicht  erwähnt,  so  muss  man  schliessen,  da.<;s  er  ihm  entgangen  ist. 

4. 

Als  (lorollarium  zum  oben  bewiesenen  Satze  kann  noch  das  Fol- 
gende bemerkt  werden.   Da  slatt  der  oben  angowandlen  Bezeichnungen 

(«!/)  ,  (/?//)  .  irtj)  .  etc. 
(«x)  ,    ißx)  ,   (yx)  ,  etc. 
etc. 
im  Verlaufe  der  Abhandlung  die  folgenden  eingeführt  worden  sind, 

/(•l./)«  .  l{^J)s\  /(37).  ,  elc. 
/(1,//).„  /(2J/),,  r[^JIl    elc. 

etc. 

so  giebt  der  vorvor.  Art.  auch  die  Reflationen 

0  =  ^./(17).,    +N\I12J%    +A"./(3,/).    +... 

0  =  N.fUMi  +  iV'./(2j/),  +  r./r37/).  +  ... 

0  =  iV./(1 ,///),+  iV'./(27//).s+  ^Vl'^"').  +  ••• 

elc.  elc. 

die  Tür  jede  Station  besonders  stall  finden,  und  auch  zur  Prüfung  der 
Riclitif^keit  der  numerischen  Rechnungen,  so  wie  zur  leichteren  Auf- 
findung etwaiger  Fehler  in  denselben  dienen  können. 

Ich  bemerke  noch,  dass  alle  hier  entwickelten  Relationen  wegfüllig 
werden,  wenn  man  sich  des  in  der  Abhandlung:  entwickelten  zweiten 
Verfahrens  bedient. 


6* 
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Suppl.  4.  Von  der  Behandlung  etwa  vorljiandieDie]:, 

überzäljüügen  BJichtwigen. 

1. 

Im  Art.  79  der  Abhandlung  habe  ich  in  Bezug  auf  etwa  vorhan- 
dene überzählige  Richtungen  angegeben  diesen  in  der  Reihenfolge  der 
Richtungen  der  betreffenden  Station  die  letzten  Stellen  zuzutheilen ,  in- 
dem sie  darauf  im  zweiten  Theile  der  Auflösung  so  wenig  wie  möglich 
eintreten.  Hier  werde  ich  zeigen,  wie  man  bewirken  kann,  dass  sie  im 
zweitem  Theile  der  Auflösung  gar  nicht  erscheinen,  und  dabei  alle  übri- 
gen VorthQile,  die  das  erste  Verfahren  darbietet,  vollständig,  bewahrt 
bleiben.  Ich  werde  zuerst  den  Fajl  Einer  überzähligen  RiobUing*,  und 
darauf  den,  in  welchem  zwei  solcher  auf  irgend  einer  Station  vorhanden 
sind,  betrachten;  aus  den  hiedurch  sich  ergebenden  Formeln  kann  man 
leicht  erkennen,  wie  in  Fällen,  wo  drei  oder  mehr  überzählige  RicbUingen 
vorhanden  sind,  zu  verfahren  ist. 

2. 

Die  erste  jetzt  zu  beachtende  Regel  ist  die ,  dass  man  alle  vorhan- 
denen überzähligen  Richtungen  aus  der  natürlichen  Reihenfolge  der  über- 
haupt auf  der  Station  vorhandenen  Rjchtungen  herausheben,  und  den 
Richtungen  nach  den  Dreieckspunkten  voran  stellen  muss. 

Sei  nun  Eine  überzählige  Richtung  vorhanden,  so  stelle  ich  die 
Aufgabe  zu  bewirken,  dass  nicht  wie  im  Art.  76  die  Coeßicienten 

{ab)  ,  {ac)  ,  (ad).,  etc.  nebst  {bc) 
der  Gleichungen  (b1)  <les  ArL69,  sondern  statt  dieser  die  Coefficienteu 

(fcc,1)  ,  (fcrf,l)  ,  {be,\)  ,  etc.  nebst  (c(/,1) 
Null  werden. 


3. 

Wenden  wir  uns  zu  den  Ausdrücken  des  Art.  43,  so  finden  wir, 
dass  die  oben  aufgestellten  Bedingungen  zunächst  auf  die  folgenden 
Gleichungen  führen. 
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\a  velcben 


{bc,\) 

(Kl) 

(be,\) 


0 
0 
0 


(6c) 
(M) 
ibe) 


{ac)a 
{cd)a 
{ae)a 


etc. 


(A) 


(cd,1)  =  0  =  (cd)  +  {ad)ß' 

{ab)  +  {aa)a  =0    \ 
{aa)  +  {aa)(f  =  0    i  ^  ' 


sind;  auf  der  Autlösung  dieser  Gleichungen  beruht  die  Auflösung  un- 
serer Aufgabe ,  als  deren  Unbekannte  die  im  Art.  69  eingeftihrten ,  und 
mit  iV,  iV,  iV*,  etc.  bezeichneten  Grössen  zu  betrachten  sind. 


4. 

Es  wären  nun  zunächst  aus  den  Gleichungen  des  vor.  Art.  et  und 
// zu  eliminiren,  un(}  in  die  daraus  hervorgehenden  Gleichungen  die  all- 
gemeioen  Ausdrücke  der  {aa) ,  {ab) ,  etc.  elc. ,  die  auch  im  Art.  69  ge- 
geben sind,  zu  sutetitairen.  Diese  Gleichungen  würden  hierauf  zu  Func- 
ÄJWn  der  N,N\  N",  etc.  werdert,  deren  Ausdrücke  hierauf  durch  wech- 
selseitige Eliminationen  zu  entwickeln  wären.    Diese  Behandlung  dieser 
Gleichungen  führt  ihdl&ss  auf  Ausdrücke  für  die  genannten  Unbekannten, 
die  so  verwickelt  sind,  dass  sie  siöh  zur  Anwendung  nicht  eignen.   Man 
iDuss  daher  ein  anderes  Verfahren  anwenden,  und  dieses  kann  man  auf 
den  Umstand  stützen,  dass  nicht  alle  iV  aus  diesen  Gleichungen  bestimmt 
werden  können ,  sondern  eine  dieser  Grössen  willkührlich  bleibt.    Man 
bat  a.  a.  0.  gesehen,  dass  die  Anzähl  der  N  der  Anzahl  aller  auf  der 
Station  überhaupt  eingeschnittenen  Richtungen  gleich  ist,  fmdet  dagegen 
aber  leicht,  dass  die  Anzahl  der  Bedingungen,  die  im  vorvor.  Art.  ein- 
gefbhrt  wurden,  um  Einsjkleiner  ist,  wie  diese  Richtungen,  und  hieraus 
folgt,  dass  Eine  der  Grössen  iV,  N\  N'\  etc.  willkührlich  bleibt.    Wenn 
nian  diesen  Umstand  zweckmässig  benutzt ,  so  ergiebt  sich  eine  sehr 
einfache  Auflösung  unserer  Aufgabe. 


Sei  von  nun  an 


und  in  Folge  dessen 


5. 


iV=0 
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(««)  =  c>  -  (pp)  ,  m  =  (>'  -  [pp] 

{ab)  =       -  {pp)  ,      {bcji  =       -  (/,//) 
H  =      -  {pp)  ,     {bd)'  =        -  (//;/") 


wonuif 


{ad)  =       —  {pp"')  , 
etc. 

(aO  =  (tr)  , 

etc. 

{bl)  =  {Ix) 

(er)'  =  0"  -  (/>>")  . 
{cd)'  =       —  (;>>'")  , 

etc. 
{et)  =  (/x) 

{ddi  =  <r-  (pY) 

etc. 
etc. 

{bb)  =  {bb)'  -f-  iV'-^      , 
(fcc)  =  (ftc)'  +  N'N'  . 
[bd)  =  (6(/)'  +  N'N'"  . 

(cc)  =  {cc)'  -f-  iV"-^ 
(f(i)  =  [cd)'  +  ^"A'- 
«■ilc. 

elc. 

{dd)  =  ((W)'  +  ^'"2 

elc. 

elc.  werden ,  wülireiui  der  Ausdruck  für  (//;  unverändert  bleibt.    Setzl 
man  nun  diese  lelzteren  .\usdrücke  in  die  Gleichungen  {Ä),  so  erhält  luau 

N'N'  =  —  {bc)'  —  (öt:)«'  =  -  (6t;,  1)' 
N'N"  =  -  {bd)'  -  («(/)«'  =  --  {bd,i)' 
N'N"=  -  (bv)'  —  {ae)a'  =  -  (6e,1)' 

etc. 
N"N'"=  —  {cd)'  —  {ai{)ir  =  —  {cd,\)' 
wenn 


{bc,  1 )' 

=  M 

+ 

{ac)a 

(bd,  1 )' 

^{bd)' 

+ 

{ad)u 

[be, 1  / 

=  Kbe)' 
elc. 

■^ 

{ae)(( 

• 

(<•(/.  ly 

=  {cd) 

+ 

{adj(f 

v''^.')' 

elc. 

■^ 

{ae){/ 

{de,  i  )' 

=  w 

+ 

{ae)r 

■ 

etc. 
etc. 

gesetzt 

wird. 

ßeslinuut  man  i 

nun  die 

N\ 

N\  olc. 

.><o  dai;s 
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(6c  J)' 

^Verden,  so  orlinlt  maD  sogleich 

(66,1)  =  (66,1)'  +  N"' 
(6c,1)  =  0 
(6d,1)=  0 
(6c,1)  =  0 

etc. 
{ccj)  =  {cc,\)'  +  iV"-' 
(t(/,I)=  0 
{cej)  =  {ceM  +  N"N" 

etc. 
(rf(/.I)=  ((/(/,  I )'+ iV'"-^ 
(dt>,1)=  ((/c,I)'  +  ^"'iV'^ 

elc. 
(ee,1)  =  (eeA)'  +  A^'"^ 
elc. 
etc. 
wo  die  (66,1)'.  {cCyi)\  etc.  eben  so  zu  berechnen  sind,  wie  die  übrigen, 
ähnlich  bezeichneten,  Grössen,  und  die  Berechnung  der(6/,  I),  (c7,1\  etc. 
unvcriinderl  so  ausgeführt  wird,  wie  im  §  i  der  AbhandUing  angegeben 
•ist.    Hieniit  ist  die  Aufgabe  schon  vollsUindig  gelöst,  und  vorausgesetzt. 
dass  man  den  wahrscheinlichsten  Werth  der  überzähligen  Richtung  nicht 
kennen  zu  lernen  braucht,  wird  der  weitere  Verlauf  der  Auflösung  genau 
so  durchgeftihrt,  wie  im  §  6  bei  dein  «ersten  Verfahren»  gezeigt  worden 
isl.    hl  dem  Falle,  dass  man  auch  den  wahrscheinlichsten  Werth  der 
überzähligen  Richtung  kennen  lernen  will,  kommt  eine  kleine  Rechnung 
hinzu,  die  weiter  unten  erklärt  werden  wird. 

6. 

Dass  im  ersten  Theile  der  Auflösung  die  überzählige  Richtung  nicht 
Weiler  eintritt,  ist  an  sich  klar,  aber  dass  sie  im  zweiten  Theile  der  Auf- 
lösung gar  nicht  ein! ritt,  nuiss  besonders  gezeigt  werden.  Da  in  Folge 
der  Coefficienlen,  die  oben  gleich  Null  gemacht  worden  sind,  auch 
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/j"  =  /  =  (T'  =  etc.  =  /'  =  0 
werden,  so  nehmen  die  allgemeinen  Ausdrücke  der  //fr,/), ,  '/(r,//)^ ,  clc. 
die  folgende  Form  an 

^lidJl  =  u\q{aJl  +    q{dJl 

rj{ej\  =  u'.q[aj\  +  i'-qicj),  +  d'\q{dJl  +  q{ej) 
etc.  etc. 

die  durch  Vertauschung  der  /  mit  der  //,  ///,  etc.  nach  und  nach  auf  alle 
Bedingungsgleichungen  auszudehnen  sind.  Da  aber  die  Richtung  a  eine 
überzählige  ist,  die  mit  dem  Dreiecksnetze  in  keiner  Verbindung  steht, 
so  sind  immer  die  Differentialquotienten 

q{aJl  =  q{ajll  =  qiaJII),  =  etc.  =  ü 
und   streicht  man   demzufolge  die   betreffenden  Glieder  aus  den  vor- 
stehenden Ausdrücken  weg,  so  werden  erstlich 

fj{aj\  =  //(a,//),  =  n{ajn\  =  etc.  =  0 
und  aus  den  übrigen  Grössen  dieser  Gattung  verschwindet  Alles ,  was 
von  der  überzähligen  Richtung  abhängt,  indem  y\  d'\  etc.  etc.  von  den 
«',  a,  «'",  etc.  unabhängig  sind.  Da  somit  die  tj{rj)g ,  rj{rjl)g,  etc.  von 
der  überzähligen  Richtung  unabhängig  sind,  so  sind  die  /(r,/),,  f{rjl)\, 
etc.  und  die  CoefBcienten  der  Endgleichungen  es  auch ,  und  der  ganze 
zweite  Theil  der  Auflösung  ist  demnach  von  der  überzähligen  Richtung 
unabhängig.    W.  z.  b.  vv. 


7. 

Zur  leichteren  Uebersicht  sollen  jetzt  die  im  Vorhergehenden  ent- 
wickelten Ausdrücke  in  die  im  §  6  der  Abhandlung  angewandte  Be- 
zeichnung übersetzt,  und  ausführlich  angeführt  werden.  Die  überzähh'ge 
Richtung  werde  ich  mit  a  bezeichnen,  während  wie  a.  a.  0.  die  übrigen 
Richtungen  mit  den  fortlautenden  Zahlen  \,i,  3,  etc.  bezeichnet  werden. 
Die  Hülfsgrössen  a\  (i,  y\  etc.,  die  von  der  überzähligen  Richtung  ab- 
hängen, sollen  um  sie  von  den  übrigen  ähnlichen  zu  unterscheiden  mit 
a\  b\  c\  etc.  bezeichnet,  und  hierauf  mit  a\  (/,  etc.  fif\  y\  etc.  y*",  (T, 
etc.  etc.  fortgefahren  werden.  Da  endlich  iV  =  0  ist,  so  werde  ich  auch 
iV  statt  iV',  iV'  statt  iV',  etc.  schreiben.    Es  sind  nun  erst  zu  berechnen 
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(aa)  :=  0  -  (pp) ,  (66)  =  (?'  -  [pp) 

{ab)  =       —  ipp') ,  (bc)  =       —  ip'p") 

(oc)  =       —  {pp").  {bd)  =       —  {pY) 
(od)  =       —  (pp"'),  etc. 

etc.  {bl)  =  (Ix') 
ial)  =  (Ix) 


icc)  =  0"  -  ip'n     {ddj  =  Q  -  ipY) 
(cd)  =      —  (p"p  ).  etc. 

etc.  ((//)  =  (Ix) 

joi)  =  (fe') ^  

s.  \v.  60  wie  (//)  wie  vorher  zu  berechnen.    Hierauf  rechne  man 

"    ~  (oa)  »    ^  ~  {aa)  '    '^    ^  {aa)  »  eic.   r   —         {o«) 


(66,1)  =  (66)  +  {ab)a 
(6c,  1)  =  (66')  +  {ac)a 
(6d,l)  =  {bd)  +  (ad)a' 

elc. 
(6/J)  =  (6/)  +  (a/)a' 

(cc,i)  =  (cc)  +  (ac)6' 
(cd,i)  =  (cd)  +  (ad)6' 

etc. 
(c/,1)  =  (c/)  +  {at)b' 

(ddj)  =  (dd)  +  (ad)c 
etc. 

(d/,'I)  =  (d/)  +  (a/)c' 

etc.  bis 


(/U)    =    (//)    +  (g/);^--^ 

Man  sieht,  dass  diese  Ausdrttcke  die  erste  Abtheilung  der  bekannten 
uflttouDg  der  Gleichungen  bilden,  auf  die  die  Methode  der  kleinsten 
»uadrate  immer  hinführt.    Hierauf  ist  zu  berechnen 


M=Y—  (6c,1)(6d.1)  (cd,1) 

Ä7   _    _^    _jW IUI»   ^__       (^>M 

^^  —           (cd.<)         ^^     —        ,      N" 
yV» _^ j\f'y Wf^) 

iV"=  -  ^  etc. 

{üv,  I ) 
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worduf  sich  die  l'olf^enden  Ausili  ückc  ergeben. 

{],])  =  {bb.\)  +  N-'  .     (2.2,1)  =  (cd)  +  iV'--' 

(1.2)  =0  ;2,3,I)  =  0 

(1.3)  =  0  (2,4,1)  =  (a',1) +  iV'^' 

clü.  etc. 

(1,fj  =  (6/,l)  .     (2,/,1)  =  (c/,1) 

(3,3^2)  ='"(iw,l)  +  N"-'     .'     \V,U)^iiid)^-t-  N"^ 

iSXi)  =  (de.\)  +  NW ,  etc. 

etc.  (4,/,1)  =  (e/,1) 

.3,/,2)  =  ((i/.i: 

u.  ä.  w.  wcim  luolir  Ricl)luu!;;on  vorhanden  sind.  Mit  diesen  Coctticieuten 
wird  nun  die  fernere  Ueclinunf;  bis  iin  das  lünde  derselben  ^enau  so 
aiisirelührl  wie  im  .^  0  bei  dem  (Mslen  Verfahren  beschrieben  worden  ist. 
in  Bezui:  auf  <he  Hezeiclinuni;  ist  die  einzii^e  Bemerkung  zu  machen, 
«las>  man  statt  des  a.  a.  0.  vorkommenden  Ausdrucks 

(//,t)  =  (//)  +  (1./);f' 

jet/l 

■Jl,\)  =  llia)  ■i-{\,i)X 
»clireiben  niu».>. 


8. 


Wenn  mau  auch  den  wahraclieinlicliistcn  Werlh  der  uber^aliliuon 
llirhluni;  kennen  leinen  will,  so  liriien  dazu  die  loluenden  Ausiliueke. 
Man  rechne  zuerst 

n   =  a 

rt    =  h' 

'■'         t 
a   =  (' 

'I         j'    -      '  '■' 

a    =z  c   -^  0  a    +  n  (I    +  n  a 

etc. 
worauf  man 

erhjtit.    Setzt  man  ferner 

und  dem£;em{iss  für  alle  ubrif:en  vorhandenen  Bedin,mmii>i:leichuni;en, 
Ml  erf;iebt  sich 
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zia)  =  liaJUl)  +  llaJIUll)  +  l'^MlUm)  +  ... 
WO  wieder  (/),  (//),  (///),  etc.  die  Wcrtlio  der  Unbekannten  der  lind- 
gleicbuugen  bezeiclinen.  Nennt  inun  endlich  wiediM  [a]  den  vorlauOgen 
Werlh,  den  mun  im  ersten  Anfange  der  Rechnung  für  die  überzühNge 
Richtung  angenonamen  hat ,  so  wird  der  wahrscheinlichste  Werth  der- 
selben 

x{a)  =  (a)  +  w{a]  —  z{a] 


9- 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  auf  irgend  einer  Station  zwei  Überzählige 
Richtungen  eingeschnitlen  worden  sind,  so  folgt  die  Auflösung  (heser 
Aufga^M'  so  einfach  aus  der  vorhergehenden,  sich  auf  Eine  solche  Rich- 
luug  beziehenden,  dass  sie  ohne  Weiteres  hingeschrieben  werden  kann. 
Man  sc*lze  zuerst  die  beiden  Überzähligen  Richtungen  allen  andern  voran, 
unil  mache  wie  in  der  vorhergehenden  Aufgabe 

(aa)  =  0  -  (PP)  ,     m  =  Q  -  ipp) 

(ab)  =      —  ipp'),      (6c)  =        —  (;;>") 
{ac)  =      —  ipp") ,     (bd)  =        —  ipp") 

etc. 

[al)  =  [Ix]  ,     {bt,  =  {Ix) 

(er)"  =  Ö""  -  (///)  .     \M)  =.&  -  "ipp) 

[cd)  =        —  iv'^p'")  »  ^'l-^- 

etc. 
[d)  =  [Ix")  ,     {dl)  =  {Ix") 

u.  s.  w.   und  rechne  auch  (//)  wie  immer.     Hierauf  berechne  man  die 
zwei  er.>ten  Abiheilungen  der  bekannt rn  Auflösung,  nemlich 

^'   _    _     M.       /,'  —  _    J'*^!       r    —  —     ^"""^^       ric      y^«)  —  —      ^"'-^ 
^*    —  {aa)  '    ^   ~  [aar    ^    ~  (na)  '  ^  ^'^  *    ^       ~  {aa) 

{bbj)  =  (66)  +  {ab)a 
(66',  1)  =  [bi^  +  {(ic)a 
(6(/,1)=  {h([)  +  {ad)a 

etc. 
(6/,-1)   -^  {hl)  +  {al)a 

^cc,  I)  =  {cc)  +  {ac)h' 


i 
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etc. 

(c/,1)  =  (cf)  -t-  (o<)6' 

etc. 

{dl,\)  =  (df)  -I-  (o/)c' 

etc.  bis 


A "  =-  _  (*^    c"  —  _  Mll    etc   yW i^ 

(fc,2)  =  {cc,i)  +  (6c,tj6' 
(cd.2)  =  (cd,<)  +  (6rfJ)6" 

etc. 

(cl.2)  =  (cf.<)  H-  {blj)b" 
(rfd.2)=  («id,<)+(6d,1)c' 

etc. 

((//.2)  =  {<U,\)  +  {bl,i)c- 
etc.  bis 


(«.6)  =  {U,a)  +  (6/,<)ir<« 


Hierauf  werden 


M=  V  —  K2)  (cfl.2)  {<fe.2) 
,v iL-  IV'" (</.*) 

iV"=  -  ^*,-,  iV"  Ä  -  M 

iV"  =  -  ^  etc. 

berechnet,  worauf  man 

(1,1)  =  (cc.2)  +  N'  .       (2,2.1)  =  («W,2)  +  N'' 

(2.4.1)  =  ^2)  H-iVW 
(2,5.1)  =  (di/.2)  +  iV'iV" 

etc. 

( 1 ,1}  =  {d,  I )  .       (2^/.  I )  =  (di.2)  _ 

(3.3.2)  =  (cc,2)  +  r-^      .'     ('4.4.1)  =  (ff.i)  +  iV"^ 
(3.4,2)  =:=  (C/-.2)  +  N'N"  .       (4.5.1)  =  (/•^.2)  -h  ^N 
(3,5,2)  =  (ej/.2)  +  N"N"  ,  etc. 

etc.  (4.f.l)  =  (/-f.2)   

(3./.2)  =r  (e/.2)      _  (5.5,1)  =  (^^.2)  +  iV'"^ 

etc. 
(5,/,1)  «=  (ff/.2) 
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u.  s.  w.  erhält.  Mit  dieseQ  Coefßcienten  ist  wieder  die  fernere  Rechnung 
bis  an  das  Ende  derselben  genau  90  ausKufUhren ,  wie  im  §  6  der  Ab- 
haadlung  bei  dem  ersten  Verfahren  beschrieben  worden  ist.  Nur  muss 
wieder  statt  des  dort  befindlichen  Ausdrucks 

im)  =  iit)  +  {i  ,[)x 

jetzt 

geschrieben  werden. 

10. 

Wenn  auch  diq  wahrscheinlichsten  Werthe  der  beiden  überzähligen 
Richtungen  zur  Kenntniss  gebracht  werden  sollen ,  so  sind  im  gegen- 
wärtigen Falle  die  folgenden  Ausdrücke  anzuwenden.    Zuerst 


a  = 

a 

- 

u 

a  ^ 

b' 

+ 

b"d 

6"  = 

b" 

M 

a  = 

1 

c 

+ 

M      1 

c  a 

r= 

c 

• 

0"= 

d 

-f- 

<r«' 

6'-= 

d' 

-^ 

0"  = 

e' 

+ 

U     1 

e  a 

ff  III 

ra  + 

h'  = 

II 
e 

+ 

/r  + 

IM    ly 

ra 


mw  i\ 


y  b 

etc. 
woraus 

—  «e{a)  =  X*  '*  +  t^^a  +x«  +;t*  ■+-x«+;i:ö  +x«  h 

hervorgehen.   Ferner 

f{a,I\  =  a'(?(< :/).  +  a"'(?(2,/),  +  «"0(3,/),  +  «"0(4,/),  +  a''0(ö./). 
/(fr./).  =  fc"0(i./).  +  6'"Ö(2,/),  +  6"^0(3./),  +  fc^Ö(4,/).  +  6"(?(5,/), 
and  demgemass  ftir  alle  übrigen  Bedingungsglöicbungen.   Endlich 
2{a)  =  f{a,l\{I)  +  /(a.//),(i/)  +  f{a,lU).{m)  +  ... 
z(A)  =  /(6./),(/)  +  /(6,//).(//)  +  {[bjimil)  +  ... 
nebst  den  wahrscheinlichsten  Werthen 

a^a)  =•  (a)  +  w[a)  —  z[a) 
x{by^  lb)^^w{by—  z{b) 
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wenn  wiedtM*  a)  und  (/>)  dio  boim  ersten  Anfang  der  Rechnungen  diesen 
Riclilungen  heiii:el<»ü:len  vorlüufigen  W(Mllie  bedeuten. 

11. 

Die  F[\\U\  in  welehen  auf  ein<»r  Station  drei  oder  mehr  überzühh'ge 
Kiehluni;en  einlese  hnilten  worden  sind .  brauchen  nun  nicht  weiter  er- 
(Hlert  zu  werden,  da  das  in  denselben  ein/aihaltende  Verfahi'en  sehr 
leicht  aus  den  zwei  behandelten  Fällen  sich  eigiebt.  Höchstens  kann  die 
Ausdehnuui^'  der  Berechnung  der  a\  6",  etc.  auf  drei  oder  mehr  Rich- 
tungen eine  kleine  Schwierigkeil  verursachen,  und  ich  will  daher  diese 

Ausdrücke  auf  drei  Richiungen  ausgedehnt  hier  zum  Ueberfluss  anfilhren. 

I         I 
a  ^=  a 


II              1  1       .       1 «    ' 

a  =:  0  +  0  a 

b"  =           b" 

III                 1                  II    t                  /'• 

«    =   C    -f-   C  fl     -f-  C  (1 

1  /"                                                         II                                     Hl  t  1 

fe  =            r      -f-  (^  6 

in                                                                       *•• 

V  =                             c 

1%                   j'         _            VI      1        .            pii     1 

a  =  tt  +  aa  +  (f  a 

b"=            «r    +  itb" 

<•"=:               ,r 

ft  =            V      +  e  b 

1                                                                                                                  !■• 

c  =                          e 

w=             /        -¥-  1  b    +  y  b     +  y  b 

c  =                         1       +yc+yr 

'  + 

d"a' 

6"  •  =            »'     +  g  b    +  ()7/'  -f-  d"fc' 

+ 

d"b' 

1  ■                                                                  I                          ...»    /•                  .1«.    1 

(*    =                           9        +  0  r    -f-  c)  t' 

■^h 

d"c" 

etc. 
Vergleicht  man  (hese  Ausdrücke  mit  denen,  die  ol>en  filr  zwei  und 
eine  ülM'rziihligen  Richtungen  gegeben  worden  sind,  so  findet  man  leicht 
die  Ausdrücke  ftlr  vier  und  mehr  dieser  Richtungen. 

12. 

Um  die  vorhergehenden  Rnt Wickelungen  «lurch  ein  Beispiel  zu  er- 
läutern  soll  die  erste  Station  des  Hauptl>eispiels  «ler  Abhandlung  dienen, 
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auf  welcher  zwei  überzählige  Richtungen  vorkommen.    Setzt  man  diese 
jetzt  vonm,  so  steht  das  Täfelchen  für  die  [pp),  [pp).  etc.  wie  folgt 


r  = 

1         !o) 

1       W 

{•) 

(2) 

(3) 

(I) 

P 

P' 

P" 

___                             _ 

p'" 

p- 

/> 

20.4167 

12.083.3 

3.75 

2.6067 

7.75 

5.3333 

V' 

20.75 

1.4107 

1.33.^3 

9.9167 

**  t* 
;>.5 

p" 

r).r,K;]:j 

4.5 

0.75 

0 

p"' 

6.0 

1.5 

0 

jr 

14.0833 

9.0 

p' 

10.1667 

Q 

5« 

31 

17 

16 

36 

%\ 

ilnr] 

+  15'.'98.3 

—  22'.'70i 

—  9'/220 

-f-  13:523 

-f-  6'/74'ä 

—  4'/323 

Hiemit  bekommt  man  zuerst 
[aa)  =        31.5833 


{ab)  =s  —  12.0833  ,  [hb]  =      30.25 

(flc)  =  —     3.75      .  [bc)  =  —  1.4167  . 

{ce) 

(arf)  =  —    2.6067  .  {bit)  =  —  1 .3333  , 

[cd) 

(ae)  =  —    7.75      ,  {be)  —  —  9.9167  . 

{ce) 

{af)  =  —     5.3333  ,  (/»/)  =  —  5.5 

(cf) 

10.4167 


i) 


(a/)  =  +  15*'.983  .  {hl)  =  — 22".704  ,  (c/)  =  — 
{dd)  =        1 0.0 

{de)  =  —     1.5         .  {ee)  =       21.9107 
fäf)  =  0  .  (./•)  =  -  2.0        ,  (//•)  = 

(<//)  =  -i-  13".  523   ,  {el)  =  +   6".742  ,  (/■/)  =  — 
und  wie  in  der  Abhandlung 

{11)  =  174.367 
Die  Ausdrücke  de.<;  Art.  9  gehen  nun  hiemit 
a  =  (9.58273)  .  //  =  (9.07459)  ,  r'  =  (8 
(f  =  (9.38984)  ,  c'  =  (9.22754)  ,  x^"'  =  - 
wo,  wie  immer,  die  in  Klammern  eingeschlossenen 
rillinien  sind.    Ferner 
M,V)  = 
{fcc.l)  =  - 

;m,i)=  - 

be,\,  =  — 
bfl)  =- 

(WJ;  =  - 


4.5 

0.75 

0 

9".  220 


12.8333 
4".  323 


92051) 
-  (9.70420) 
Zahlen  die  Loga- 


25.6270 

2.8514  , 

(tc,1)=        9.9714, 

2.3535  . 

(rt/.l)  =  —  4.8166  , 

{dd,i)  =       9.7748 

12SSI8  , 

(cß.l)  =  —  1.6702  . 

{dej)  =  -  2.1544 

7.5405  . 

{cp)  =  —  0.6333  , 

(rf/,1)  =  —  0.4503 

16".  5891, 

(c/,1)  =  —  7".  3222, 

{dl,\)=  +14".8725 

96  P.  A.  Hansen, 

(ee.1)  =s         20.0150 

(e/;i)  —  _     3  3087  ,  (/jf,l)  =        11.9327 

(/?/,t)  =  +  10".6639,  (/i,1)  =  —     r.6240  ,  (W.a)  =  Ififi  279 

h"  s=  (9.04636)  .  c  =  (8.96301)  .  /  =  (9.70129) 
c"  =  (9.46870)  .  x**'    =  (9.81112) 

(fc,2)  =        9.6541 

(cd,2)  =  —  3.0785  ,  ((W,2)  =  9.5587 

(ce,2)  =s  —  3.1035  .  (<fe.2)  =  —    3.3374  ,  («j,2)  «        13.5397 

(c/;2)  =  —  1.4723  ,  (d/;2)  =  —     1.1428  .  (e/,2)  a=  —    7.0990 

um  =  —  9."1679,  (rf/.2)  =  +  13".  3491 .  (c/.2)  =  +    2".3253 

(/jr,2)=        9.7141 

(/|;2)  =  —  6'.50*9  .  {U,b)  =  155.541 
Die  Rechnung  für  die  N,  N",  etc.  stelit  nun  vollsMnoKg  so 

—  (c<i,2)  =  (0.70574) 

—  (ce,2)  =  (0.49185) 

—  (di.,2)  =  (0.523-41) 

"1.72100 
M  r=  (0.86050) 
N  =  (Ö.33709) 

iV  =  (0.36865)       —  (c/;2)  =  (0.16800) 
iV"  =  (0.15476)  A'  =  (0.337Ö9) 

iV"=  (9.8.3091)       9.83091 

und  hieraus 

m  =     4.7225 
iWV' =+3.0785,      iV'»=     5.4614 
i\W"=+3.1035,  iViV"  =+3.3374.     N"-^=     2.0395 
AW"=+1.4723,  ^'iV''  =  + 1.3833.  iVA""=+ 0.9675,  iV"*=0.4590 
womit  die  Wertbe 
(1.1)=       14.3766.(2.2,1)=       13.0201 

(3,3,2)  =       15.5792 

(2,4,1)  =  +  0.4405  ,    (3,4.2)  =  —  6.1315 

(1,/)  =  —  9M679  ,   (2,/,1)  =  +13".3491  .    (3,/,2)   =  +  2'.3253 

(4,4,1)=      10.1731 
(4,/,1)  =  —  6'.5049  ,  (//,ft)  =  135.541 
erhalten  werden ,  auf  welche  die  betr.  Ausdrücke  des  §  6  anzuwenden 
sind.    Diese  geben 
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X  =        (9.80461)  ,  (//,1)  =  149.695 
/  =  —  (8.46728)  .  /  =  —  (9.94878) 

(4.4.2)  »      10.1602 
(4./,2)  =  —  6".8964  ,  (W,2)  =  137.831 

/  r=  (9.59501) ,  /  =  —  (9.17404) 

(4.4.3)  =        7.7471 
(4,/,3)  =  —  5".9810  ,  («,3)  =  137.484 

/  =  (9.88763) 
(i/.4)  SS  132.866 

Dieser  Werth  von  (//,4),  welcher  mit  dem  von  (//,6)  des  Art.  84 
f       identisch  sein  muss,  stimmt  mit  diesem  so  nahe  überein,  wie  die  Aus- 
dehnoog  der  angewandten  Logarithmen  es  gestattet.  Es  wird  nun  ferner 
durch  die  oben  angezogenen  Aosdrücke 

«,(1)  =  —  0".6377 
w(2)  =  +  0.91 1 4 
vo[i)  =.  —  0.1 545 
«,(4)  —  —  0.7720 

und  diese  müssen  vor  Allem  der  Bedingungsgleichung  . 

NwH)  +  iVi»(2)  -I-  iV"a;(3)  +  N''wH)  =  0 
gnttgen.   Man  findet 

JV=  (0.3371  ).  iV' =  (0.3687).     iV"  =  (0.1548)  ,     iV'"  =  (9.8309) 
ir(l)=(9.8046n).w(2)  =  (9.9597).  «;(3)  =  (9.1889n),  n>(4)  =  (9.8876n) 
und  die  vier  Producte  werden 

—  1".386 
+  2.130 

—  0.221 

—  0.623 


Sa.  =    0.000 

Zweitens  müssen  die  Unterschiede  der  tv  mit  denen  des  Art.  84 
der  Abhandlung  übereinstimmen,  und  die  Vergleich  ung  zeigt,  dass  dieses 
aach  der  Fall  ist. 

13. 

Zur  Ausführung  des  zweiten  Theils  der  Auflösung  sind  nun  aus 
den  vorhprgphr>nden  Rechnungen  zu  entlehnen, 

AM»4I.  4.  K.  S.  GcMllKb.  d.  Wiwenirh.  XIV.  7 


'  i  :     ^^    "^    •  f  •  nM.» 

^  =  —  .t,  «ir** 

*±tf   =     ,  -r/liTT 

:  =:^^  'i;  ;afi»»»M 

:..;.£  =      -i'-Jür. 

H.».*-^  =  (i'.'««i»;*- 

tpoflf    ii^n    IhremniiiaiauiHi^Miiei    (ie*  lif^rinismifSufsnäiuiioMi.  des  Drei- 
>rrjNfl*H2P^:    "t**f  iwi  urJ.t    //.'"iI7;,  «CT..   cwT*«i  W*fl*hif^iiian.ni  Art.  9; 


cue.»-..-.i.      114  »,rJ',.  «u^  »i-J/i,:  IMJ.  ».''?.  7^,    inj.  Tjn^ir,.  loip  n'^rfi 


-  I  1      I  I.             I            -                —  ii  fi.i'a*Nlw  '.KM^^eOa 

■  *                 I  I.            ».        —  ?:>W!'*;rii           — 

!  )  i.  W           —                  —  L.                            —          'K. 

j  ..  \  l*i:;il-ii  i^.  *-^•"i^♦«^  I.  1^  ifir  1. 'T+eTi.  *i.^MJO«     *.'^Wfl5 


«»»t  »'r^   :     Uli  (  "   /       Ol?.  *  r*JP-  ',UK:'lln,*^  I     <i»f.ijf»r  ff',   tiiic^r.  Ff  ^ 


f.v  V .  «i:.  /r  J' ,      »lu..  <  •  *//!,     üiL  fr  .■^' .      inj.  "/rf^ff  .     tf«f  r,  l'f  i 


» 

*  .<r.ri..      4^  ♦^>ü).u.i.                                       -^  'liH'i^KI»  VHlik^ln 

;  * 

''';-.      '^.^^*#l•i     ^.  ^*M.'*<l.:»u  :  Siiil»»*:     V»i.«CU     :.3:!l^9ii 

> 

-e  ri\-^   1  '  •  'M  in.  ^:"*'<4.,     'f.  )ÄS.*1     V5rteH*>    :SlIo690 

'      f. 

♦  'irtj^^r  '  ;-*•»  6^  M  *i  V  J     ^  WlW.5»fc  *jW»i*i    ».«$171 

K*\^  1«^  >  ^rnmitiiiui.  utr  (  in«  «Jlaf:j««ai  Wifvttlkm  «kv  /efgiebt  sich 
rter  it^uoxitU^  fc*:f4':»«^  i^n  'iit*  "Na!;«»  t  j^trt  ^m  A«  Coi4brienteD  der 
Rnd^#>^rhiin^>n  ii^ii^r:  i^  >!&  die  •fÄz^fitKn  Gbeder.  aus  welebeo  er 
b^vfrrht  fvm'/4rti«jf>  f^.h  fia*^  «^lieii«  fef^er  a?.vfc  •»?  Abschrift  der  bez. 
(A\p'A^x  \\\x\'/j\  'ii^.  /ii  .-tf^n  ,n  der  Abkftadliwu:  ^:e$;irt)imeQ  Wertheo  ge- 
h^»f <m  'tnnit  AUiiv  4;^  nis^i^cn  mit  d^tt  ah^c  Wettben  vergleicheii  kann, 
fiic  ^^i*!^^  Ai*c>w%)lan.st:^A  der  f'^lisefideii  TaHel  eadolieB  die  neuen,  und 
rli^  i>rvi^^  AhfJv^Totv^D  die  ahen  Wertbe  dieser  Glieder. 
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L 

i 

i 

r 

S 

Jogg. 

\        {/,/) 

:       logg. 

8. 8423  in 
7.47315 

8.89734n 
8.03663 

-0.06955 
+0.00149 

!     logg. 

— 

8.71844n 
8.71846n 

[IJII] 

-0.05229 
-0.05229 

-0.05229 
1-0.05229 

1 

1 
1 

8.84234 
8.92521 

1 

0.06955 

0.08448 

— 

1 

1    1 

i 

1 

1 

0.15373 
0.07893 
0.07480 

0.15373 

—  0.06806 
-0.07894 
+0.01088 

i  8.89734 
18.87386 

-0.06806 

r' 

1 

logg. 

U.IV) 

logg. 
9.00514n 
8.59963 

9.0601 4n 

— 
8. 41 69  in 

iI,V] 

—0.10119 
-0.03977 

logg. 
8.84094n 

8.75690n 

8.89594n 

1  8.67923n 

1 

1         -^— 

(/,  VI) 
—  0.06933 

-0.05714 

f 

4 

8.52349n 

—0.03338 
— Ö.03338 

\ 

1 

—0.14096 
-0.11485 
-0.02612 

—0.14097 

-0.12647 

1  -0.07868 

-0.04778 

\ 

4 

r 

8.52349ti 

—0.03338 
—0.03338 

-0.12646 

'.  < 

logg. 

(//,//) 

logg. 

[IIJII) 
-0.07047 

-0.07047 

-0.07047 



logg. 

7.36093 



7.36078 

■ 

[IIJV) 
+0.00230 

\ 

2 
(3 
14 

4 

1 

8.84234 
8.82406 

■ 

0.06955 
0.06670    ' 

1 

1 

8.84803n' 

1 

i 

0.13625 

+0.00230 
+0.00230 

1 

2 
3 
4 

4 

8.89734 
8.75814 

1 
1 

0.07894 
0.05729    i 

8.84805n 

__       i 

1 

0.43623 

1 

—0.07047 

+0.00230 

r 

1 

logg. 

+0.40149  i 
4-0.04049 

logg. 

8.84094 
7.ö2199n 

(//,r/; 

logg. 
8.84803 

1 

9.42342 

1 

[111,111] 

2 
3 
4 

i 

4 

1 

9.00544    1 
8.60735    i 

i 

+0.06933 
-0.00.333  ' 

1 

+  0.06600 

1 

0.07047 
0.13287 

4-0.44168 

0.20334 

i 


!  1 


9.060U 
8.12869 


+0.H485    8.89594    ,+«.07868  —       I         — 

+0.08683    8.I0339R    — 0.0ti68    8.8i8fl5        0.070*7 


I    j 


7.3609.3b    —0.00230  ^  8.6073511    —0.0i0i9    7.52199 
8.83965d    —0.069U  19.0046*      +0.^0107     9.05471 


+0.00333 
+0.41349 


;.36078i) 
8.89364)1 


-0.00230  18.12862)1    — 0.07683    8.40332    i  +0.01268 
-0.06913   8.94156      +0.08741,9.0*732    |  +O.<0407 


8.52349        0.03338      8.59963      +0.03977     8.75690 

8.89365        0.07828    ;  9-00462«    —0.40107     ».05471)1 

"ÖTiriee"  —0.06130  : 


I-0.057U 
-0.11343 


8.52349    '     fl.03338      8.41694       +0.0Ä6I2     8.679S3      +0.047 
8.89364         0.07828      8.941.16)1,  — O-OMTll     9.01732.1    —0.10407 


9.16794 
8.42205 


(T.ri 


!•»■ 


iV.r/) 


3170 


l-rt.  18968 


»7.  r/1 


0.14721     19.00374  +0.10086  8.83954  0.069(1 

0.02643      7.3366911  —0.00217  —  — 

—  _  —  8.04616  0.0III2 

0.081 07      8.95895  +0.09098  8.9.5895  0.09098 

0.25471  "  +0.18967  0.17121 


9.22294  0.16708  19.05874  +0.11448  8.89454  0.07844 

6.24332  0.01751  7.9l80iM  —0.008*8  —  — 

_  _  —  —  7.96849  0.00930 

8.84580  0.07011  8.92 1. "»6  +0.08318  8.9*156  0.08348 


>.171?» 


Man  erkeoDi  hieraus,  dass  nach  der  iieu«i,  hier  ausgeführten  Be- 
rechnunfi  die  CoefScienlen  der  Bodgleichangen  aDTertodeit  diesf^lbeo 
bleiben ,  obgleich  die  einzelnen  Glieder .  aus  welchen  sie  i 
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setzt  sind,  grösstentbeils  sehr  verschiedene  Wertbe  haben.  Die  Unbe- 
kannten (/),  (//),  etc.  dieser  Gleichungen  behalten  daher  jetzt  auch  noch 
dieselben  Wertbe,  die  im  Art.  95  der  Abhandlung  gegeben  sind.  Ver- 
bindet man  diese  mit  den  oben  gegebenen  Werthen  der  /*  nach  Anleitung 
des  Art.  1 42,  so  bekommt  man  die  folgenden  Werthe  der  z{r). 

z{l)  =  -H  O^OOS? 

z(2)  =  +  0.0603 

z{3)  =  —  0.4529 

z(4)  =  +  0.4460 

Diese  inUssen  zufolge  des  vorhergehenden  Suppl.  vor  Allem  der  Gleichung 

Nz{i)  -H  N'z{2)  -H  N"z{3)  -H  iV"z(4)  =  0 
gnttgeo,  und  die  numerische  Rechnung  bestätigt  dieses.  Denn  es  werden 
^=  (0.3371)  .  N'  =  (0.3687)  ,   N"  =  (0.1548)  ,  N'"  =  (9.8309) 
z(1)=  (8.9717) ,  z{i)=  (8.7803)  ,  z(3)  =  (9.6560w),  z(4)  =  (9.6i93) 
oBd  die  einzelnen  Glieder  der  vorstehenden  Gleichung 

+  0\2036 
-H  0.1409 
—  0  .6469 

+  0  .3021 
Sa.  =  —  0  .0003 

^veiche  Summe  für  Null  zu  achten  ist.  Die  Unterschiede  dieser  Werthe 
derzir)  müssen  ferner  mit  den  Unterschieden  der  in  der  Abhandlung 
im  Art.  96  erhaltenen  übereinstimmen,  und  die  Yergleichung  zeigt,  dass 
dieses  auch  der  Fall  ist. 

14. 

Die  Ausgleichung  des  betr.  Dreiecksnetzes  ist  mit  dem  Vorhergehen- 
den schon  vollständig,  auf  die  neue  hier  entwickelte  Art,  ausgeführt, 
ich  werde  aber  um  die  betreffenden  Ausdrücke  zu  erläutern,  hier  noch 
(fie  wahrscheinlichsten  Werthe  der  beiden  überzähligen  Richtungen  be* 
/ecbnen.  Durch  die  Ausdrücke  des  Art.  1 0  findet  man 

a'  =  (9.58273) 

a   =  (9.20764)  ,   b"  =  (9.04634) 

d"  =  (9.07761)  ,    b'  =  (8.96300) 

J'=  (0.64116)  ,    r  =  (9.70124) 

a'  =  (9.65337)  ,    b'  =  (9.68960) 
ond  hiemit,  so  wie  mit  den  obigen  Werthen  der  /""K  )^^\  x\  etc. 


sw!ii:«A  Äfc*:«-  J«den.  so  wie  die  üolerschiede  derselben 

Vberthen  der  w{\),  tr(2),  etc.  müssen  mit  den  Ui 


►  .4r«  JH'  m  .i*'*-^^  d^r  Abhandlung  erhaltenen  Werthe  derselb^^ 
j^,^..:s»:muiea.  und  die  Vergleichung  zeigt,  dass  dieses  auc  i 

?t    ..  >.  vA^e  de^  An.  10  geben  ferner 


.     lo^/V'.//.    lognr///)JloR/T,/r. 


iog/-r,v:, 


8.7118 
8.7701 


7.853<)w  '  8.536i 
7.781 2fi|  8.62Ö2 


iog/-v.r7, 


8.6565 
8.7330 


•  T„.i     <.•  x^v  mit  den  Werthen  der  (/),  (//),  etc.,  die  aus  A^ 

^>j,BJvSuir^  :i  av"l»»M»'n  sind,  ergeben  sich 

:(«)  =  —  0".0505 
j(6)  =  _  0.0805 
v^  ■■  ^' •>i.'>'«iNi  Jiosor  beiden ,  so  wie  die  Unterscliiede  derselben  aait 
Cxw  ^vr-:^donon  Werthen  derz(1),  2(2),  etc.  müssen  wieder  onit 
•    .^N:.NV.xKni  dor  im  Art.  9G   der  Abhandlung  erhaltenen  Werllie 
xPvM  Tv^xi^'»  üboroinstimmen,  und  man  kann  sich  leicht  überze**- 
i«v  iv\v\<  in  der  That  der  Fall  ist. 


^^  jv  hMt Wickelung  eines  besonderen  Falles,  in 
»-  .vlv«  **»**  ^^^^  ^^^  Ausgleichung  auf  der  Station  auf- 
^a.>t.=^'n  tilcicliungen  sich  in  zwei  oder  mehrere,  von 

^tuHi^'r  vi^llig  unabhängige  Systeme  zerlegen  lassen. 

1. 

»  »I.»  «Uli  «'inor  Station  eine  gewisse  Anzahl  der  überhaupt  beob- 

■^•v'htuuKC»  '"  liciix^iii  (jyi'iis  luil  den  übrigen  Richtungen  zu- 

» •  *i\K*htol  worden  ist,  so  ist  von  selbst  klar,  dass  die  Gleichun- 

1  •   111  vhi*  .\usgleichung  auf  dieser  Station  aufzulösen  sind,  in  zwei 

,;utiKlot  uuahhlingige  Systeme  zerfallen  müssen,    und  wenn  auf 

.V ..»  viihivn  mehr  solcher  Lücken  vorhanden  sind,  so  müssen  die 

neu  vUoirhungon   in  mehr  wie  zwei  von  einander  unabhängige 
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Systeme  zerfallen.  Um  diese  Fälle,  die  sich  von  selbst  verstehen,  handelt 
es  sich  aber  hier  nicht,  sondern  es  soll  gezeigt  werden,  dass  die  ge- 
aannte  Zerlegung  sich  auch  auf  den  Stationen  ausführen  Isfsst,  auf  wel- 
cl>€D  eine  gewisse  Anzahl  von  Richtungen  mit  einer  gewissen  anderen 
.%nzahl  durch  Eine,  sowohl  zugleich  mit  diesen  wie  mit  jeneu,  t)eobachlete 
Kichtuns;  verbunden  sind.  Es  wird  dabei  gezeigt  werden,  dass  sich  diese 
i^^rlegung  auf  verschiedene  Arten  ausführen  lässt. 

2. 

Ks  braucht  nur  der  Fall  der  Zerlegung  in  zwei  Systeme  betrachtet 

lu  werden ,  da  die  Behandlung  der  Fälle ,  wo  mehr  Zerlegungen  mOg- 

ficbsind,  daraus  von  selbst  folgt.    Die  Richtung  die  mit  allen  anderen 

verbunden  ist,  will  ich  zuerst  in  der  Reihenfolge  voranstellen,  und  mit 

r  bezeichnen,  die  übrigen  eingescimiltenen  Richtungen  sollen  mit  x\  x\ 

r,elc.  und  j*^,  .r  ,  .r  .  etc.  bezeichnet  und  angononunen  werden,  dass 

die  mit  oben  angehängten  Strichen  versehenen  Richtungen  mit  denen, 

welchen  die  Striche  unten  angehängt  worden  sind,  nicht  zugleich  beob- 

iditet  worden  sind.     Es  können  übrigens  so   viele  verschiedenartige 

Gruppen  von  Gyris  vorkommen,  wie  die  Anzahl  der  Richtungen  zulässt. 

Versieht  man  nun  die  IlülfsgrcLssen  eben  so  mit  oben  und  bez.  unten 

iDgehängten  Strichen,  so  findet  man  lei(*lit.  dass  in  dem  hier  in  Betrach- 

long  stehenden  Falle  die 

\PP)  =  [p'PJ   =  iPPj  =  etc.  =  0 

ppj  =  ypp,)  =  {ppj  =  etc.  =  0 
fp)  =  (/>>J  =  ip'pj  =  etc.  =  0 

etc.  etc. 

Herden,  und  e^:  werden  daher,  weim  das  (MSte  in  der  Abhandlung 
entwickelte  Verfahren  befolgt  wird ,  die  autzulösenden  Gleichungen  die 
folgenden  sein. 

X:^(ppj\jr+)yX    _     (^y/);;r'  +  ;iVW'' —(;>//')  ^r''+;iV^'''—  j^p'y^     H-etc. 

+  ;.VA;    -    {pp)ixrhm-(ppJ\xM^^.-{PPj^.    +etc.=  ((a;: 

f-^pp)  ^^jc+\Q'+y'-^-'.ypy^x+\iyi\'-{pf^^^^^^  {pyy  +etc. 

+  NN  X    -h  N'N  X    +    lVN  X        +eic.=(lx) 

II  II    II  III    iii  -    I 

+  Xfi  .1  -\-  N"N  a-    +   N'N  x       +eic.=^(lx") 

II  II       a  III       m  *         ' 

-(pp"){^4-i;v^r-(/>yo!/+|iV^v'-,;,y)jx"+|o'vr'^-(/^y')!/'-i-eic. 

+  N"IS  X   +  A""iV  X    +   N"N   X         -i-etc.=(te") 

I       i  II       II  III       III  \         I 

etc.  etc. 
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\NN—{pp)\x  -t-  N'N  d  +  N"N  x"  +  N'"N,x"  +  etc. 

\NN—{pp)\x+  N'N^  x'  +  N'N,  a;"  +  ^"iV  /'  +  etc. 
\NN^^{ppJ\x+  NNy  +  N'N^  +  N"N„x-  +  etc. 

+t^A-(/',pJ}^,+!^A-(P4'JK+10-+^«.'-(p.pJk+etc.=(i 

etc.  etc. 

3. 

Um  die  eben  erhaltenen  Gleichungen  in  zwei  von  einander  unab- 
hängige Systeme  zu  zerlegen  braucht  man  nur 

NN,  =  ipp)  .   NN  =  {ppj  ,  NN^  =  {ppj  ,  etc. 
iV'  =  0  ,  iV"  =  0  ,   iV"  =  0  ,  etc. 

zu  setzen,  denn  biemit  bekommt  man  sogleich 

\Q+N^—{pp)}x         —ippy  —(/»?>"  —{pp'y    +etc.s=((a;) 

-{pp')x+\Q'-{pp)\x         -[p'p'Y         -{pp'y   +elc.=.(te') 

-(PP>  -iv'vy+\Q'-{PP)\<^''         -iPP^"  +etc.=(te-) 

-{pp>         -{P'P¥         -(p»"+{(r-(p>")}«"'+etc.=r(te-) 

etc.  etc. 

|(?,+iV,^-(p,P,)|^,+  {W-(PA)K+  {^A--(P,PJk+etc.  =  (tej 
{iVA-(PA)!^,+10„+iV.>-(p.P„)lx  +  |2VA-(f  A)l^-+etc.  «  (faj 

etc.  elc. 

Diese  Gleichungen  haben  auch  die  allgemeine  Form,  die  alle  Gleichun- 
gen haben,  auf  welche  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  hinrührt. 

Die  obigen  Gleichungen  für  die  Bestimmung  der  betr.  N  lassen  die 
erste  dieser  Grössen,  nemlich  N  unbestimmt,  und  man  kann  daher  noch 
eine  Bedingung  einftlhren.    Setzt  man 

N.K  =  ip.p,) 

SO  werden  wie  im  Allgemeinen,  nachdem 
gesetzt  worden  ist, 

N  =  TT     ,  etc, 

N  —  — 
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und  das  zweite  System  von  Gleichungen  nimmt  die  folgende  Form  an 

|0.+iV.'-(p,p,)}x.  +  jiV^iV, -(p,pj  a;„,+elc.  =  (Ix) 

{0„+^»-(p.p„)N.+  |  iVA,-(p„P>,„+etc.  =  (te ) 
l^'A-(p;'JI*,+{  V»,-(P„Pjl^„+!0„,+^,;-(p,„pJ!x„+etc. = (te  ) 

etc  etc. 

welche  auch  mit  der  allgemeinen  Form  übereinstimmt.  Ich  bemerke  hiezu 
Doch,  dass  man  dm*ch  dasselbe  Verfahren  auch  die  Zerlegung  so  be- 
wirken kann,  dass  das  eine  System  von  Gleichungen  die  Unbekannten 
x^  X  ,  X  ,  X  y  etc.  und  das  andere  die  x\  x\  x\  etc.  enthält.  Man 
braucht  zu  dem  Ende  nur  in  den  ersten  allgemeinen  Gleichungen  die 
X  ,  X  ^  X  ,  etc.  den  x\  x\  x\  etc.  voran  zu  stellen. 

4. 

Um  die  Zerlegung  in  zwei  Systeme  auf  eine  andere  Art  auszufuhren, 
werde  ich  der  Richtung,  die  durchgängig  beobuch (et  worden  ist,  den 
letzten  Platz  in  der  Reihenfolge  der  ersten  Abtheilung  von  Richtungen 
anweisen,  und  diese  daher  so  stellen, 

X  ,  od  ,   x\   x"  ,   etc. ,   j?(*— <) 
wahrend  die  andere 

jj(Ä— <)  ^  X  ,  X  .  X  ,  etc. 
sein  soll,  und  j;(^~^)  die  durchgehends  beobachtete  Richtung  bedeutet. 
Man  kann  jetzt  die  N  ganz  auf  dieselbe  Weise  bestimmen ,  wie  bei  An- 
wendung des  ei*sten  Verfahrens  der  Abhandlung  gezeigt  worden  ist, 
und  ich  will  daher  die  Coefßcienten  in  den  allgemeinen,  in  der  Abhand- 
lung angewandten  Zeichen  ausdrticken.  Da  es  leicht  zu  finden  ist,  dass 
nan  immer 

iPP)   =  (PPj  =  (PPj  =  elc.  =  0 
[PV)  =  (M  =  iP'PJ  =  elc.  =  0 
(P  P.)  =  (P>J  =  (P>J  =  etc.  =  0 
etc.  etc. 

werden,  so  sollen  auch 

N  =  N  =  N  =  etc.  =  0 

/  U  III 

gesetzt  werden,  welches  stets  unbeschadet  der  eben  genannten  Bestim- 
mungsart  der  tlbrigen  N  geschehen  kann,  ja  eigentlich  von  selbst  daraus 
folgt.  Die  allgemeinen  Gleichungen ,  die  man  hierauf  bekomm!,  werden 
nun  die  folgenden  sein. 


aXiju:  +  (2,4,1)/'  +  elc.  +  (2,A,1)x(''-''  =  [Ix') 

(3,3,2)/  +  (3.4,2)/"  +  elc.  +  (3,A,2)/*-''  ^  [Ix, 
(2.4,«)/  +  (3.4,2)/  +  (4,4,i;Kr"'  +  etc.  -i-  (4,6,1)/*-'  =  (U") 

etc.  etc.  etc. 

(2.A.1)/  +  (3,A.2)/'  +  (4.A,I)/'  +  elc.  +  (A.A.I  >?;'*-' 

+  (A,A-l-1,1)j,  +  (A,A+2.l);r„  +  (A.A-hS.I  ;«„+etc. 
.Ä+1,1)j;'*-'  -i-(A-h1,Ä-hl,1):r,-|-fA+1.A+2.1);r^+(A-h1,A-|-3,rx„+etc. 
,A+2,l;.r*-'  +rA+1.A+2,1)A- -|-(A-|-2.A-»-2.I^J-  -»-^A+2,A+3,1).r  +etc. 

etc.  etc. 

Aber  da  hier  iV^,  A' ,  iV^ ,  etc.  Null  sind,  so  entsleheu,  zufolge  des 
Art.  71.  der  Abhandlung,  die  folgenden  Bedingungsgleiohungen 

etc.  etc.  elc. 

addirt  man  daher  die  letzte  Abthoilung  der  vorstehenden  Gleichungen« 
nenilich  diejenigen  die  nur  die  Unbekannten  i;  *-'  ,  x\ ,  jc^^ ,  .1;^,  elc.  ent- 
halten, zur  nächst  vorhergehenden  Gleichung,  die  alle  Unbekannten  ent* 
hält,  so  geht  diese  letzt  genannte  in  die  folgende  über, 
{2,hJ)x+  {3A^)x"     +  (4,A,iy"  -f.  etc. 
-f.  {(Ä,A,I)  +  (A,Ah-1,1)  +  (Ä,A-f.2,i)  +  (A,A-f-3,i)  +  etc.Ja;^*-«' 
=  (t.:'^-^))+  (^)  +  (te)  +  (Lrj  +  etc. 
aus  welcher  die  Unbekannten  jr,  j- .  x;^,  etc.  eliminirt  sind.    Um  aus 
den  obigen  Gleichungen,  die  diese  Unbekannten  nebst  ,c^-^    enthalten, 
diese  letzt  genannte  zu  eliminiren,  braucht  man  in  dieselben  nur 

[X^ — x'^^^^> )  +  j-'»-^    statt  .1-^ 

(x  — x'^^-^'f )  +  X^"^     SlcUt  X 

X  —x'^-^> )  -f-  .r^-^    statt  j- 

-     in  I  lil 

etc.  elc. 

zu  substituiren ,  worauf  vermöge  der  angeführleu  Bedingungsgleichun- 
gen die  (iOefficienten  von  x^"^  verschwinden.  Die  (»bigen  Gleichungen 
sind  hiemit,  abgesehen  von  der  Gleichung 

[\A)x={lx) 
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yrelcbe  üchun  ein  System  nir  sich  bildet,  ia  die  fulgenden  verwandelt 
worden,  die  zwei  völlig  von  einander  abgesonderte  Systeme  bilden. 

(i,2,\)x'  -h  (2.4,1)x"'  +  etc.  +  !2.A,1)a:;*-')  «=  [Ix") 

(3,3,2)x"  +  (3.4,2).ii"  +  etc.  +  (3,A,2)xf*-')  *=  {Ix) 
(f.4,1>B'+  (3,4,2)a;"  +  (4.4,1)a;"'  +  etc.  +  (4,A,<y*-«)  «  fte"',. 

etc.  etc. 

(i,A,1>r'+  (3,A,2>"  +  (iA^jx"  -h  etc.  +  Hx^i*-*^  «  L 
k+4.Ä+<.1>r',+(*+I.A+2.1).r„+(A+i,A+3,1)iC„,  +  etc.  =  [Ix,) 
^k+i,A+2,l)x,+(A+2.A-H2,1;y,+fÄ-|-2,A+3,1X„  +  etc.  =  (Jx,) 
li+rA+3  1)x',+(A+2.A-»-;{.l).r>i-(A-i-3,A+3.IK„  +  etc.  =  (Ixj 

etc.  etc. 

wo  zur  Abkürzung 
B«  (A.A,i;  +  (Ä.A-i-1,1)  +  (A,A+2,f;i  -i-  (Ä,A+3,i)  -l-  etc. 
l  s  (te (*-<))  +  (Ix)  •+■  {Ixj  +  {Ixj  +  etc. 

etc. 
gesetzt  worden  sind.    Auch  diese  Gleichungen  haben,  wie  man  siebU 
die  allgemeine  Form,  und  die  Bemerkung  des  vor.  Art.,  dass  sich  ein 
zweites  analoges  Resultat  erlangen  lässt,  kann  hier  wiederholt  werden. 


o. 


Auch  bei  der  Anwenduni^;  des  zweiten  Verfahrens  der  Abhandlung 

bsst  sich  in  demselben  Falle  die  Zerlegung  der  Gleichungen  in  7Avei  von 

e/oaoder  unabhilngige  Systeme  ausftlhren.  Nachdem  alle  iVNull  gemacht 

worden  sind  bekommt  man  zuerst  das  folgende  System  von  Gleichun- 

jEfen,  die  den  (61)  der  Abhandlung  entsprechen. 


IjX  +  H.i'/  +  (1,3).r"  +  [\,i)x"  ■+■  etc. 

+  (1,A)xi*-'. 

=  {^; 

,2>  +  :i,2)x  ■+.  {2,-^y  +  (2,4;.t"'  -I-  etc. 

+  (2,Ä)x'»-' 

=  (te'i 

:ix  +   2.3;.r  +  (3,3)x"  -4-  (3,4)x"'  +  etc. 

+  (3,Ä)x'*-' 

=  (Ix 

i.j  -H  (f,4>F'  +  (3.4)x''  +  (4,4)x"'  +  etc. 

+  (4,A)x'*-' 

=  {Ix'" 

etc. 

etc. 

etc. 
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{i,h)x  +  (2,%'  +  (3,Ä)ar  +  (4,%"'  +  etc. 

-h  (A,A)x(*-<)  +    (A,Ä+1)x,    -4-    (A,A+2)a;„    +   (A,A+3)j;„    +elc.as(te(»' 
(Ä,Ä+1)x(*-*)+(A+<,A+1)x,+(A-4-<,A+2)a?„+{A+<,A+3)a!„-4-elc.«(te.) 
(A,Ä+2)j;(A-';  +(A+1  ,A-i-2)a;,+(A+2,A+2)a?„+(A+2,A+3)x„+elc.=(te ) 
(Ä,A+3)x(A-V  +(A+1  ,A+3X-h(A+2,A+3)x"+(A+3,A-|-3)x„+etc.=s(teJ 

etc.  etc. 

und  zwischen  den  Coefficienten  dieser  Gleichaugen  bestehen  jetzt  nach 
Art.  1 08  der  Abhandlung  die  folgenden  Bedingungsgleichungen, 
(i.l)  +  (1.2)  +  (1.3)  +  (1,4)  +  etc.  +  (1,Ä)  =  0 

(1.2)  -I-  (2,2)  +  (2,3)  +  (2,4)  -|-  etc.  +  (2.Ä)  =  0 

(1 .3)  +  (2,3)  +  (3,3)  +  (3,4)  -I-  e(c.  +  (3,A)  =  0 

(1.4)  +  (2,4)  +  (3,4)  +  (4.4)  +  etc.  +  (4.A)  »  0 

etc.  etc. 

(1,A)    +  (2.A)  +  (3.A)  +  (4,A)  +  etc. 

-4-(A,Ä)  +  (A,A+1)  +  (A,Ä+2)  ■+-  (A,A+3)  +  etc.  =s  0 

{h,h+i)  +  (A+1,A+1)  +  (A-i-l,A+2)  +  (A+1,A+3)  +  etc.  ==  0 

(A,A+2)  -H  (A+1,Ä-i-2)  +  (A+2,A-h2)  +  (A+2,A-i-3)  +  etc.  =  0 

(A,A+3)  +  (A+1,A+3)  +  (A+2,A+3)  +  (A+3,A+3)  +  etc.  :=  0 

etc.  etc. 

{Ix)  +  {Ix')  ■+■  {Ix")  -4-  (fo")  -4-  etc.  +  (te  (*-<)) 
+  {Ix)  +  {Ix,)  +  {IxJ  etc.  =  0 

durch  welche  bewirkt  wird,  dass  die  Summe  der  vorstehenden  Gleichun- 
gen identisch  Null  ist,  und  folglich  jede  derselben  in  den  übrigen  ent- 
halten ist. 

6. 
Die  Zerlegung  der  Gleichungen  des  vor.  Art.  in  zwei  von  einander 
unabhängige  Systeme  kann  nun  auf  die  folgende  Weise  bewirkt  werden. 
Substituiit  man  zuerst 

{x — x)  +  X  statt  af 

(x  — x)  +  X    X 

(«M  \         .  Hl 

X  — 0?)  +  X     —     X 

etc. 

(jr;(Ä-1)   _^)    ^    ^   statt   ^(A-1) 

{x^ — x)  -4-  a;    —    x^ 

(x  — x)  +  X    X 

(x  — 0?)  +  X    —     X 

etc. 
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in  diese  GleichuDgen,  so  gehen  sie  in  die  folgenden  über, 

J—x)  -H  [\,?!){x—x)  -H  [\.k)[s!"—x)  +  etc.  +  (1,A)(a;('^-«)  —x)  ={lx) 

X— x)  -H  {i^^x'—x)  +  {2,i){x'—x)  -H  etc.  +  {%h){xi^-^)  —  ic)  =(te') 

x'— X)  -H  (3,3)(x''— 0?)  +  (3,4)(a:'"— ar)  -f-  etc.  +  (3,A)(j:(ä-<)  —  a:)  ={lx") 

y—x)  -H  (3,4)(x''— 0?)  +  {k,i){x"—x)  +  etc.  +  (4,A)(a;(Ä-<)  —x)  ={lx") 

etc.  etc.  etc. 

j^-x)  +  (3,A)(a?'-x)  +  (4,A)(a?"'-a?)  +  etc. 

l)(x(*-«)  -x)  +  (M+1)(x-a?)  +(A,A+2)(a;^-a;)  +  (M+3)(a;^,-a;)+etc^  ^(tee^-«.') 

.1)(x(*-<)-j:)+(A+1,A+1)(a;-j;)+(Ä+l,A+2)(a?^-a;)+(A+i7*+3)(^^^^^ 
■2)(x'*-<)-x)4-(A4-1,A+2)(a;^-a?)+(A+2.A+2)(a?,-a?)+(A+2,A+3)(a?^^-a:)+e 
•3)(x(*-<)-x)+(A+1,A+3)(a;^--a?)+(A+2,A+3)(a?,-j;)+(A+3,A+3)(a?^ 

etc.  etc. 

von  welchen  immer  noch  jede  in  den  übrigen  enthalten  ist,  da  ihre 
Summe  wieder  identisch  Null  ist.  Aber  jetzt  ist  die  Anzahl  der  Gleichun- 
gen am  Eins  grösser  wie  die  Anzahl  der  Unbekannten ,  und  wir  dürfen 
und  mOssen  daher  Eine  derselben  weglassen.  Die  übrigen  Gleichungen 
werden  hierauf  von  einander  unabhängig ,  und  können  vollständig  auf- 
gelöst werden.  Da  die  weggelassene  Gleichung  in  den  übrigen  enthalten 
ist,  so  wird  ihr  durch  die  Auflösimg  dieser  letzteren  von  selbst  Gnüge 
geleistet.  Es  ist  in  der  That  gleichgültig,  welche  Gleichung  man  weg- 
lasst,  aber  um  die  allgemeine  Form  dieser  Gleichungen  zu  bewahren, 
muss  man  die  erste  derselben  weglassen. 


7. 

Um  die  Zerlegung  auszufuhren  kann  man  jetzt  eben  so  verfahren 
wie  oben  im  Art  4.  Man  addire  die  zweite  Abtheilung  der  Gleichungen 
des  vor.  Art.,  hierauf  ergiebt  sich  vermöge  der  Bodingungsgleichungen 
des  Art.  5  ohne  Weiteres  eine  Gleichung,  in  welcher  die  Unbekannten 
X — X,  X — X,  X, — X,  etc.  verschwunden  sind.  Um  ferner  die  ünbe- 
kannte  x^^~^)  — x  aus  der  zweiten  Abtheilung  zu  eliminiren  ist  weiter 
nichts  nöthig  wie  in  jeder  dieser,  mit  Ausnahme  der  ersten, 

(x — x(*-*))  +  (x(*-<)  — x)  statt  X  —  X 
(x^ — x(*-^))  +  (x'v*-^)  — x)  —  x^  —  X 
(x^ — x(*"^)  -h  [x'^-^  —'x)   —  x^^  —  X 

etc. 


HO  P.   A.   HA9(SE?k. 

zu  schreiben.    Die  Gleichungen,   die  durch   dieses  Verfiihren   hervor- 
nehen,  sind 

i.r'/-x''  +  (2.3):x'-t)  +  f2.4)-j-"-T)  +  elc.  +  .2,A;(x  *-«  -x'  =  (Ix') 

i,Sy/-x)  +  i3,S\x'-x)  +  v3,4'.;x*'-x^  +  etc.  +  (3,A.i  x  *-<  -x;  =  (ix") 

*.4  fx-x)  +  i3.4),x"-x)  +    4.r  x"-x^  +  etc.  +  ,4,A  x  *-'  -x)  =  (Ix' 

etc.  etc. 


wo 

H  =  ,M  +  A.A+t    +  (A.Ah-2  +  :M+3;  -I-  elc. 

L'=JLr»-«  +  Ix  +  Ix  -H  /x  +elc. 
sind.  Die  vorsiehenden  Gleichungen  bilden  wieder,  wie  man  sieht, 
zwei  von  einander  unabhängige  Svstenie.  und  das  zweite  dieser  ist  inil 
dem  im  Art.  i  erhaltenen  identisch,  da  man  hier,  gleich  wie  dort  ge- 
schehen ist ,  allen  Coefficienten  als  dritten  Index  die  Zahl  I  hinzufügen 
kann 


8. 

Eine  andere  An  der  Zerlegung  wird  auf  die  fohsende  Weise  be 
wirkt    In  die  Gleichungen  des  Art.  5  substituire  man  durchgeheuds 

x—x  *-«  ;  -H  jr*-«    statt  j- 

etc. 
x—x*-«     -H  j*-«      —    X 

elc. 

worauf  diese  sich  in  die  folgenden  verwandeln 


l.l  tl  + 

I.«« 

+ 

i.ay 

-•-    1.4« 

-#-  elc. 

^(Ix) 

1  2u  -1- 

;*•*>' 

+ 

,«.3> 

•¥■   ?.4«" 

+  etc. 

=  ,U' 

1.3«  + 

i,3ii' 

-•- 

3.3  m' 

+   3,4« 

-f-  etc. 

=   Ix' 

1.4  u  + 

,2.4« 

+ 

3.4  V 

+  .4.4V 

+  etc. 

»  tr- 

etc. 

etc. 

ete. 

VON  DRR  MrTHODR  DRR    KLEIN^iTFA  QlMItRATR    (>lC. 


III 


=  (h  ">-*)) 


III 


lU 


in 


=  (te'A 

etc. 

=  (^0 

etc. 

=  (/-o 

etc. 

=  iK) 

\,h]v  +  (2,A)»'  +  (3.Ä)«"  +  {i.h)u   +  etc. 

4-  {h,h-hi)u  +  (A.A-4-2)«,,  ■+■  ;A,A-»-3)«„  +  etc. 

k+1.A+i)M  +  (A-|-1,A-4-2)h,  +  (A-I-1.A-4-3)« 

:fc+1i+2)tt,  -I-  (A+2,Ä+2)«„  +  (ä-»-2.A-|..3)h 

A+I.A+Sitt  -|.  ;A-|-2,A+.'ViH    -h  (h-t-'^h-t-iiti 

I  ■  ■'     fi  ^  •     i 

etc.  etc. 

in  welchen  zur  Abkürzung  durchgehends 

n  :=  .r  —  .r^""^ 
etc. 
gegeizt  worden  ist,   und  da  es  hier  die  h^  Gleichung  ist.    die  weg- 
gelassen werden  muss,  um  die  allgemeine  Form  der  Gleichungen  zu 
bewahren,  so  sind  die  aufzulösenden  Gleichungen, 
^^)u  +  H3)u  +  (\,:i)u   +  M,4K'  +  eU\ 
■'l,i)u  -h  (2,2)fi'  +  {i.3)u   +  (:2,4jf/"'  +  etc. 
1,3)11  +  (2.3)w'  +  '3,3)1*"  +  !3,i)f/"'  +  elc. 
•I,4]«i  -H  (2,4)1/  +  ,3.4)fr  +  (4,4)n'"  -h  etc. 
etc.  etc. 


=  ilx: 

=  (^0 

=  -.w^ 

=  (W". 

etc. 

etc. 

=  (k;; 

etc. 

=  l^J 

etc. 

=  (k, 

y.  (Ä-|.2,A+2i«,  -I-  A+2,A-h3)m,  a 
h  A-h2.A-|-3lM   +  :A+3,A-*-3iM    H 
etc.  etc. 

die  auch  in  zwei  von  einander  abgesonderte  Systeme  zerfallen ,  deren 
jedes  die  aligemeine  Form  hat.  Das  zweite  System  ist  wieder  mit  den 
zwei  zunächst  vorhergehenden  idenliscli.    Es  würden  sich  wohl  noch 
mehr  Verfahren  angeben  lassen  um  diese  Zerlegung  zu  bewirken,  allein 
ich  will  es  bei  den  im  Vorhergehenden  erklärten  bewenden  lassen. 


9. 

Als  Beispiel  zu  den  vorhergehenden  Entwickelungen  soll  die  Station 
Maliwischken  der  Preuss.  Landestriangulation  des  Jahres  1858  dienen. 
aaf  welcher  unter  anderen  der  hier  abgehandelte  Fall  eintritt"^).  Für  die 
Bezeichnangen  werde  ich  die  wählen ,  die  in  der  Abhandlung  ftlr  die 


*\   S.  Die  Könipl.  Preuss.  Landettlriangulation.  Hauptdrelecke.  Erster  Theil,  etc. 
Bcriln  4S66. 
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P.  A.  Hanskn, 


Anwendung  als  die  zweckmässigste  erkannt  worden  sind.    Rs  so 
demgemäss  die  eingeschnittenen  Gegenstände, 

Szillen  mit  (1) 
Ob.  Eissuln  —   (2) 
Wersmeningken  —  (3) 
Pillkallen  —  (4) 
Kattenau  —   (5) 
Schwentiscbken  —  (6) 
Kucklinsberg  —   (7) 
und  demgemäss  die  HttirsgrOssen  und  die  Coefßcienten  der  Gleich un 
bezeichnet  werden.    Lässt  man  nun  vorläufig  die  Centrirungen   v 
welches  Tast  immer ,  und  hier  jedenfalls  zulässig  ist,  so  steht  das  e 
Stationstäfelchen  wie  folgt, 


r 

Vorl.  Werlhe 

10 

( 

( 

u 

(i) 
(5) 
(6) 
(7) 

0»    0'  0" 
31  50  10 
77  34  45 
119  30  30 
161  13  45 
191  48  45 
254  45  55 

OJOO 
—95,40 
+28,40 
—  2,03 
+  2,29 

o;:oo 

—15,55 
—  4,70 

o;oo 

—  7,40 

—  9,16 

o;:oo 

+21,85 
+55,93 

Summen 
Mittel 

+  3;:26 

-20;'25 

— 16;'55 

+77;:78 

+  0;'652 

—  6^750 

-  5^'S^7 

+257927 

von  welchen  Daten  in  jedem  Falle  ausgegangen  werden  muss. 


10. 

Es  soll  nun  zuerst  die  Ausgleichung  auf  dieser  Station  ohne 
Wendung  der  Zerlegung  der  Gleichungen  in  zwei,  von  einander  ur 
hängige,  Systeme  ausgeführt  werden,  und  es  soll  hiebei  die  Reihenf« 
der  Richtungen  so  gewählt  werden  wie  im  Art.  2  verlangt  wurde, 
soll  also  die  durchgehends  beobachlote  Richtung  allen  übrigen  voi 
gestellt  werden,  und  das  Täfelchen  des  vor.  Art.  zeigt,  dass  dieses 
Richtung  (5)  ist.  Das  zweite  Stationstdfelchen  steht  also  wie  folgt. 


No. 

(5) 

W 

(«) 

(») 

(♦) 

1 

{«) 

-4;'077 
-4;'077 

(7) 

+30;'004 
+30;'004 

p 

W 

4 

4 
24 

Sa. 

P 

1 
2 
3 
4 

(Ix) 

+   i;'638 

-  3,633 
-25,927 

-27;'922 

-0^652 
+6,750 

+6;'098 

— 26;'052 
-  8,800 

-34;'852 

+27';748 
+  2,050 
+  5,516 

+35;'314 

— 2;*682 
— 1';883 

-4;'565 

ioo 

12 
12 

72 

196 

Q         48            24 

1      24              28 

24 

24 

i    «* 

2^ 

196 

VON  DER  Methode  der  kleinsten  Quadrate  etc. 
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Wahlen  wir  nua  die  Accente  und  Indices  in  der  natürlichen  Reihen- 
;e,  ungeachtet  dieses  in  der  Numerirung  der  Richtungen  nicht  der  Fall 
so  erhalten  wir  das  folgende  Täfelchen  der  {pp). 


1 

p 

P' 

P" 

ptff 

P" 

P*' 

P" 

p  ' 

<3.:m3 

4.0 

4.0 

5.3333 

5.3333 

8.0 

8.0 

p' 

5.3333 

5.3333 

5.3333 

4.0 

0 

0 

p" 

5.3333 

5.3333 

4.0 

0 

0 

p'" 

6.6667 

5.3333 

0 

0 

p" 

5.3333 

0 

0 

p' 

8.0 

8.0 

f 

8.0 

•       •        • 


.  .  0.60206      {pp") 
.  .  0.00206       N    .  . 
.  .  0.72700      {pp)  .  . 

1.93112 

.  .  0.96556 

.  .  0.23856  =  1.7320 
.  .  0.36350  =  2.3094 
.  .  0.36350  =  2.3094 
.  0.48844  =  3.0792 
.  .  0.48844  =  3.0792 
.  .  0.66453  =  4.6188 
.  .  0.66453  =  4.0188 

.  .  1.33739  =21^7468 

.  .  1.57595  =  37.6G6 
.  .  1.70089  =  50.221 
.  .  1 .70089  =  50.22 1 
.  .  1.82583  =  66.962 
.  .  1 .82583  =  C6.962 
.  .  2.00192  Ä  100.443 
.  .  2.00192  =  100.443 

.  d.  l\.  S.  Oseihfli.  «I.  Wis»rn*ch.    XIV. 


0.72700  ,  (p/)")  .  .  .  0.72700 
0.23856  ,  ...  0.23856 

0.90309  .  {pp')  .  .  .  0.90309 


Die  Berechnung  der  N  und  der  zu  den  Controlen  erforderlichen 
rr^ssen,  die  nach  den  Angaben  der  Abhandlungen  auszuführen  ist,  steht 
un  im  Einzelnen  wie  folgt,  wo  ich  der  Kürze  wegen  die  Bezeichnung 
l>  Logarithmus  oder  Zahl  weggelassen  habe,  da  dieses  ohnehin  erkenn- 
« r  isl. 

ifp')- 

{pp") . 

W)  ■ 

M. 

N  . 
N' . 

r. 

N"  . 

r. 

Niw . , 
ff'iw . , 


K 


iU 


P.  A.  IIansek, 


Die  Goeßicienten  der  aufzulösenden  Gleichungen  bekommen  hiei 


die  folgenden  Werlbe. 
(1,1)    =        37.667  ,  (3.3,2)  = 

(2,2.4)  =        24.0       .  (3,4,2)  = 

(2.4,1)  =  +     1.7779,(3.5.2)  = 

(2.5,1)  =  +     3.1112.(3,6,2)  = 

(2,6,1)  =  +  10.6667,  (3,7.2)  = 

(2,7,1)  =  +  1 0.6667 
(5.5.1)=        28.1483,(6.6.1)  = 

(5,6.1)  =  +  14.222  ,  (6.7.1)  = 

(5,7.1)  =  +  14.222 


24.0 

1 .7779 

3.1112 

10.6667 

1 0.6667 


(4,4.1)  = 

(4.5.1)  = 
(4,6,1)  = 

(U.1)  = 


30.8-' 

4.1 
14.2! 
14.2: 


37.333    .  (7.7.1)  = 
1 3.333 


37.3; 


(//)      =      182.7 


Durch  die  vorstehenden  Zahlen werthe  sind  diese  Coefficienlen  coni 
lirt  worden.  Die  fernere  Rechnung  giebt  nun  nach  und  nach 

x'  =  +  (9.86999) 
(//,1)=     162.054 

/'  =  —  (8.86970)..  <r  =  —  (9.11272)  .  *"  =  ~  (9.64782) 

r  =  —  (9.64782)  ,  /  =  —  (9.40498) 
(4.4,2)  =  30.6832 

(4.5,2)  =  -I-    3.9178  ,  (5,5.2)  =        27.7450 

(4.6.2)  =  +  13.4318  .  (5,6.2)  =  +  12.8392  .  (6.6.2)  =  32.592"^ 
(4,7,2)  =  +  13.4318  .  (5.7,2)  =  +  12.8392  ,  (6,7.2)  =+  8.592  '^ 
(4./.2)  =  +  34".8624  .  (5./.2:  =  —    5".3555  .  (6,^,2)   =  —  6".787 

(7,7,2)  =  32.5925 

(7./.2)  =  +27'.2937  .  (//,2)  =  160.505 


f  —  —  (8.86970)  ,  ö"  =  —  (9.11272)  .  *"'  =  —  (9.64782 1 
^  =  —  (9.64782)  .  /'  =  +  (0.1 6202) 

(4,4.3   =30.5515 
(4,5,3)  =  +    3.6873 
(4,6.3)  =  +  12.6416 
(4.7.3^  =  +  12.6416 
(4./.3)   =  +  37".4441 

:7,7..3.  =  27.8517 
7./,3.   =  42  .7H:n 


.  (5,5,3)  =       27.3417 
.  (5.6.3)  =  +11.4564. 
,  ;5,7,3)  =  +  11.4564, 
.  (5./.3)    =  —  0".8375  . 

(6.6,3)=      27.8517 
;6,7,.3)=  +   3.8517 
(6./,3:  =  +  8'.7027 

//.:{    =  l05>..S9i 

vuN  DER  Methode  dek  KLBmsTKN  Quadrate  etc. 
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d"  = 


«t 


t         = 

'-'i  ,0,4) 
^^5,7.4) 
(-■ij.4) 


—  (9.08167)  ,  *" 

—  (0.08835) 


=  —  (9.61677)  ,  ^'  =  —  (9.61677) 


26.8967 

+  9.9306  .  (6.6,4) 
+  9.9306  ,  (6,7.4) 
—  5". 3567  ,  (6./, 4) 


22.6208 

—  1.3792  ,  (7,7,4)=  22.0208 

—  6".7909  .  (7,/,4)  =  +  27".2901 


(//,i)=  64.003 

t       -  —  (9.56727)  ,  i;*  =  —  (9.56727)  ,  ;^'  =  +  (9.29920) 

'G,6..5)  =  18.9544 

(ß,7.5)  —  _  5.0456  ,  (7,7,5)  =  18.9544 

(l»,/,o)  =  —  4".8132  ,  (7,/, 5)   =  +  29".2678  ,  (//,5)  =  62.936 

;"    =  +  (9.42520)  ,  i'  —  +  (9.40473) 

'-7,7,6)  =  17.6111 

i.7,/.G)  =  -I-  27'.9865  ,  («,6)  =  61.714 

l"  =  —  (0.20116) 
iM,7)=  17.240 

Ferner 

ir=-(8.86970),/S"^=— (9.08167), /S'  =  —(9..H6730), /S''=— (9.66980) 

f=_(8.86970),  /  =— (9:08167).  /=— (9.56730),  /'=— (9.66980) 

()"  =— (9.08167).  *)'  =— (9.50730),  ()"=— (9.06980) 

/=— (9.50727),  ^"=—(9.60980) 

J:"= +(9.42520) 

nmi  hiomit 

«..(1)  =  —  0".462 

tt'(2)  =  -  2.168 

«.(3)  =  +  0.600 

w(S)  =  —  0.848 

«.(5)  =  —  0.741 

ttt(6)  =  H-  0.1 69 

«.(7)  =  +  1 .589 
Dip,se  müssen  nun  vor  Allem  der  oft  erwUlinten  Bedingiingsgleichung 
gnfigen,  die  Producte  die  diese  gielil  sind 


8* 


11(i 


P.  A.  (Ianskn. 


iV.«'(5)  =  —  r.284 
N'.w[i)  =  —  1.067 
iV".«>{2)  •=  —  5.007 
iV"'.«..(3)  =  +  1.849 
iV"-.tt.(4)  =  —  2.61 2 
iV^«,(6)  =  +  0.781 
N".w{l)  =  +_7.340 

Sa.  =  0.000 
wie  es  sein  muss.    E.s  müssen  nun  nicht  ntir  die  vorstehenden  Werl 
der  «'(r)  den  im  vor.  Art.  angenommenen,   vorläufigen  Wertlien 
Riehtungen  hinzugefügt,  sondern  es  mUssen  auch  die  Centrirungen 
i'iicksichtigt  werden.  Diese  findet  man  in  dem  oben  angezogenen  Wer 
Seile  36,  und  fügt  man,  der  leichteren  Vergleichwng  wegen,  jeder  de?#*- 
selben  0".462  hinxu,  so  ergiebt  sich  die  folgende  Zusammenstellung. 


r    iVorl.Werlbe 


Cenir. 


(2) 
(3) 

(4) 
(o) 

(6) 
(7) 


0"  0'  0" 
31  50  10 
77  34  45 
119  13  30 
161  13  45 
191  48  45 
254  45  55 


8';822 
6.867 
3.840 
3.943 
14.276 
7.681 
1.532 


w[r) 

— 0:'462 
-2.168 
+0.600 
—0.848 
-0.741 
+0.169 
+  1.589 


Aasgegl.  Rieht. 


0®  0'  87360 
31  50  14.699 
77  34  49.440 
119  13  25.209 
161  13  29.983 
191  48  37.488 
254  45  55.057 


die  mit  den  Resultaten  des  angezogenen  Werks  Ubereinstimnien. 


11. 

Es  soll  jetzt  unser  Beispiel  mit  Anwendung  der  im  Art.  3  erklärten 
Zerlegung  der  Gleichungen  in  zwei  von  einander  unabhängige  Systeme 
ausgeführt  werden.  Um  möglichste  Verschiedenheit  in  der  Behandlung 
herbeizuführen  sollen  den  Richtungen  (6)  und  (7)  die  zweite  und  dritte 
Stelle  in  der  Reihenfolge  gegeben  werden.  Das  zweite  Slationst&felcben 
steht  daher  jetzt  wie  folgt. 


No. 

(5) 

(6) 

(7) 

+30:'004 

— 0'.'652 
+6.750 

-26:'052 
—   8.800 

(«) 

;  (*) 

P 

P  :  pt.P 

1 

2 
3 
4 

+   r.'638 

—  3.633 
-25.927 

—  K'077 

+27:'748 
+   2.050 
+  5.516 

— 1.88.3 

20 
4 
i 

24 

100  4.0 

12,1. ».na 

I2;i.33:):i 

72  8.0 

(Ix)  — 27:'922 

— 4:'o77 +3o:'ooi  +r):'09« 

-:ir.'8:)2+35'.'314i-4.565;  Sa.  11961  " 

Q         48 

2i             i4              i4 

2i              ?8       1       24        =    196 

VON  DER  Methode  der  kleinsten  Quadrate  etc. 
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und  die  (/>/>)  erhallen  hierauf  die  folgenden  Werthe. 


P 

P' 

P" 

P. 

P. 

Pf„ 

P,y 

p 

13.3333 

'  8.0 

8.0 

4.0 

4.0 

5.3333 

5.3333 

p' 

1  8.0 

8.0 

0 

0 

0 

0 

p" 

1 

8.0 

0 

0 

0 

0 

p, 

1 

5.3333 

5.3333 

5.3333 

4.0 

p^ 

1 

5.3333 

5.3333 

4.0 

p«  ' 

6.6667 

5.3333 

P.r 

j 

1 

5.3333 

Es  wird  oun  zuerst 

iV'  =  0  .   iV'  =  0 

und  Tür  die  BestiiDmung  der  übrigen  iVcrgiebt  sich  die  folgende  Rechnung 


{pp)  ...  0.60206 

(pp,) ...  0.60206 

ipfi]  ...  0.72700 


N 


•  •  • 


0.72700  =  {ppj 
0.2.3836 


M 

N 

N 
N 


1 .9311 2 
Ö196556 


«  .  • 


// 


m 


• . . 


.  • . 


0.23856=  1.7320 

0.36350  =  2.3094 

0.36350  =  2.3094 

0.48844  =  3.0792 

0^48844  =  3.0792 

1.09723  =  12.5092 


.1.33579  =  21.667 

.  1.46073  =  28.889 

.1.46073=28.889 

nI^^N  ...  1 .58567  =  38.51 8 

/.iW...  1.58567=  38.318 

Die  Coefficienlen  des  ersten  Systems  von  Gleichungen  folgen  hieraus 
fl.i;  =  37.667 

,(.2;=  —  8.0  .  (2,2)  =  16.0 

M;  =  —  8.0  ,  (2,3)  =  —  8.0  ,  (3,3)  =  16.0 
uod  die  des  zweiten  Systems 
(4.4.3)=24.0 

(4.5.3)=  0  ,(5,5,3)=24.0 

(4.6,3)=+1.7779,(5.6,3)=  +  1.7779,(6,6.3)=30.8149 
(4.7.3)=+3.1  M2,(3,7,3)=+3.1 1 1 2 ,  (6,7,3)=+4.1 483 ,  (7,7,3)=28.1483 

ausserdem  wie  vorher  (//)  =:  1 82.732 
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(lio    dui'ch     die     vorhergchcudou    Zahlenwerlbc    controlirt     worden 
sind. 

Es  ist  sehr  dienlich  bei  der  Auflösung  dieser  Gleichungen  beide 
Systeme  als  Ein  System  zu  betrachten,  in  welchem  sich  das  zweite 
unmittelbar  an  das  erste  knüpft,  und  dem  gemäss  alle  Bezeichnungen 
zu  wählen.  Aus  diesem  Grunde  sind  im  zweiten  System  ilur  die  Bezeich- 
nungen der  Cocfficienlen  (4,4,3) ,  (4,5,3) ,  etc.  statt  (4,4)  ,  (4,3),  etc. 
oingcftlhrt  worden.  Die  Auflösung  kann  nun  durchaus  nach  den  allge- 
meinen Formeln  fUr  Ein  System  ausgeführt  werden,  und  giebl  nach 
und  nuch  die  folgenden  Zahlenwcrthe 

«'  =  +  (9.32713)  ,  /S*  =  -I-  (9.32713)  ,  x  ^  -¥  (9.86999) 
(2,2,1)  =  14.3009 

(2.3.1)  =  —    9.6991  ,  (3,3,1)  =  1  4  3009 

(2,/,1)  =  -10".0074  ,  (3,4.1)  =  +  24".07:i6.,  (tt,1)  =  162.053 

/f  =  +  (9.83137)  ,  r  =  +  (9.84495) 

(3.3.2)  =  7.7226 

(3,/.2)  =  —  17'.2864  ,  (//,2)  =  155.050 

/'  =  d'"  =  etc.  =  0  ,  /  =  —  (0.34994) 

(4,4,3)  ,  (4,5.3)  ,  etc.  )  .  .  ,„  „,  ,,„„„„ 
/KM  ox  ,  wie  oben,  («,3)  =  11b.3ö5 
(5,5,3)  ,  etc.  ) 

r  =  0 ,  «"  =  -  (8.86970) ,  r  =  —  (9.11272) ,  /  =  -  (9.40498) 

(5.5.4)  =  24.0 

(5,6,4)=-!- 1 .7779,(6,6, 4)=30.6832 
(o.7.4)=-|-3.1112,(6.7,4)=-|-3.9178,(7,7,4)=27.7450 
(5,/.4)=—34".852,(6,/,4)=-l-34".8623,(7,/,4)=H4.806,(//,4)=  11  4.806 

/  =  -  (8.86970)  ,  S*  =  -  (9.11272)  ,/  =  -!-  (0.16202) 

(6.6.5)  =  30.5515 

(6,7,.5)  =  -I-    3.6873  ,  (7,7,5)  =  27.3417 

(6,/,5)   =  -I-  37".4441  ,  (7,/,5)   =  -  0".837ft  ,  (//,5)  =  64.195 

^'  =  —  (9.08108)  ,  ;t"  =  —  (0.08835) 

(7.7.6)  =  26.8967 

(7,/,6)   =  —  ö".3567  .  (W,6)  =  18.304 

x'"  =  -H  (9.29920) 
(//,7)  =  17.237  (möglichst  nahe  wie  oben.) 

Für  die  Berechnung  der  übrigen  Grössen  ziehe  ich  vor  die  betneflendea 
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"mein  ohoe  Abkürzungen  vollslcindig  herzusetzen,  da  bei  gegenwärli- 
n  Verfahren  die  Grössen,  die  Null  werden,  in  verschiedenen  Fällen 
-schiedene  Stellen  einnehmen.  Um  die  Fortsetzung  möglichst  zu  cr- 
:hlern,  sollen  diese  Formeln  i\ir  sieben  Unbekannte  angesetzt  werden. 

((       =     ff    +    ffu 

^'  = /: 

m  t  II    I  III    II 

(c    sss  y   '^  y  u   +  y  u 

UI  fJt 


\    III 


jjll  II  UI  fJt 

IH  II 

r  = y 

n  xfii  ,       lyi    III 

y  SS  o        +  o  y 


V     ^^^^ 

l¥     1»        ^           V      IV 

,^  = 

f         +  6  // 

+  f'X  -1-  tY 

»- 

»« 
f 

n-   III       _       »    /K 

/f  = 

t-         -1-  *  O 

»     ^^ 

1' 

1/  ^_^ 

f  +  iT«'  +  S"«' 

W         .           yfV       III          .           !>''»'■           iJ'       • 

,^'  = 

r  +r/^ 

'  +  r/T  +  cf  +  ^'/^ 

1/ 

r 

+  r/"  +  ci  +  f"/ 

H'  = 

$"■     +  f  (»"  +  S'VV 

»/     ^^ 

^   +^v 

>        — ■ 

f" 

-  «•.!)  =  X 

/»•      «/                       t       IV         -             17      1                         In      M 

-  <i>  = 

r    +  xT 

+  xV"  +  xT  +  xV  +  X  V 

-  fA  = 

+  xy  +xy  +xy  +xy 

-«•4  = 

1 

X       +X<5^+X'>+X''^ 

X       +"Jf  t    +  X  * 

-  r  6,  = 

VI                   .              » « iJI 

X        +  X  & 

—  ir7.  = 

1" 

X 

e  kürzen  sieh  in  jedem  Falle  nach  der  Zerlegung  der  Gleichungen  in 
lei  Sväleme  bedeutend  ab.  In  unserem  Beispiel  sind ,  wie  man  ge- 
ben  hat.  die  folgenden  Grössen  Null, 
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und  alle  Glieder  der  vorstehenden  Formeln,  in  welchen  eine  dieser  GrösS' 
vorkommt,  fallen  daher  auch  weg,  und  ähnlich  wird  es  sich  in  all 
Fallen  verhalten.  Die  folgenden  Zahlenwerthe  sind  daher  durch  ei 
sehr  kurze  Rechnung  erhalten  worden. 

«'  =  +  (9.32713)  ,«"=:  +  (9.55199) 

/T  as:  -1.(9.83137) 

ff  =  —  (8.86970)  ,  (J"  =  —  (9.08168) 
e"  =  —  (8.86970)  ,  /'  =  —  (9.081 68) 

r=  —  (9.08168) 
Bei  der  Berechnung  der  Werthe  der  w[r)  ,  die  hieraus  folgen ,   ist  c 
Reihenfolge  der  Richtungen,  die  oben  angenommen  wurde,  zu  beachte 
In  den  vorstehenden  Ausdrucken  der  w(r)  sind  daher 

«>(5)  ,  ip(6)  ,  tt;(7)  ,  10(1 )  ,  ic(2)  ,  «.(3)  ,  w(4) 
•      bez.  statt  »(1)  ,  »(2)  ,  w(3)  ,  w(4)  ,  w(5)  ,  «)(6)  ,  tp(7) 
anzunehmen.  Man  erhält 

«»(1)  =  -I-0M87 
ip(2)=  — 1.519 
ic(3)  =  +  1 .250 
w(4)  =  —  0.199 
m;(5)  =  —  0.092 
w{6)  =  -I-  0.81 8 
tt.(7)  =  -I-  2.238 
die  vor  Allem  der  oft  erwähnten  Bedingungsgleichung  gnUgen  mltssi 
Diese  giebt 

N  .  w(5)  =  —  OM  59 
N'  .  w(6)  =  0 
N" .  w{1)  =  0 
N,  .  M)(1)  =  -i-  0.433 
iV  .  tt)(2)  =  —  3.508 
iV,  .  w{Z)  =  -I-  3.847 
N^  .  »(4)  =  —  0.61 3 
Sa.  =  O.OOÖ 
wie  es  sein  nauss.    Die  Werthe  der  w{6)  und  w{l)  entziehen  sich  die 
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Prüfung  nicht  ganz,  denn  sie  tragen  mit  cIhzu  bei  um  die  übrigen  zu  be- 
rechnen. Die  Unterschiede  der  w{r)  niüsscn  ferner  mit  denen ,  die  das 
Verfahren  des  vor.  Art.  gegeben  hat,  übereinstimmen,  und  die  Ver- 
gleichung  zeigt,  dass  dieses  in  der  That  der  Fall  ist. 


12. 


Bei  der  Anwendung  des  im  Art.  4  entwickelten  Verfahrens  werde 
ich  die  Reihenfolge  der  Richtungen  so  Wclhlon  wie  das  folgende  Tdfel- 
eben  zeigt. 


lifo.       (!) 

(«) 

(8) 

{♦) 
—27682 

-1.883 

(5) 

+  17638 

—  3.633 
-25.927 

(«) 
-  47077 

(7) 

P 

P 

100 
12 
12 
72 

p2 .  p 

4.0 

1.3333 
1.3333 
8.0 

n   -07658,-26:052 

li  +6.750i-  8.800 

]    3        -           _ 

7*         ~ 

+277748 
+  2.050 
+  5.516 

+307004 

20 
4 
4 

24 

(lx)'^-t-6:098 

— 34'.'832 

+35';3U 
28 

-47565 

-277922 

-  47077 
24 

+30.004 
24 

Sa 

196 
196 

-  -  

Q\     2* 

2i 

24 

48 

Das  Täfelchen  der  {pp)  steht  in  Folge  dessen  so. 


p 

P' 

P" 

p'" 

P" 

P/ 

"d 

p 

5.3333 

5.3333     5.3333 

4.0 

4.0 

0 

0 

p' 

5.3333 

5.3333 

4.0 

4.0 

0 

0 

p" 

6.6667 

5.3333 

5.3333 

0 

0 

p"' 

5.3333 

5.3333 

0 

0 

p" 

13.3333 

8.0 

8.0 

p, 

8.0 

8.0 

p„ 

8.0 

uDd  hieraus  bekommt  man,  in  Folge  der  Bestimmungen  des  Art.  4,  zuerst 

N  =  2.3095  ,  N  =  2.3095  ,  N'  =  2.3095 

ir=  1.7320  ,  ir=^  1.7320  ,  ^  =  0         ,  iV'=  0 

und  wenn  man  vorläufig  auf  die  Zerlegung  des  Systems  keine  Rück- 
sicht nimmt, 


122 

P.  A.  Hansen, 

(1,1)  = 

24.0 

0.0   = 

•*-  6".  098 

(2.2,1)  = 

24.0 

A 

(2.3.1)  = 

0 

(3,3,2)  =      26.6667 

V 

(2.4,1)  = 

0 

(3.4,2)=  —  1.3333  , 

(4,4.1)  = 

21.6667 

(2.5.1)  = 

0 

(3,5.2)  =  —  1 .3333  , 

(4.5,1)  = 

—  2.3333  - 

(2,6,1)  = 

0 

(3,6,2)  =        0 

(4.6,1)  = 

0 

(2.7.1)  = 

0 

(3.7,2)  =        0 

(4,7,1)  = 

0 

(2,/,1)  = 

—  34".852  , 

(3,/,2)  =  +35".31 4  , 

(*.U)  = 

—    4".S6(^ 

(5.5.1)=     37.6667 

(5.6,1)=—  8.0       ,  (6,6,1)=        16.0 

(5,7,1)=—  8.0       ,  (6,7,1)=—     8.0.  (7,7,1)=     16.0 

(5./.1)=— 27".922.  (6,/,1)=— 4".077.  (7,/,1)  =-f.30".004,  (//)=182.73. 

oder  (//)  wie  oben.  Hier  ist  es  blos  Zufall,  dass  (2,4,  t)  und  (2,5.1)  Nuff 
werden,  welches  in  anderen  speciellen  Fallen  nicht  statt  finden  wird. 
Zerlegt  man  nun  dieses  System  von  Gleichungen  nach  dem  Verfahren 
des  Art.  4,  so  bleiben  die  Wcrthe  der  Coefficienten  der  vier  ersten  Glei- 
chungen unverändert  wie  oben,  aber  für  die  flinfle  Gleichung  tritt 
H  =  (5,5,1)  -¥■  (5.6.1)  +  (5,7,1)  =  21.6667  statt  (5,5.1) 
und 

=  (5,/,i)  +  (6,/,l)  +  (7,/.1)  =  —  r.995  statt  (5,i,t) 

ein ,  womit  die  Coefßcienlen  des  ersten  Systems  von  Gleichungen  voll- 
ständig gegeben  sind.  Für  die  des  zweiten  Systems  bekommt  man, 
wenn  man  in  Betreff  der  Bezeichnungen  die  bez.  Bemerkung  des  vor. 
Art.  benutzt, 

(6,6,5)=      16.0 

(6,7,5)  =  —  8.0        ,  (7,7,5)  =        1 6.0 
(6,/,5)  =  —  4".077  .  (7,/,5)  =  +  30". 00 4 
während  der  Werth  von  {II)  durch  diu  Zerlegung  nicht  berührt  wird. 
Die  Auflösung  giebl  nun  nach  und  nach 
X  =  —  (9.40498) 
(tt,1)  =  181.203 

/=  -1- (0.16202) 


y"  =  0  ,  (J"  =  0 

(4,4,2)  =  (4.4,1) 
(4.5,2)  =  (4,5.1) 


(5,5,2)  =  (5,5,1) 


(t,/,2)  =  (4,/,1)  ,  (ö,/,2)    =  (5./,1)  .  (//.2)  =  130.592 


VON  DEK  MeTIIODK  DER  KLEINSTEN  Ql'ADBATE    ClC.  123 

y"  =  +  (8.ft9897)  ,  d'"  =  +  (8.G9897)  ,  %   =  -  (0.12198) 

(4.4.3)  =      21.6 

r  4,5.3)  =:  -  2.4         .  (5,5,3)  =  21.6 

(4./,3)   =  -  2'.7993  ,  (5./,3)   =  -  0".-2293  ,  (tf.3)  =«  83.826 

S"  =s  +  (9.04576)  ,  /  =  +  (9.11260) 

(5.5.4)  =  21 .3333 

(S,t,4)  =  —  0".5403  ,  (ü,4)  =  83.463; 
e-   =  ^  =  0  .  /  =  +  (8.40357) 

(«,5)  =  83.449 
5"»'  =  +  (9.69897)  ,  /'  =  -i-  (9.40622) 
(■7,7,6)=  12.0 

[7J,6)   =  +  27".963o  ,  (//.6)  =  82.410 
i'  =  —  (0.36744) 
(//,7)  =:  17.238  (wie  oben) 
Hieraus  ferner  nach  den  Ausdrüciicn  der  Abhandlung. 

/S'"  =  0  ,  /"  =  +  (8.74,476) 

und 

11.(1)  =  +  0".254 

«,(2)  =  —  1.452 

w(3)  =  4-1.316 

,0(4)  =  —  0.133 

M>(5)  =  —  0.025 
«,(6)  —  tt>(5)  =  +0.910 
,(,(7)  __  «,(5)  =^  +  2.330 
tue  auch  den  oft  erw.ahntcn  Bedingungsgleicbungen  gaUgcn.  Die  beiden 
teilten  Wcrlhe  entziehen  sich  aber  dieser  Conlrole,  weil  iV  und  iV  Null 
sind.  Man  bekommt,  wenn  man  u;(5)  durch  Addition  seines  Wcrthes 
-  0".025  eliminirt 

ii;(6)  =  +  0'.885 

m;(7)  =  -H  2.303 
uod  die  Unterschiede  aller  dieser  Werihe  stimmen  mit  den  bezuglichen 
){e:>ulta(en  der  beiden  nächstvorhergehenden  Artikel  Uberein. 

13. 

Wenden  wir  jetzt  das  Verfahren  des  Art.  6  auf  unser  Beispiel  an, 
^y  sind  alle  iVNull  zu  machen,  und  in  dieser  Annahme  zuerst  dieCoefTn 
cienlen  der  Gleichungen  mit  Weglassung  der  der  ersten  Gleichung  zu 
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(3,3,1)=      21.3333 
(3,4.1)  =  —  5.3333 
(3,5,1)  =  —  5.3333 
(3,6,1)  =        0 
(3,7,1)  =        0 
(3,^,1)   =  +3Ö''.314 


(4.4,1)=      18.6667 
(4.5,1)  =  —  5.3333 
(4,6.1)  =        0 
(4,7,1)  =        0 
(4,/,1)  =  —  4'.565 


berechnen,  und  dabei  keine  Rucksicht  auf  die  Zerlegung  zu  nehmen 
Benutzt  man  da/n  das  Täfelcben  der  (pp)  des  vor.  Art.,  so  sind  diese 
Coefficienten 
[2,2,1 )  =      18.6667 
2,3,1)  =  —  5.3333  , 
[2,4,1)  =  —  4.0 
[2,5.1)  =  -  4.0 
2.6,1)  =        0 
:2.7.1)  =        0 
[2,/,1)  =  —  34'.852  , 

[5,5, 1)=    34.6667 

5,6,1)=-  8.0       ,  (6,6,1)=    16.0 

[5,7,1)=-  8.0       ,  (6,7,1)=-  8.0    ,  (7,7,1)=    16.0 

i5,/.1)  =-27".922.  (6,/,1)  =-4".077,  (7,M)=+30".004,  (tf,1)=182.75£ 

Die  Cocfficienten  der  Gleichung  mit  dem  Index  5  werden  nun  eben 
so  erhalten  wie  im  vor.  Art.  und  es  sind  folglich  die  CoelBcientcn  der 
ersten  vier  Gleichungen  mit  den  vorstehenden  bis  auf  die  Ausnahme 
identisch,  dass 

//oder  (5,5,1)  =  18.667 
L  oder  (5,/,1)  =  —  1".995 
werden,  und  damit  das  erste  System  abschliesst.   Die  CocfUcienten  des 
zweiten  Systems  sind  hier  dieselben  wie  im  vor.  Art.  nemlich 

(6,6,5)=      16.0 

(6,7,5)  =  —  8.0     .  (7,7,5)  =        16.0 
(6,^,5)  =  -  4".077,  (7,/,5)  =  +  30'.004 

Die  Auflösung  giebt  hienach 

^'  =  +  (9.45594)  .  y "  =  +  (9.33100) 
,5"  =  +  (9.33100)  ,  /  =  +  (0.27117) 

(3,3,2)=   19.8094 

(.3,4,2)=—  6.4762,  (4.4.2)=   17.8095 

(3.5,2)=—  6.4762.(4.5,2)=—  6.1905,  (5,5,2)=  17.8095 

(3,/.2)  =4-25".3560,  (4./,2)  =— 12".0335,  (5./,2)  =—9.4635,  («,2)=H7.  ' 

/'  =  +  (9.51445)  ,  *r  =  +  (9.51445)  ,  /  =  —  (0.10721) 
(4,4.3)=   15.6923 

(4,5.3)  =  —  8.3077  ,  (5,5,3)  =   15.6923 
(4./,3)  =  — 3".7439  ,  (5,/,3)  =  —  1".1739  ,  (//,.3)  =  85.223 
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d"  =  +  (9.72380)  ,  x'  =  +  (0.37763) 

(5,5.4)=      11.2941 

(5,U)  =  — 3".1560  .  (//.4)  =  84.330 

x'  =  +  (9.44630) 
(//,5)  =  83.448 

C  =  +  (9.69897)  ,  x'  —  •+■  (9.40622) 
(7,7,6)  =        12.0 
(7J.6)   —  +27".9655  .  (//,6)  =  82.409 

/"  =  —  (0.36744) 

(tt,7)  =:  17.237  (wie  oben) 

T^erner  nacli  den  Ausdrucken  der  Abhandlung 
dT"    =  +  (9.48813)  ./?"  =  +  (9.67265)  .  y"  =  +  (9.69897) 

und  liiemit 

,1,(2)  —  tp(1)  =  ~1".706 
w(3)  —  tt'(l)  =  +  1.062 
u»(4)  —  tt)(1)  =  —  0.387 
tt'(5)  —  «»(1)  =  —  0.279 
«>(6)  —  10(5)  s=  +  0.91 0 
w{l)  —  M>(5)  =  +  2.330 

Die  im  Vorhergehenden  zur  Prüfung  dieser  Kndwerllie  angevvandlc 
B^*1ingungsgleichung  ist  hier  nicht  anwendbar,  da  sie  identisch  erfllllt 
^^•>*il.  Die  Vorglolchiing  inil  den  im  Vorhergehenden  erhaltenen  Werthen 
^^'8t  die  Uebereinslimmung. 


U. 

Da   das  Verfahren  des  vor.  Arl.   mit  demjenigen  übereinstimml, 

^^olches  in  dem  mehrmals  genannten  Werke  (Iber  die  Preuss.  Landes- 

'^Ogulation  angewandt  worden  ist,  und  dort  nach  Bessel  die  an  sicli 

überflüssige  unbestimmte  Elimination  der  Gleichungen  ausgeführt  worden 

'^^«  so  halte  ich  es  fUr  nicht  überdUssig  zu  zeigen,  dass  die  Coefficienten 

*  •^Ser  Elimination  dort  auch  riclilig  berechnet  worden  sind.    Bezeichnet 

^l^^^ri  diese  Coefficienten  mit  [2,2].  [2.3J,  etc.,  so  sind  sie  im  gegenwür- 

^^n  Falle  durch  die  folgondon  Ausdrücke  gegeben. 
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(«.«.<) 


2.2]  = 
2,3]  = 

2.4]  = 

2.5]  = 

2.C]  =  [2,7]  =  « 

3,3]  = 

3.4]  = 


^2_ 


f 


"4 


9! 


»•* 


»"' 


(♦.♦,») 


(5,5,*) 
'(5,5.4r 


(3.5,4) 


i/'"2 


(«,».«) 


(4.4,1) 


3.5J  = 

3.6]  =  [3,7]  =  0 

*'*1  ^  7M';3r  "* 

4,5]  = 

4,6]  =  [4,7]  =  0 

5,6]  =  [5,7]  =  0 

[ß.7]  = 


(5,5,4) 
(5,5,4)" 


(5,5,V 


T5,5,V; 

(5,5';  4) 


^'2 
"(7^,776] 

(7.7,«) 


[^•']  =  if.hr 

Die  Substilulion   der  numerischen  Werlhe  des  vor.  Art.  in  die: 
Ausdrucke  gab 
[2.2]  =  0.08333 
[2,3]  =  0.04107 
[2.4]  =  0.04167 
[2.5]  =  0.04167 

[5,5]  =  0.08854 


[3,3] 
[3,4] 
[3.5] 

[6,6] 

[6.7] 
die  auch  mit  den  Angaben 


=  0.07943 
=  0.04427 


[4,4]  =  0.08854 
=  0.04427  .  [4,5]  =  0.04088 

a=  0.08333 

=  0.04167  .  [7,7]  =  0  08333 

des  angezogenen  Werks  überein.<!limmon. 


15. 

Wenden  wir  endhch  auch  das  Verfahren  des  Art.  7  auf  unser  Bc 
spiel  an.  so  ist  wieder  das  Tüfelchen  der  {pp)  des  Arl.  12  zu  benutze 
und  CS  sind  hioliei  wieder  alle  N  Null  zu  machen ,  aber  die  ftinfle  Gle 
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chnng  wegzulassen.  Die  Gocificienten  des  pi'sten  Systems  der  hiemil 

schon  in  zwei  Systeme  zerlegten  Gleichungen  sind  nun  die  folgenden, 

(1J)=      18.6667 

ff  ,2)  =  —  5.3333  ,  (2,2)  =   1 8.6667 

(1,3)  =  —  5.3333  ,  (2,3)  =  —  5.3333  .  (3,3)  =   21.3333 

(f  ,4)  =  —  4.0    ,  (2,4)  =  —  4.0    ,  (3.4)  =  —  5.3333 

(1,1)   =  -|-6''.098  ,  (2,0  =:  — 34".852  ,  (3,/)  =  +3")".314 

(4,4)  =  18.6667 

(4./)  =  — 4'.565  ,  (//)  =  182.752 

und  die  Coefßcientcn  des  zweiten  Systems  sind  dieselben,  wie  im  Art. 

1  3,  weshalb  ich  sie  nicht  wiederholen  werde.  Die  Aullösiing  giebt  jet/.t 

«'  =  +  (9.45594)  ,/?'=  +  (9.45594) 
y' =  + (9.33100)  ,  ;f' =  — (9.51413) 

i,2.1)==r      17.1428 

i.3.1)B-_    6.8572,(3,3.1)=      19.8094 

5,4.1)=—    5.1429,  (.3,4,1)=—    6.4762,(4,4,1)=    17.8095 

>,/,1)  =s— .33M097,  (3,/,1)=+37".056.3,  (4,/,1)  =— .•r.2583,  (//,1)=180.76 

/f  =  +  (9.60206)  ,  /  =  +  (9.47713)  ,  /  =  +  (0.28588) 
(3.3.2)  =       17.0667 

(3,4.2)  =  —    8.5334  ,  (4,4,2)  =        16.2666 
(3,1,2)   =  -|-23".8124  ,  (4./,2)   =  — 1.3".1916  ,  (M,2)  =  116.810 

/'  =  +  (9.69897)  ,  /'  =  —  (0.14*64) 
(i.4,3)  =     12.0000 
(i,/,3)  SS  — 1".2855  ,  (//,3)  =  83.586 

x"  =  +  (9.02989) 
(U,4)  =  (tt,5)  =  83.448 

Da  dieser  Wertb  von  (//,5)  mit  dem  im  Art.  1 3  gefundenen  Uberein- 
stimmt,  so  muss  der  hier  sich  für  (//,7)  ergebende  auch  mit  jenem  Über- 
einstimmen. 

Die  Ausdrucke  der  Abhandlung  geben  ferner 
a  =  -I-  (9.60206)  .  «'"  =  -I-  (9.69897)  ,  /T  =  -I-  (9.69897) 
und  hiemit 

«,(1)  —  ,t,(5)=  +0'.279 

,1,(2)  —  »(5)  =  —  1 .427 
w(3)  —  w(ö)  =  -I-  1.342 

M.(4)  —  «■(;•))  =  —  0.107 


während  tt;(6)  —  w{6)  und  tv{l)  —  w(5)  eben  so  bleiben  wie  im  vor\^  o 

Art.    Die  Anwendung  der  Bedingungsgleichung  findet  hier  wieder  ni 

statt,  weil  sie  wieder  identisch  wird.    Durch  die  Subtraction  des  ers 

der  vorstehenden  Ausdrücke  von  allen  übrigen  bekommt  man 

w{2)  —  w{i)  =  —  r.706 
14,(3)  _  ,e,(i)  _  +  1.063 

wH)  —  ttj(1)  =  —  0.386 
1^(5)  _  tt,(l)  =  _  0.279 

die  mit  den  im  Vorhergehenden  gefundenen  Werthen  übereinstimin 


16. 

Im  Vorhergehenden  isl  zur  Griüge  gezeigt  worden,  dass  die  Zer^V 
gung  der  Stationsgleichungen  in  zwei  Systeme,  wo  dieses  an  sich  mO^ 
lieh  ist,  in  den  Resultaten  der  Ausgleichungen  auf  den  Stationen  durchsi  « 
keine  Verschiedenheiten  in  den  ausgeglichenen  Werthen  der  Winkel  b^i 
vorbringt.  Aber  nicht  blos  in  diesem  ersten  Theil  der  Auflösung  werdoi 
die  Resultate  identisch,  sondern  dasselbe  findet  auch  im  zweiten  Tbeife 
derselben  statt,  so  dass  man  überhaupt  identische  Endresultate  erliSIft 
man  mag  die  Zerlegung  angewandt  haben  oder  nicht.   Jeder,  der  sieb 
die  Mühe  giebt ,  die  Theorie  dieser  Aufgabe  etwas  mehr  wie  oberflScfa- 
lieh  zu  betrachten,  wird  sich  leicht  überzeugen  können,  dass  dieses  i^ 
d(;r  That  statt  finden  muss.  Ich  könnte  dalier  diesen  Aufsatz  hier  schlief'' 
son,  um  aber  diese  Sache  möglichst  klar  zu  machen,  will  ich  dasselb^^ 
Beispiel  mit  allen  fünf  verschiedenen  Verfahrungsarten ,  die  im  Vorher--^ 
gehenden  enthalten  sind,  so  weit  fortsetzen,  wie  die  Betrachtung  einei"^ 
einzigen  Station  erlaubt;  ich  werde  mich  hiebei  indess  nur  der  Loi^a- 
rithmen  von  vier  Decimalen  bedienen ,  da  man  in  der  Regel  damit  aus- 
reicht. 

Geht  man  die  in  dem  oh  genannten  Werke  angegebenen  Bedin* 
gungsgleichungen  des  Dreiecksnetzes  durch ,  zu  welchem  die  hier  be- 
handelte Station  gehört ,  so  findet  man  dass  diese  letztere  nur  in  den- 
jenigen derselben  vorkommt ,  die  mit  den  Zahlen  IX,  X,  XJI,  XIV,  AT, 
XVr,  XVII,  XVIII,  XIX,  XX,  XXII  bezeichnet  sind.  Zieht  man  diese 
aus,  und  ergünzt  die  erste  Richtung,  deren  Verbesserung  dem  Bessei- 
sehen  Verfahren  zufolge  weggelassen  worden  ist,  so  erhält  man  das 
folgende  Tüfelchen  der  Differentialquotienten,  bei  welchen  es  überflüssig 
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ar  eine  StationsDummer  aozufUhren,   da  es  sich  hier  nur  um  Eine  Sta- 
^n  handelt. 


r 

9(r,/X| 

log^(r,Xj 

log</{r.A7/) 

qir.XlV) 

logj(r,XK) 

q[r,XVI) 

1 

-  1      '  0.2071n 

1 
1 

— 

2 

+  1 

0.4239 

9.6930W 

-  1 



:\ 

0.0185n 

0.0185 

0.25i7w 

— 

4 

9.74057i 

0.2931 

— 

+  1 

9.2205n 

-  1 

(> 



— 

-♦-  1 

7 

— 

— 

r 

logv(r.xr//) 

q{r,XVin] 

log</(r,A7X) 

(iir.XX) 

\ogq{r,XXH) 

7  ~ 

2 
3 
4 

— 

— 

— 

— 

— 

0.2931n 

^^^ 

_^_„ 

^^^^ 

^^^ 

5 

0.5630 

-h  \ 

0.2284» 

— 

6 

0.2284W 

-  4 

0.2284 

-  i 

9.7080 

7 

— 

— 

-         j       +1     ■ 

9.7080n 

17. 

Wendet  man  nun  zuerst  das  allgemeine  Verfahren  ohne  Zerlegung 

der  Gleichungen  an,  nach  weichem  im  Art.  10  die  Ausgleichung  auf  der 

Station  ausgeführt  wurde,  so  sind  die  in  Betracht  konmienden  Hülfs- 

grossen  die  folgenden, 

,^=  -.(8.8697),  ^*  =  —(9.0817),  (f  =  —(9.5673),  /S"=  —(9.6698) 

r= -(8.8697),  /  =  —(9.0817),  /=  —(9.5673),  y'=  —(9.6698) 

r=  —(9.0817),  &  =  —(9.5673),  ()"=  —(9.6698) 

/  =  —(9.5673),  6'  =  —(9.6698) 

^^'=+(9.4252) 
il,t)  =  (1.5760)  ,  (5,5,4)  =  (1.4297) 

[IH]  =  (1.3802)  ,  (6,6,5)  =  (1.2777) 

'3,3,2)  =  (1.3802)  ,  (7,7,6)  =  (1.2460) 

(U3)=  (1.4850) 

ood  es  ist  hiebei  zu  beachten,  dass  hier  die  Reihenfolge  der  Richtungen 

(5)»  (1),  (2),  (3),  (4),  (6),  (7)  ist.  Man  kann  immerhin  demungeachtet  das 
Täfelchen  der  q  des  vor.  Art.  so  wie  es  aufgestellt  worden  ist,  anwen- 
den, wenn  man  nur  die  vorbenannte  Reihenfolge  beachtet,  allein  um  Irr- 
ihiJmem  möglichst  vorzubeugen,  verföhrt  man  sicherer,  wenn  man  die- 
ses Täfelchen  nach. der  geänderten  Reihenfolge  umschreibt.  Es  steht 
daher  flir  die  jetzige  Anwendung  wie  folgt. 


AMiasdl.  d.  K.  S.  ties«li»ch.  d.  Wisseosch.  XIV. 
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r 

qir,IX) 

log9(r,.V) 

lügg(r,A7/j9{r.X/n 

log  9(r,XF)  q{r,XVr) 

5 

— 

+  1 

9.2205n 

-  4 

4 

4 

-  4 

0.2074n 

— 

— 

— 

2 

2 

+  4 

0.4239 

9.6930W 

—  1 

— 

— 

3 

3 

— 

0.01 85n 

0.0185 

— 

0.2547n 

— 

4 

4 

— 

— 

9.740ofi 

— 

0.2934 

— 

5 

6 

■"■" 

— 

— 

— 

— 

+  4 

6 

7 

— 

— 

— 

— 

— 

7 

r 

5 
4 

log9(r,XK//) 
0.5630 

Q{r,XVIII, 

»og^ 

nr.XIX) 

qir^XX] 

[ogqlr.XXIl) 

4 
2 

+  1 

0.2284;* 

2 
3 

I 

^^^^ 

^■^ 

3 
4 

4 

0.293in 

— 

—— 

5 

6 

0.2284n 

-  4 

0.2284 

-  4 

9.7080 

6 

7 

— 

— 

— 

+  1 

9.7080n 

7 

Die  Ausdrücke  der  Abhandlung,  für  weiche  die  rechter  Har 
gesetzten  Indices  zu  benutzen  sind ,  geben  nun  die  folgenden  V 
der  Huirsgrössen. 


log  i,(r,/X)      Iogj;(r.X) 


lo«i?{r,A7/) 


\ogfi{r,XIV) 


5 

— 



ü. 

4 

0.       n 

0.2074n 

— 

2 

0. 

0.4239 

9.6930W 

0. 

3 

■ 

0.0495W 

0.0344 

8.8697 

4 

— 

9.7900n 

9.0817 

6 



— 

9.5673 

7 

— 

9.6698 

n 


Iogi,(r,XK)|logi,(r,XF/; 
0.  n 


9.2205n 


0.2547n 
0.3387 
8.7889IJ 
8.891  On 


0. 
9.4252 


;) 


\of^fl{r,XVIl)   I  log  i/(r.xr///;.   lügi?(r,X/X)    |   logijtr.XX) 
0.56:J0  0.  !     0.2284n 


logiy(r.XX//) 


4 

2 
3 

__ 

^^^_ 

4 

0.2931W 

6 

9.9854n 

0.         n 

1» 

9.6700 

9.4252n 

0.2284 
9.6536 


0.    n 
9.8656 


9.7080 
9.5735n 


logC>'r,/X)jlog(?(r,X) 


log(){r,X//) 


log  Qr.XIV)   log(?(r,XDjlog  (>(r,XK/) 


5 
4 

3 
4 
6 


8.64  98n 
8.6198 


8.8269n 

9.0437 

8.5645n 


—     8.4240   7.6445n 


8.3428W 

8.5484 

8.360371 


8.6198W 

7.3847 

7.6520 

8.2896 

8.4238 


8.7697n 
8.9090 
7.54  42n 
7.6450n 


8.4240n 


8.7223 
8.4  792 
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r 

log  0{r,XVII) 

log  Q[r,XVm) 

log(?(r,A7.Y) 

log 

(?(r.A'X) 

iog(?(r,XA7/) 

5 

2 
3 
4 

8.9870 

8.4240 

8.6524n 

1 

2 

3* 

4 

5 

8.8634n 

— 

— 

6 

8.7077n 

8.7223?i 

8.9507 

8.7223n 

8.4303 

6 

7 

8.4240 

8.1792fi 

8,4076 

8.6196 

8.3275n 

7 

r 

log/lt^/Al 

Iogf(r,X) 

logflr, 

A7/) 

log  /lr,A7rj 

\o%f[r,XV) 

log  Ar,  AT/) 

1 

— . 

— 

8.4240 

7.6445n 

8.4240n 

4 

8.6498n 

8.8090n 

6.1703 

8.3079W   '7.3357n 

8.4239n 

2 

2 

8.6198 

9.0544 

8.3096n 

8.7923m   ;7.3357n 

8.4239n 

3 

3 

^~~ 

8.5645n 

8.5811 

8.2483n    :8.8153n 

8.4239n 

4 

4 

— - 

8.3603?» 

8.1793n    !  8.9261 

8.4239W 

5 

6 

— 

— 

8.4239       7.6454n 

8.7542 

6 

7 

— 

— 

8.4238     i7.6450n 

8.1792 

1 

7 

r 

\o%fr,XVII) 

lo«  /(r, 

XV Hl) 
240  " 

log 
8 

f(r.XlX\ 

log/Ir.AX) 

log/Ir.XX//) 

1 

5 

8.9870 

8.4! 

.6524fi     ' 

.^ 

1 

8.4830 

8.4239 

8.6523n 

— 

2 

2 

8.1830 

8.4239 

8.652371 

— 

3 

3 

8.1830 

8.4239 

8.6523n 

.— 

4 

4 

8.8234n 

8.4239 

8.6523n     1 

5 

6 

8.6429n 

8.7542n 

8.9826 

8.61 98n 

8.3276 

6 

8.4240 

8.1792n 

8.4076 

8.6198 

8.3275n 

7 

Man  kann  die  Richtigkeit  dieser  Werthe  der  f  Functionen  durch  das 
Cloroliarium  zu  dem  im  Suppl.  3  bewiesenen  Satze  prüfen.  Wir  erhalten 
*>ier  z.  B. 

iV./(S,X/V)=+0.0460 
iV'./(l,X//)=+0.0003  iV./(1,Ä7V)=— 0.0469 
iV"./(2,X//)=-0.047l  N'.f[%Xiy)=—(SA  432 


iV./(i  .X)=— 0.1 488. 
/(2,X)=+0.2618, 


ZV 


./(3,X)=— 0^1j30,  iV"./(3,X//)=+0,1173  A"./(3,X/V)=— 0.0545 
Sa.  =0.0000,  ir./(4,X7^=— 0.0706  iV\/(4,X/ry=— 0.046 


5 


Sa.  =  -0.0001    iV./(6,X7F)=+0.1226 

ir'./{7,X/V)=+0.jI^226 
Sa.=-i-Ö.0ÖÖ1 


u.  s.  w. 


18, 


I 


Aus  den  vorstehenden  Zahlenwerthen  ergiebt  sich  der  Beitrag,  den 
in  Rede  stehende  Station  zu  den  Coefficienten  der  Rndgleichungen 
!ert.    Ich  habe  diesen  in  der  folgenden  Tafel  zusammengestellt,  und 
ei  zugleich  die  einzelnen  Theile,  aus  welchen  er  besteht,  hinzugeftigl. 

9* 
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r 

1 

• 

^/A',/A') 

{IX,X) 

{/V,A//) 

[/V.A7r) 

[IX,XV) 

[IX.XVi 

0.04167 
0.04167 

0.08334 

+  0.0644 
+  0.1133 

+  0.1777 

1 

-0.00015    +0.02032 
—0.02040;  -0.06199 

-0.02055  i  —0.04167 

1 

+0.00217 
—  0.00217 

+0.026 
—  0.026 

0. 

0. 

r 

(/.V,A'r//; 

1 

(/A,Ar///j 

(/A',A7A) 

(/A',A'A') 

(/X,XA7/) 

1  ' 

2  ' 

-0.01524 
+0.01524 

0. 

-0.02654  i 
+0.02654  \ 

0. 

+0.04491 
-0.04491 

0, 
0. 

0. 
0. 

0. 

r 
1 

3 

0.1038 
0.3008 
0.0383 

(-V,A7/) 

-0.00024 
—0.05415 
—0.03977 
-0.09416 

(v,x/r) 

[X,XV) 

(x,xr/) 

(X,xr/i 

+0.0327 
-0.1645 
+0.0185 

+0.00349 
—0.00575 
+0.06820 

+0.04276 
—  0.07043 
+0.02769 

+0.00002 

—  0.024 
+  0.040 
— O.OIö 

0.4429 

—0.1133     +0.06594, 

1 

0.000 

r 
3 

[X.XVlIi) 

[X.XIX) 

+0.0724 
-0.1192 
+0.0469 

+0.0001 

{X,XX) 

0. 
0. 
0. 

(X,A'A7/) 

0. 
0. 
0. 

-0.04276 
+0.07043 
-0.02769 

"-07ÖbÖÖ2 

i 

r 

3 
4 

[XII, XII] 

{XII, XIV) 

+  0.03057 
—  0.01848 
+0.00832 

+  0.02041 

(A7/,Ar) 

(A7/,Xr/) 

(A7/,xr//) 

(A7/.Xrj 

0.01006 
0.03978 
0.01261 

0.06245 

+0.00107 
-0.06820 
—  0.04641 

-O!  11354 

+0.01309 
—  0.02769 
+  0.01460 

0.00000 

—0.00752 
+  0.01590 
+  0.03663 

+  0.045Ö1 

— O.oi:^ 
+0.02: 

-O.Oli 
0.00( 

r 

3 
4 

{A7/,A7A') 

+0.02215 

0.04686 

+  0.02471 

0.00000 

(A7/,A'A) 

0. 
0. 
0. 

(A7/,XA7/) 

;     0. 

0. 
0. 

._ 

1 
( 

r 

•  • 

2 

I     [XIV^XIV) 

0.02655 
!     0.06199 

0.08854 

(A7r,Ar) 

—  0.00441 
+  0.00217 

— 0.0022i 

(A7r,AV7) 

-0.02655 
+  0.02655 

0. 

(x/r,A'i7y) 

i  +0.09705 
-0.01524 

(x/r.xr///) 

+0.02655 
-0.02655 

[XlWXi 

—  0.04- 
+  0.04 

0. 

+  0.08181 

0. 

r 

[\iy,\x) 

0. 
0. 

1 

{A7r,\A7/) 

0. 
0. 

1 

1 
1 

^-_  .  ^-  — 

1 
1 

j 
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r 

\X\\XV) 

(A'K,AI7) 

[XV,XVW 

[XV.XVUl) 

(\r,A7A' 

Ar.AX' 

0.0007 

+0.00441 

-0.0161 

-0.00441 

+  0.00746 

0. 

3  , 

0.1  Ho 

H-0.04771 

-0.0274 

-0.0i771 

+  0.08072 

0. 

i 

0.1656 
0.2838 

-0.05212 
0.00000 

—  0.1308 

+0.05212 

0.00000 

1 

-0.08818' 
0.00000 

1 

0. 

i 

-0.1743 

r 

(Ar,A*A7/i 

. 

5 

0. 

1 

1 

1 

3 

0. 

1 

i 

0. 

1 

r 

AI  7,  AK/ 

;Ar/,Ar//: 

[XVl.XVni, 

(Ar/,A7A) 

(AI7.AA'. 

[XYl.XXH] 

5 

0.02655 

—0.09705 

-0.02655 

+0.04492 

0. 

0. 

6 

0.05679 

-0.04394 

-0.05679 

+0.09608 

1 

0.04167 

+  0.02126 

.    0.08334 

-0.14099 

—  0.08334' 

+0.14100 

— 0.0il67 

+0.02126 

1    _ 

r 

iAV//,Ar//) 

[xvu,xvin) 

;av7/,a7a: 

:ai7/,a'a) 

(AI7/,AA7/) 

M 

0 

0.3548 

+0.09705' 

-0.1642 

0.             1 

0. 

4 

0.1311 

—0.05212 

+0.0882 

0. 

0. 

ß 

0.0743 

+  0.09608  ' 

-0.1626 

+  0.07050 

—0.03598 

0.5602 

+0.14101 ; 

—  0.2386 

+  0. 07  050' 

—  0.03598 

r 

W'ui.xvnr 

:Ar///,A7A) 

(Ary//,AA 

:ak///,aa7/] 

_. 

M 
0 

'  '0.0'2655~  " 

'  -0.04i92 

ö. " 

ö. 

■ 

6 

0.05679 

;  -0.09608 

+  0.04167 

-0.02126 

0.08334 

—0.14100 

+  0.04167 

—  0.02126 

r 

A7A.A7A; 

A7A',AAi 

(A7A',AA//j 

m 

0 

0.0760 

0. 

0. 

' 

6 

0.1626 

-0.07050 

+  0.03598 

1 

0.2386 

-0.07050 

+  0.03598 

• 

• 

r 

iAA,AX) 

j    rA'X,A'A7/) 

6 

0. 04167 

-Ö.02126 

1 

1 

* 

0.04167 

—  0.02126 

1 

L 

0.0833  i" 

-Ö.Ö4252 

■ 

r 
6 

(AA7/.AA7/. 
O^ÖTo"86' 

1 
1 

1 

1 

1 

L 

■IZ—    . 

1 

7 

0.01086 
0.02172 

■ 

■ 

Weiter  kann  man  in  der  Betrachtung  einer  einzelnen  Station  nicht 
liehen,  aber  das  Vorsiehende  reicht  aus,  um  ihre  volle  Kinwirkung  auf 
die  ganze  Berechnung  des  betreffenden  Dreiecksnetzes  zu  erkennen,  und 
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mit  den  Resultaten  der  übrigen  hier  erklärten  Verfahrungsarten  verglei- 
chen zu  können. 


19. 

Indem  wir  nun  zur  Fortsetzung  der  Rechnungen  übergeben,  die 
sich  an  das  im  Art.  1 1  angewandte  Yer fahren  der  Zerlegung  der  Sta- 
lionsgleichungen  anknüpfen,  haben  wir  zuerst  zu  erwägen,  dass  dort  die 
Reihenfolge  der  Richtungen  eine  andere  ist ,  wie  im  Vorhergehenden. 
Dieser  Umstand  muss  wieder  bei  der  Benutzung  des  Täfelchens  filr  die 
Differentialquotienlen  der  Bedingungsgieichungen  berücksichtigt  werden, 
und  stellt  man  dieses  demgemäss  um,  so  erhält  man  das  folgende. 


r 
5 

9(r,/X) 

\ogg{r,X) 

log  9(1 

^A7/} 

glr.XlV) 

\ogq{r,XV)  q(r,XVI) 

— 

— 

+  1 

9.2205ra 

—  1 

1 

6 

— 

— 

+  1 

2 

7 

— 



3 

1 

—  4 

0.2071n 

— 

— 

— 

4 

2 

-hl 

0.4239 

9.6930n 

—    1 

5 

3 

0.01 85n 

0.0185 

0.2547n 

6 

4 

— 

9.7405« 

• 

0.2931 

— 

7 

r 

Iog9(r,AT//) 

iVlU) 

»og^ 

/{r,A7A') 
22  8  in' 

qir.XX) 

log9(r,A-A7/) 

1~ 

5 

0.5630 

.  1 

0. 

— . 

6 

0.2284n 

—  1 

0.2284 

—  1 

9.7080 

2 

7 

2 
3 
4 

— 

■^^^ 

+ 1 

9.7080n 

3 
4 
5 
6 

7 

0.2931n 

,      

1 

— 

Die  Werlhe  der  jetzt  in  Betracht  kommenden  Hulfügrössen  sind  zu- 
folge des  Art.  1 1 . 
«'=-|-{9.3271),  a"=-|-(9.ö520).  «'"=0,  «"  =  0,  «=0  ,  «"=0 

//'=+(9.831 4).  ^"=0,  ,r  =0,  /J'=0  ,  (f'=0 

/'=0.  y'^=0, /=0  ./'=0 

r=0,  (r=— (8.8697),  ()"=_(9.08 
/=— (8.8697),  f"=— (9.08 

r  =  — (9.08 
(1,1)  =  (1.Ö760)  ,  (ö,ö,4)  =  (1.3802) 

(2.2.1)  =  (1.1554)  ,   (6,6,5)  =  (1.4850) 

(3.3.2)  =  (0.8878)  ,   (7,7,6)  =  (1.4297) 

(4.4.3)  =  (1.3802) 
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Da  beim  gegeowäitigeD  Verfahren  in  verschiedenen  Fällen  ver- 
schiedene Hülfsgrössen  Null  werden  können ,  so  will  ich  die  Formeln, 
nach  welchen  die  Rechnungen  auszuführen  sind,  ohne  jede  Abkürzung 
für  sieben  Richtungen  aufstellen,  gleichwie  dieses  im  Art.  1 1  für  die  dort 
in  Betracht  kommenden  Grössen  geschehen  ist. 

r,il./)=      q{\,I) 

rj;2.J)«a'.v(1,/)+      q{i,l) 

m^  «'.g(1  ,/)-|-  /r.g(2,7)+      7(3,/) 

,.(i,/)=«-.,(l./)+/r.7(2,/)+/'.?(3,/)+     9(4.7) 

m=.ar.qi\,I)-t-f.q{2,I)-i-r"'.q{3j)-t.r.qH,r)-t-      ^(S,/) 

r,(6,/)=  a\qH ,l)-t-^.q{2,I}+  /.9(3./j+ ()'.7(4,/)+ 1  .qM+     7(6.7) 

ij:;,/)=a".g(1./)+/S''.7(2,7)+/'.9(;i,7)-i-()".7(4,7)-i-«".7(ö,7)-|.if'.7(6./)-H7(7,7) 

Oi^'l)  =  ',!;o-  Ö(«.')  =  -Sw'  Ö(3>/)  =  Ixi)'  *^'^- 
f,I./)=0(1.7)+«'.ö(2,7)+«''.(?(3,7)+«'".b(4,7)+«"'.O(5,7)-H«'.ö(6,7)+«^'.(?(7.7) 
/itfj«  ö(2.7)-H/^.(?(3./)+/?"'.(>(4,/)-H/?"'.0(5,7;+/?''.0(6.7)+/J".0(7,7) 

/(3/)=  QM-*-r'•Q'M+r"•QM+r■QM+r"'Qi^,I) 

im^  QiU}+&'.Q{sj)+^.Q{ß,l)-i-if'.Q{i,l) 

f^'f:^  (?(S,7)+ e".  0(6,7)+  «".(?(7,7) 

^•'•'i*  (?(6,7)+r.(?(7.7) 

/i^'-^i*  0(7,7) 

Man  bekommt  hiemit  für  das  Beispiel  sehr  leicht 


1 

r 

logij(r./.Y) 

loR  r/[r,A'> 

\ogfi  r,XII) 

logi?:r,A7r;jlogi?(r,Ar; 

\ogfi{r,XVI)\ 

5          — 

0.              ■  9.2205n 

0.          n 

1 

6          _ 

9.3271     1  8.5476n 

9.8963 

2 

h          - 

-^ 

9.5520 

8.7725n 

9.5078 

3 

1  1  ;  0.       n 

0.207411 

— 

— 

— 

4 

\2      0. 

0.4239 

9.6930n 

0.         n          — 

—— 

5 

3 



0.0496n 

0.0338 

8.8697 

0.25I7W 

— 

6 

4 

r 



6.602n 

9.7900n 

9.0817 

0.3387 

7 

Iogi,{r,ÄK//) 

log  J7(r.AF7//)'  log  f,lr,A7A) 

1 

logi^ir.A'Al 

log  i?ir,A'A7/) 

5 

0.5630 

0. 

0.2284n 

— 

1 

6 

9.9619n 

9.8963n 

0.1249 

0.          n 

9.7080 

2 

) 

2 
3 
» 

9.1920 

9.5078»! 

9.7360 

9.5073 

9.21 56n 

3 
4 
5 
6 

7 

1 

0.2934f] 

- 

— 
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r 

log  Q[rJX] 

»ogOir,X) 

logQff, 

A7/) 

log(?(r,XfK) 

\ogQir,XV) 

Iog(?(r,ATfi 

5 

—               — 

-^ 

8.4240 

7.6445n 

8.4240n 

1 

6 

-— 

— 

8.1717 

7.3922n 

8.7409 

2 

7 

1 

8.6642 

7.8847n 

8.6200 

3 

1 

8.6l98n;  8.8269n 

— 

4 

i 

8.6198      9.0437      8.3i28n 

8.61 98n 

— _ 

5 

3 

— 

8.5646n,  8.5488 

7.3847       8.7697n 

6 

i 

15.172  n|8.3603n'     7.6520       8.9090 

im 

/ 

r 

Iog.(?(r,AI7/; 

log  Qir.XVIll) 

log  Q[r,XIX] 

log  <?;r,A'A, 

log(?;r,AA7/) 

8.9870 

8.4240 

8  6524« 

— 

-_ 

1 

6 

8.8065n 

8.7409n 

8.9695 

8.8446n 

8.5526 

2 

7 
•j 

8.3042 

8.6200n 

8.8482 

8.6195 

8.3278n 

3 
4 
o 

— 

— 

i 

8.8634n             — 

— 



'~~' 

6 

7 

^ 

logAr,/X) 

log  f{r,X) 

\o^f{r,Xll) 

log  fir.XIV) 

log  Ar,  AK) 

log  fr,  xvr 

1 

5 

— 

8.6641 

7.8847n 

— 

6 

— 

— 

8.6641 

7.8847n 

8.9208 

2 

7 

—            8.6642 

7.8847W 

8.6200 

3 

! 

8.6l98n 

8.8090n 

6.161       '     6.8580n 

7.7347n 

4 

2 

8.6198 

9.0542 

8.3096n       8.6273n  j  7.7347n 

—' 

5 

3 

8.5646ni  8.5815    i     7.2751        8.8366/>  i 

6 

4 

— 

5.172  n    8.3603/*;     7.6520 

8.9090 

7 

r 

log  Ar. AT//) 

\og,f{r,XVIir) 

log  f'r.XlX) 

log/Tr,AA) 

log  fr^xxn, 

5 

8.9573 



.i—. 

■ 

1 

6 

8.7023n 

8.9208n  i     9.U93 

8.61 98n 

8.3276 

5 

7 

8.3042 

8.6200n 

8.8482 

8.6195 

8.4278W 

3 

1 

7.9451 

— 

I 

4 

2 

7.9451 

— 

— 

5 

3 

7,9451 

■ — 

— 

6 

4 

8.8634n 

— 

— 

Auch  diese  /'Functionen  kann  man  auf  dieselbe  Weise 
wie  oben,  und  es  erstreckt  sich  die  Wirkung  davon  auch  auf 
und  r(7)  gehörigen  Functionen,  obgleich  N'  und  A"  Null  sind. 
Controlrechnungen  stehen  vvie  folgt 

iV./(5,X/V)= 

N.fli,X}=z—O.HSl,  N.I{i,XII)=+0.000:\,  N.I{i,XIV)= 

iV./(2.X)=-i-0.26l7,  iV;./(2,A7/;=— 0.0471,  n'j[2,XIV)= 

iv"./(3,X)=— 0.1130,  iV,"./(3,Ä7/)=+0.1 174,iV,^/(3,A7F)= 

N^..f{i,X)=     0.0000,  iV,../(4,A//)=~0.0706,iV;"./(4,X/V)= 

Sa.  =  0.0000 


controlii 

die  zu  r 

Die  ers 

-1-0.079 

—  0.001 

—  0.097 
-l-O.OOo 
-1-0.013 


Sa.  =  0.0000 


Sa.=— 0.000 
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20. 

Der  Beitrag,  den  die  in  Rede  stehende  Station  jetzt  zu  den  Coeffi- 
minien  der  Endgleichungen  liefert,  ist  der  folgende. 


i-- 

{IX.  IX) 

:/Y,A) 

(/A',A7/; 

!    :/Y,A7r: 

1 

'IX,XVj 

<J\.-\vi, 

\  i 

0.0il67 

.   +0.0644 

,  — O.OOOlo 

+  0.00072 

+0.00543 

0. 

\  ^ 

0.04167 

1   +0.H33 

-0.02040 

—  0.04239 

-0.00543 

0. 

' 

0.083:h' 

1   -^0.1777 

—  Ö.  02055 

i  — Ö.()4467 

i      0. 

r 

{ix,xvir: 

[IX.XVJII] 

(/A',A7A: 

(/Y,.YA': 

(/A',A'A7/; 

\ 

—  0.00884 

0. 

'  0. 

0. 

1   0. 

2 

-♦-0.00884 
0. 

0. 

!  0. 

0. 

1 

0. 

r 

(A',A'] 

(A'.A/r 

(XA7r; 

Y  \V 

._.   .    ._ 

(Y,A'l7j 

!Y.Ar//j 

,  i 

0.4038 

—  0.00023 

'.  +0.0012 

+  0.00874 

'   0. 

-0.01420 

1  - 

0.3007 

'  —0.05414 

-0.4125 

—  0.04  4  41 

'   0. 

+  0.02339 

1   3 

0.0383 

—  0.03^84 

-0.0020 

+.0.07162 

0. 

—  0.00920 

0.4i28 

—0^0944  8 

—6.1433 

+0706595 

—  0.00001 

r 

;A,AI7//. 

(A'.A/A) 

(Y.A'A) 

fA.A'A7/j 

\ 

0. 

0. 

0. 

!    0. 

1 

i 

0. 

0. 

0. 

1   0. 

:) 

0. 

0. 

0. 

;    0. 

1 

r 

(\7/,A7/. 

(A7/,A7r; 

;A7/,Ar 

:A7/.Ar/; 

:A7/,AI7/; 

;A//,Ar///; 

l^ 

0.01006 

H-0.02091 

+0.00268 

0. 

—  0.00435 

0. 

r' 

0.03980 

+  0.00197 

—  0.07163 

0. 

+0.00920 

0. 

h 

0.04264 

—0.00247  , 

—0.04462 

0. 

+  0.04047 

0. 

1 

r 

0.06247 

HhO.02044  , 

—  0.4  4  357 

+0.Ö4502 

A/AA/AT 

(A7/.A'A') 

i  XII, XXII) 

2 

0. 

0. 

0. 

1 

3 

0. 

0. 

0. 

' 

4 

0. 

0. 

0. 

. 

f 

:.\7r.A7n 

:A7r.xr; 

:A7r,Ar/) 

(A7r,Ar//:' 

(A/r,AK///j 

(.Y/K,.Y/.Yj 

5 

0.0464  4 

—  0.00767  , 

0. 

+  0.09064 

0. 

0. 

1  ^ 

0.04239    , 

+0.00543 

0. 

—0.00884 

0. 

0. 

: 

0.08853 

—0.00224 

1 

+  0.08183  1 

'^  . 

{A7V,A\Y) 

{A7r,A'A7/) 

1 

i 

5    , 

0. 

0. 

1 

1 '  '■ 

0. 

0. 
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.■> 

4 

Ar,  AK 

Ar.AI7 
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AT.Ar//          Ar,AI7// 

Ar,.\7A'; 

■Ar,.\A' 

0.0013 
0.1234 
0.1593 

0.2840 

0. 
0. 

0. 

1 

—0.015« 

1  —0.0158 

-0.1434 

—0.1743 

0. 
0. 
0. 

0.                     0. 
0.                     0. 
0.                     0. 

1 

1 

r 

\r,AA7/ 

1 

5 

0. 
0. 
0. 

[ 

1 

1 
1 

r 

5 
6 

AI7,AI7 

0. 
0.08333 

0.08333" 

Ar/,AI7/ 

AI7,A'r/// 

\I7,A7A'; 

[Xl%XX) 

(xr/,ÄA7(: 

—0.09064 
—0.05038 

— 0.lil02 

0. 
—0.08333 

—0  08333 

0. 
+O.I4fO 

+O.UIO 

0.              !       0. 
-0.04167!  +0.02126 

-0.04467  :  +0.02126 

1 

r 

•* 

6 

i 

XVIIXMI 

1                                      _ 

0.3314 
0.0853 
0.U34 

0.5601 

AI7/,AI7// 

.vr//.A7A: 

AI7/.AA', 

(A>7/,A'X//) 

.       0. 
+0.1410 
0. 

+0.1440 

0. 
-0.2386 
0. 

—  0.2386 

:      0. 

+0.07050 
0. 

+0.07050 

0. 
—0.03598 
0. 

—0.03598 

r 

AV///,AV/// 

Ar///,A7A 

Ar///..VA 

''  xviu.xxii: 

1 

6 

0.08333 

-O.I4iO 

+  0.04167 

-0.02126 

r 
6 

A7A\A7A 

:A7A,AA 

i 

.\7A,AA7/ 

i 

1 

0.5386 

-0.07050 

+0.03598 

1 

r 
7 

A'V,AA/    1 

{XX,  XX 11 

f                                                            1 

1 

1 

0.04167 
0.04165 

0.0833i    ' 

-0.02126 
-0.02125 

-0.04251 

1 

1 

1 

! 
1 

r 



6 

/ 

AA7/,AV//, 

0.01086 
0.01086 

0.02172 

1 

1 

! 

1 
1 

Vergleicht  man  die  vorstehenden  Werthe  der  CoelBcienten  mit  de- 
nen des  Art.  IH,  die  ohne  (he  Zerlegung  der  Slationsgleichungcn  er- 
halten worden  sind,  so  wird  man  eine  so  vollständige  UebereiDStimmiinc 
finden,  wie  die  angewandten  Logarithmen  erlauben,  obgleich  die  ein- 
zelnen Glieder,  aus  welchen  jeder  (^oefficient  besteht,  oftmals  sehr  voi 
einander  verschieden  sind.  Die  Anwendung  der  Zerlegung  der  Slalions- 
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3ichungen  fübrl  also  auf  dieselben  Endgleichungen,  die  man  be- 
mmi ,  wenn  man  diese  Zerlegung  nicht  anwendet.  Die  Werthe  der 
ibekannten  dieser  Gleichungen,  die  in  der  Abhandlung  mit(/),  (//),  (///), 
:.  bezeichnet  wurden,  sind  also  in  beiden  Fällen  dieselben. 


21. 

Um  die  Vergleichung  der  beiden  Verfahrungsarten  vollständig  aus- 
führen, ist  noch  nachzuweisen,  dass  auch  die  Verliesserungen  z{r)  der 
iHitungen  mit  einander  übereinstimmen,  oder  wenigstens  nur  um  eine 
Dstante  Grösse  von  einander  verschieden  sind.  Zufolge  des  allge- 
»oen  Ausdrucks 

z(r)  =  f{r,I){l)  +  l[r,II){lI)  +  l{r,lU)[ni)  +  etc. 
kommt  man  aus  dem  Art.  1 7 
)=-0.0417(/X)-0.064i(X)+0.000l{X//)-0.0203(X/V)-0.0022(XV) 

-0.0265(XV/)+0.0i52(AT//)+0.0265(XV///)-0.0449(X/X) 
;?.  w.     Um  diese  Gleichungen  übersichtlich  aufzustellen,  will  ich  sie 
dieselbe  tabularische  Form  bringen  die  oben  angevvandt  wurde.    Eh 
ird  daher 


(/.Y) 

(A'j 

(A7/) 

(A7K) 

(AT) 
-0.0022 

(AT/) 
-0.0265 

=(<;= 

—0.0447 

-0.0644 

+  0.0001 

-0.0203 

^{«  = 

+  0.0417 

+  0.1133 

—0.0204 

—  0.0620 

—0.0022 

-0.0265 

s(3)  = 

—0.0367 

+0.0381 

-0.0177 

-0.0654 

—  0.0265 

=fi)= 

—0.0229 

.  -0.0151 

+0.0844 

-0.0265 

5(5; = 

+  0.0265 

—0.0044 

—0.0265 

3;6=: 

1  +0.0265 

—0.0044 

+0.0368 

N?  = 

+  0.0265 

-0.0044 

+0.0151 

ferntr 

(AT//) 

(XV Hl) 

(A7X) 
—0.0449 

(A'AJ 

[XXII) 

'(• 

+0.0152 

+  0.0265 

« 

+0.0152 

+0.0265 

—0.0449 

'(3) 

+0.0152 

+  0.0265 

-0.0449 

1  -(») 

—0.0666 

+0.0265 

-0.0449 

■ 

'{5; 

+0.0970 

+0.0265 

-0.0449 

'   5l'6) 

-0.0139 

-0.0568 

+0.0961 

-0.0417 

+0.0213 

-(7) 

+0.0265 

-0.0151 

+0.0256 

+0.0417 

-0.0213 

\%o^tf-jcen 

der  Arl. 

9  die  folgende  Zusaniiuenslellung  gieb!. 

(.V: 

:.v;       1     :aw: 

iXIV] 

:xvi       1      xvi 

3,1    = 

-«.üTir 

— 0.06il  i  +O.OüOr 

^MÖl 

—0.0054 

3  i  = 

+0.0il7 

+0.H3:(      -0.020* 

-0.0424 

—0.0054  1 

j,;v  = 

-0.0367     +0.03»! 

+0.0010 

—0.0686 

1  -0.0229 

+0.004:) 

+0.08(1  1 

3i5)b= 

+0.0461 

—0.0077  , 

31«:« 

;  +0.0i6l 

-0.0077      +O.Uf 

3^71== 

i  +0.0461 

-0.0077      +0.0i 

frrnfir 

3(t 

xrii, 

+ÖJ>Ö8« 

'Will: 

[XIX) 

■M) 

[XXII 1      j 

3  4 

+0.0088 

3(:l 

+0.0088 

=  (i 

—0.0730 

5(5) 

+0.090B 

3(ßl 

-o.or.oi 

-o.08;i:i 

+0.1410  '  -0.0417 

+0.0213  ' 

3(7) 

+0.0*0f 

— 0.0H7  1  +0.0705      +0.0417 

-0.0213  ' 

Mai)  erkennt  leicht,  dass  dieses  Kwcile  System  von  Ausdrücken  der 
ii)it  dein  ersten  identisch  wird,  wenn  man  jeder  Gleichung  desse' 
die  conslante  Grösse 

—  Ü.0I96   {XIV}  +  0.0032     (AT}     —  0.0205  {XVI) 
■+■  0.0064  {XVII)  •+■  0.0265  {XVHI)  —  0.0449  {XIX) 
li  iiiieiifilgl    Heide  liis  jclifl  voll^tütidif^  erörterte  Vnrrahningsarten  fu 
daher  auf  identische  Endrosultule  Tür  die  Ausgleichung  eines  Dreif 
uelzes. 


22. 

Gehen  wir  noch,  um  möglichst  vollslttndig  zu  sein,  die  übrige 
Vorhergehenden  erklärten  Zerlegungsarleii  durch.  Um  das  Vcrfa 
des  Art.  12  weiter  auszuführen,  hahen  wir  zu  lierücksichligen.  das 
heideu  letzten  UnhekaiinteH  nicht  die  Richtungen  (6)  und  (7)  sf 
sondern  die  Uiiterschiedo  dieser  mit  der  Richtung  (5)  sind,  und  di 
bell  Unbekannten  in  die  Dillcreiilitiliiüotienten  der  Bedingungsgleii 
gen  cinzufülireii.  Ks  lui  zu  dem  Kiide  nichts  weiter  zu  ihun,  al 
Identitäten 

J((i)  -  (ä)!  +  (;i}  =  (6)  .   1(7)  -  (5)1  +  (ö)  =  (7) 
aurzustellen ,  und  diese  statt  (6)  und  (7j  zu  substituiren.     Die  Taft 
Art.  16  sieht  daher  jetzt  so, 
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r 

9'r./-V) 

log^,:r,X) 

log9(r,X//) 

9(r,A7n 

log9(r..YF) 

qir.XVl) 

1                  -1 

0~201\n 

1 

— 

— 

9 

+  1 

0.4239 

9.6930fi 

-1 

. 

3 

0.01 85w 

0.0185 

— 

0.2547W 

4 



— 

9.7405/1 

— 

0.2931 

— 

0 

~~" 

— 

+1 

9.2205n 

■«)-(.%) 

— 

— 

+  1 

:'7)-(ä) 

■ 

— 

_ 

qir.XVm) 

log9(r,.\7A'; 

q[r,XX] 

■-■-■'- 

log9lr,.V.Y//) 

.2 
3 



— 

4            0.2931n 

— 

— 

5            0.2931 

— 



— 

(6) -(5)      0.2284n 

-1 

0.228i 

-1 

9.7080 

'•1        'si\  i 

— 

— 

+  1 

9.7080n 

Die  jetzt  aDzuwendenden ,  aus  dem  Art.  12  zu  entnehmenden  Hülfs- 

grossen  sind 

iT  =  0  .  /?"  =  0  , 

r'=  -I-  (8.6990)  ,  y"  =  -|-  (8.7448) 

r  =  -♦-  (9.0458)  ,  ()'  =  0 

f '  =  0 


/^  =  0 
y   —  0 

d"  =  0 


d"  =  0 

/'  =  0 


/'  =  0 
i:.'  =  -I-  (9.6990) 
(1,1)    =  (1.3802)  ,  (3.5,4)  =  (1.3290) 

(2.2.1)  =  (1.3802)  ,  (6,6,5)  =  (1.2041) 

(3.3.2)  =  (1.4260)  ,  (7.7.6)  =  (1.0792) 

(4.4.3)  =  (1.3345)  , 

und  hiemit  erhall  man  die  folgenden  Wertlie. 


r 

logij;:r,/A')      logi;:r,A'; 

logr/r,A7/;      loj;i,(r,A7r) 

log»/(r,AT; 

Iogi?(r,AI7) 

\ 

0.        n 

0.2071;/ 

—         1         — 

J      * 

0. 

0.4293 

9.e)930n        0.       n 

^— - 

•^ 

0.018l>n 

0.0185 

— 

0.2547/j 

— 

* 

— 

8.71 75n 

9.6971« 

— 

0.2728 

/      •' 

8.7633fi 

7.4983W 

0. 

8.6794W 

/.6j-;.5) 

— 

1 

0. 

(7)- (5) 

— 

9.6990 

r 

logi,(r,AF//i|logi,(r,A'r///;. 

\ogr][r,\lX]    logi;;r,XA'; 

logi,(r.A'A7/) 

1 

4 

1 

_ 

1 

— 

3 
4 

0.2931n 

5 

0.2420 

— 

•  i  —    Ol 

0.2284n 

0.         n 

.   0.2284 

0.       n 

9.7080 

— -Ol 

9,927if 

1 

9.6990 

n 

9.9274 

9.6990 

9.4070« 

1 
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r 

(/A',/A') 

(/A',A') 

(/A-,A//) 

0. 
—  0.02055 

—0.02055 

i/A,A7n 

0. 
—  0.04167 

—0704167 

{rx,xv) 

(/A',AT/) 

1 

2 

0.04167 
0.04167 

+0.0671 
+0.1106 

+0.1777 

0. 
0. 

0. 
0. 

i 

0.08334 

r 

(/A',A'ra) 

{ix.xviri) 

(/A,A7A') 

{/A',XA-) 

0. 
0. 

(/A',A'X//) 

0. 
0. 

1 

1 

2 

0. 
0. 

0. 
0. 

0. 
0. 

r 

(-V,A') 

(A,A7/) 

(V,A7r) 

(A,AT; 

(-V,A'T7) 

{A',Ar//) 

1 

2 
3 

0.1082 
0.2935 
0.0411 

0.4428 

0. 
-0.05454 
—0.03964 

—0.09418 

0. 
-0.1106 
-0.0027 

-0.1133 

0. 
0. 
+0.06593 

+0.06593 

0. 
0. 
0. 

0. 
0. 
0. 

1 

r 

1 

2 
4 

(x,A'r///) 

{X,A7A) 

(Y.AA) 

0. 
0. 
0. 

(A,A'A7/) 

0. 
0. 
0. 

0. 
0. 
0. 

0. 
0. 
0. 

r 

(A7/,A//) 

(XII, XIV) 

{A7/,Ar) 

0. 

—  0.06593 

—  0.04760 

—  0.11353 

(A7/.A'I7)      (A7/,Vr//) 

[Xii.xvm] 

2 
3 
4 

0.01014 
0.03964 
0.01269 

0.06247 

+0.02055 
+0.00272 
-0.00287 

+0.02040 

0. 
0. 
0. 

0. 
0. 
+0.04503 

+0.04503  j 

1 

0. 
0. 
0. 

r 

(A7/.A7A') 

(A7/,XX) 

(A7/,AA7/) 

1 

1 

2 
3 
4 

0. 
0. 
0. 

0. 
0. 
0. 

0. 
0. 
0. 

1 

■ 

r 

(A7r,A7K) 

(A7r,xr) 

(A7r,A'r/; 

;A7r,A'T70      [XIV.XVIll] 

(X/r,x/Xj 

5 

0.04167 
0.04687 

0. 
-0.00224 

—0.00224 

0.             i 
0. 

1 

0. 
+  0.08184 

+0.08184 

0. 
0. 

0. 

0. 

— 

0.08854 

r 

(A7K,A'A') 

(A7r,A'A7/) 

1== 

2 
5 

0. 
0. 

0. 
0. 

r 

(AT,  AT) 

(Ar,A'r/) 

(A'r,Ar//) 

iXWXVIIl) 

(A'r,A7A) 

(xr,xx) 

3 
4 
5 

0.1136 
0.1699 
0.0004 

0.2839 

0. 
0. 
0. 

0. 
-0.1607 
-0.0136 

-0.1743 

0. 
0. 
0. 

0. 
0. 
0. 

0. 
0. 
0. 

44 

r 

A'r.A'A//) 

P.  A.  Hansen, 

3 
4 

0. 
0. 
0. 

r 

(A'r/,A'r/) 

{XVI,  XVII] 

(XVI,XVIII) 

(A'K/,A7A'J 

(Xr/,A'.Y) 

:A'r/,A' 

(d)  -  (ö) 

—0.08333 

-0.1410 

—  0.08333 

+  0.1410 

-0.04167 

+0.02 

r 

[XVII^XVII] 

{X  VII, X  VIII) 

(A'r//,A7A') 

(A'r//,A'.V) 

{XV II, XX II) 

4 

fo)  -  /r>) 

0.1607 
0.1607 
0.2386 

0. 
0. 
+0.1410 

0. 
0. 
-0.2385 

-0.2385 

0. 
0. 
+0.07050 

+0.07050 

0. 
0. 
—  0.03599 

—0.03599 

0.5600 

-1-0.1410 

r 

IXVIII,XVIII] 

(Ar///,A7A') 

{A'r///,AA') 

{XV III,  XX 11] 

((i)-.(ö)|    0.08333 

—0.1410 

+0.04167 

-0.02127 

• 

r 

(A7X,A7A) 

(A7Y,AA) 

(A7A'.AA7/j 

(6) -(5) 

0.2386 

—0.07050 

+  0.03599 

r              (A.Y,AA') 

(A'A,A'A7/; 

!6)-(5)!     0.04167 
,7j-.(5)     0.04167 

i    0.08334 

-0.02127 
—0.02127 

—0.04254 

1 
1 

i 

1 

r 

(VA//,AA7/; 

1                      i                    '  1 

{^'{^) 
•')-(*^l 

'    0.01086 
1    0.01086 

0.02172 

1 
1 

: 

i 

Die  Vergleichung  dieser  Wei  the  mit  den  vorhergehenden  durch  anc 
Verfahrungsarlen  erhallenen  zeigt  wieder  die  erwartete  Ueben 
stinimiing. 


24. 

Zur  Vergleichung  der  sieh  jelzl  herausstellenden  Ausdrücke  der 
mache  ich  zuerst  die  folgende  Zusanunenstellung  aus  dem  Art.  22 
welcher  ich  durch  Addition  des  Ausdrucks  für  z{5)  zu  den  beiden 
genden  die  Ausdrücke  für  z(0)  und  zH)  erhalten  habe. 
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(?Ij 

(D 

(X//) 

{XIV) 

[XV] 

{XVI) 

1(1  = 

-0.0i17 

— 0.067< 

»(«  = 

+0.0H7 

•^o.1106 

-0.0805 

-o.oin 

.(3  = 

— o.o:t94 

+0.0380 

+0.0026 

—0.0032 

=(t- 

—0.0027 

-0.023t 

+0.00.^2 

+0.0865 

>|51  = 

—0.0097 

-0.0001 

+0.0.i6'J 

-0.0022 

=161  = 

-0.0037 

-0.0001 

+o.nif>i) 

—  0.0022 

+  0.0833 

«m= 

-0.0027 

—  O.OOftI 

+  0.0(09 

-0.0022 

+0.0417 

ferner 

(.YFfl) 

(Xriii] 

IMX] 

(XX] 

{XXII) 

=(<! 

i(3) 

'(*) 

-0.08U 

s[5} 

+0.081J 

s[6) 

—0.0592 

—0.0833 

+0.U10 

-o.oin 

+0.091 3 

■■[-'] 

+o.oii:j 

-0.0417 

+  0.0705 

+0.0i17 

-0.0213 

tue  Vei^Ieichung  dieser  mit  der  ersten  Gruppe  von  ahnlicheD  Gleichungen 
des  Arl.  S1  giebt  zu  erkenaen,  dass  beide  Gruppen  identisch  werden, 
neun  man  in  der  vorstehenden  jeder  Gleichung  die  Constante 
+  0.OO27  {X}  +  0.0001  {XII)  —  0.0203  {XIV)  —  0.0022  {XV) 
-0.0265{XV/)  +  0.0152  {XVII)  +  0.0265(XW/)  —  0.04*9(X/X) 
kiozofUgt.  Die  hier  behandelte  Zerlegung  führt  daher  auf  dieselben 
Vertbe  der  Ausgleichung  der  Winkel  des'Dreiecksnetzes,  wie  die  vor- 
hergehenden. 


«5. 

Gehen  wir  jetzt  zum  Verfahren  des  Art.  1 3  über,  und  Rlhren  auch 

kr  dieses  den  zweiten  Theil  der  Auflösung  aus,   so  milssen  wir  vor 

Allem  in   dem  Täfelchen  der  Differentiaiquotienfen   der  Bedingungs- 

gleichungen  statt  der  fUnf  ersten  Richtungen  selbst   ihre  Unterschiede 

Bilder  ersten  derselben  einfuhren,  während  die  Unterschiede  (6]— (5) 

und  (7) — (5)  unverändert  beibehalten  werden  müssen.  Man  erkennt  aber 

facht,  dass  die  Einftlhrung  von  (2)— (1),  (3)— (1),  etc.  statt  (2),  (3),  elc. 

die  m  der  Tafel  des  Art.  32  angegebenen  Werthe  der  g(r,/7Q,  ^(r.X), 

elc.  gar  nicht  ändert,  und  es  kann  also  unter  der  Bedingung,  dass  man 

lie  neben  der  1  angegebenen  Werthe  weglasst,  diese  Tafel  im  gegen* 

varligen  Falle  wieder  angewandt  werden. 

Die  jetzt  anzuwendenden  Hitifügrössen  sind  zufolge  des  Art.  13 
lie  folgenden, 

Akfe*a4l.  4.  K.  S.  GcwJiKh.  i.  WiMcuub.   XIV.  10 


Ug 


P.  A.  Hanskm, 


/?'=+(9.4559),/r=+(9.488i)/''=+(9.6727),/f=0/'=0 

y"'=+(9.5i  45)./=+(9.6990),/=i0y'=  0 

d^'=+(9.7238),<r=0,d"=r  0 

«"=0,  e"=  0 

£^'=+(9.6! 

(2.2.1)  =  (1.2714)  ,  (5,5,4)  =  (1.0528) 

(3.3.2)  =  (1.2969) ,  (6,6,5)  =  (1.2041) 

(4.4.3)  =  (1.1957) ,  (7,7,6)  =  (1.0792) 
und  hiemit  ergeben  sich  die  folgenden  Werthe, 


log  ))(r./X) 


(2) 

(*) 

(8) 
(6) 

(7) 


-(1) 

-(5) 
-(5), 


0. 

9.4559 
9.4881 
9.6727 


log  iitr.X}      log  vir.XlI) 


y.J 


0.4239 

,  9.4558n 

9.6771 

9.8617 


9.6930n 
9.9557 
9.5571n 
7.230  « 


log  i,(r,Xm  I  logi,(r,.TFj 


log«j(r 


0.  n 
9. 4559n 
9.4881n 
9.7237 


0.2547n 
0.1.386 
8. 4031  n 


I 


0. 
9.69 


log,(r,AT//)  |logi,(r,XK///)  log ij(r,A7X) 


logtiir.XX)   llogij(r,XJr//)i 


(2) 
(3) 

(fi) 

(7) 


(1) 

(1) 
(1 

(1 

(•'»), 
(5)! 


0.2931n 
9.9658 
0.2284n 
9.9274n 


0.    n  ! 
9.6990n  ' 


0.2284 
9.9274 


0.     H   9.7080 
9.6990     9.4070m 


log  Qir.lX) 


log  Q{r,X; 


log  Qlr. XU ),  log  Q^r.XlV)    log(?,r,.\r,     los^;r 


(21 

;3) 

(4; 

(6) 
(7) 


-(0 


8.7289 
8.1590 
8.2924 
8.1699 


9.1528 
8. 1 589n 
8.4814 
8.8089 


8.4219n 
8.6588 
8.361 4n 
6.177  n 


8.7289n 
8.1590n 
8.2924n 
9.6709 


8.9578« 

8.9429 

7.3503n 


8.71 
SM 


\ofi,Qir,XVll) 


Iogg[r,xr///)|  log(?(r,A7X) 


log<?(r,A'A') 


logg(r,A'A7/) 


(3) 

(*) 

(3) 

(6) 
'71 


-(1)1 
-(1) 
-(5) 
- 1",\ 


9.0974n 
8.9130 
9.0234n 
8.8482» 


8. 7959n 
8.-(i198»? 


9.0243 
S.8482 


8.79.59»   8.  .^039 
8.6198   i  8.3278» 
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1    f 

log/tr./A-) 

8.9208 
8.6498 
8.6198 
8.6199 

•ogAr.X) 

log/-(r,X//) 

logrt^X/F) 

logflr.XF) 

logf^r.XVI) 

k-n) 

k-ü) 
hl-  •) 

i5!-(1) 
,;6j-f5) 

PI- (5) 

1 

9.2497 
8.4425 
8.8088 
8.8089 

8.31 26n 
8.5798 
8.3627n 
6.477  n 

8.64  96n 
7.4158 
7.7468 
8.6709 

8.8006n 

8.9370 

7.3503n 

8.9808 
8.6498 

r 

\og  f{r,xril) 

lüg/(r,XK///) 

log/Kr,  A7X) 

log/(r,A'Ä') 

log  f(r, XXII) 

i:3i-(i) 

(51-iVi 

8.9130» 
8.9430 
9.4i92n 
8.8482n 

8.9208n 
8.6498n 

9.1492 
8.8482 

8.6498n 
8.6498    . 

8.3278 
8.3278n 

Pie  BedingoDgsgleichang,  durch  welche  im  Vorhergehenden  die  Werthe 
der  f  Functionen  geprüft  werden  konnten ,  ist  hier  nicht  anwendbar, 
da  jetzt  alle  N  Null  sind. 


26. 

Der  Beitrag,  den  die  Station  jetzt  zu  den  Endgicichungen  liefert, 
steht  wie  folgt ,  zur  Abktirzung  jedoch  habe  ich  die  Goefficieqten ,  die 
ODfflitielbar  Null  werden ,  weggelassen. 


r 

(/A',/A') 

(/A',A') 

(/A,A7/) 

[IX,XIV) 

■ 

«-Ol 

0.08333 

+0.4777 

—0.02054 

—  0.04465 

1 

r 

iX.X) 

(A',A7/) 

(x,x/r) 

(X,XF) 

|3j-(0 

0.474  7 
—0.0289 

—0.05454 
—0.03965 

—0.4  406 
—0.0027 

0. 
+0.06593 

0.4428 

—0.09446 

-0.4433 

+0.06593 

Il3 

■ 

r 

(XU,XU) 

(XII.XIV) 

(A7/,Ar) 

(XIIXVII) 

• 

3;;-(i) 

0.01013 
0.03965 
0.01268 

+0.02054 
+0.00272 
—0.00287 

0. 
-0.06593 
-0.04759 

0. 
0. 
+0.04503 

0.06246 

+0.02039 

0.4  4352 

+0.04503 

1 

r 

[XIV, XIV) 

(A'/K.A'F) 

{XIV, XV II) 

! 
1 

t,-.'i) 

1 

0.04165 
0.04687 
O.OSSoi 

0. 
—0.00224 

— 0.0Ö22i 

0. 
+  0.08484 

+  0.Ü8IS4 

io- 
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P.  A.  Hansbn, 


r 

(XV,XV) 

(XV.XVII) 

1 

(3)-H) 

(5)-(1) 

0.1136 
0.1699 
0.0004 

0. 
-0.1607 
-0.0136 

0.2839 

-0.1743 

r 

{XV!,XVI) 

(Ar/,A'F//) 

{xvi,xvni) 

(A'Fi,A7A')       (AF/,A'A') 

(AT/.XX//) 

(6) -(5) 

0.08333 

—0.1410 

—0.08333 

+0.1410 

-0.04167 

+0.021  «7 

r 

{XVII.XVII) 

(xvn.xviu) 

{xvn,xix) 

[XVU.XX) 

(AT//,  AA7/) 

(*)-(i) 

(5)-m 

(f>)  -  (5) 

0.1607 
0.1607 
0.2386 

0. 
0. 
+0.1410 

0. 
0. 
-0.2385 

0. 
0. 
+0.07050 

0. 
0. 
-0.03599 

0.5600 

+0.1410 

-0.2385 

+0.07050 

-0.03599 

r 

(xvui.xvni) 

(AT///,A/A) 

[xvin,xx) 

{xviii^xxir) 

(6) -(5) 

0.08333 

--0.1410 

+0.04167 

-0.02127 

r 

(Ä7A',Ä7A') 

(A/A.XA-) 

(xrx.xxii) 

.-   _ 

(6) -(5) 

0.2385 

-0.07050 

+0.03599 

r 

(A'Ä',XA') 

[XX.XXÜ] 

(6)  -  (5) 
(7) -(5) 

0.04167 
0.04167 

—0.02127 
—0.02127 

-0.Ö4254 

' 

0.08334 

r 

(A'A7/.-VA7/) 

(6)  -  (5) 
(7) -(5) 

0.01086 
0.01086 

' 

0.02172 

Auch  diese  Coefficienlen  stimmen  mit  den  im  Vorhergehenden  auf  ver- 
schiedene Arten  überein,  und  die  Unbekannten  der  Endgleichungon 
bekommen  also  wieder  dieselben  Werthe  wie  vorher. 


27. 

Stellt  man  wieder  die  Gleichungen    für  die  z{r)  auf  dieselbe  Art 
zuscimmen  wie  vorher,   so  ergiebt  sich. 
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149 


1 

(/X) 

(X) 

{XII) 

{XIV) 

(AT) 

{XVI) 

f(ä5]-3(1)» 
j(3)-3(1)  = 
SC«.)-3(1)  = 
3(ö)-3(<)  = 
,(6)-3(1)  = 
,(7)-3(1)  = 

+0.0833 
+0.0417 
+0.0417 
+0.0417 
+0.0417 
+0.0417 

+0.1777 
+0.0277 
+  0.0644 
+0.0644 
+0.0644 
+0.0644 

-0.0205 
+0.0380 
-0.0231 
-0.0002 
—0.0002 
—0.0002 

-0.0417 
+0.0026 
+0.0052 
+0.0469 
+  0.0469 
+0.0469 

-0.0632 
+0.0865 
-0.0022 
-0.0022 
—0.0022 

+  0.0833 
+0.0417 

1         ferner 

{XVII) 

{XVIII) 

(A7A-) 

{XX) 

{XXII) 

U{4)-^(1) 
Ul5)-3(1) 
U(6)-*{1) 

-0.0818 
+0.0818 
-0.0592 
+0.0113 

—0.0833 
-0.0417 

+0.1410 
+  0.0705 

-0.0417 
+0.0417 

+0.0213 
-0.0213 

Die  Vergleichung  dieser  Werthe  mit  denen  der  Artt.  21  und  24 
bewirkt  man  dadurch ,  dass  man  in  diesen  die  Gleichung  für  z{i )  von 
allen  übrigen  abzieht;  man  findet  vollständige  Uebercinstimmung. 


28. 

Wenden  wir  uns  endlich  auch  zu  dem  Verfahren ,  welches  im  Art. 
to  vorbereitet  wurde,  so  müssen  wir  alle  Difforentialquotienten  der  Be- 
dingungsgleichungen  auf  die  Unterschiede  (1) — (5),  (2) — (5),  etc.  der 
Riebtungen  beziehen,  und  man  findet  leicht,  dass  dieses  dadurch  bewirkt 
wird,  dass  man  im  Tafelchen  des  Art.  16  die  neben  der  5  stehenden 
Zahlen  sich  weg  denkt.  Mit  dieser  Auslassung  ist  daher  dieses  Täfelchen 
jetzt  anzuwenden. 

Die  Hülfsgrössen ,  die  aus  dem  Art.  1 5  zu  entnehmen  sind ,  sind 
die  folgenden. 

+(9.4559).  f/=+(9.6021),  fe"= +(9.6990),  «"=0,  «  =0,  «  =0 

/S' =+(9.6021),  /?"'=+(9.6990),  ^"'=0.  ^=zO,  f/=0 

/'=  +  (9.6990),  /  =0.  /=0.  /'=0 

d''=0,  (^=0,  f)''=0 
/=0,  /'=0 


f*^=+(9.6990) 


(1,1)  =  (1.2711).  (4,4,3)  =  (1.0792) 

(2.2.1)  =  (1.2341)  ,  (6,6,3)  =  (1.2041) 

(3.3.2)  =  (1.2322)  ,  (7,7,6)  =  (1.0792) 


ISO  P-  A    Haksbr. 

vermittelst  welcher  die  folgenden  Werthe  erlangt  werden. 


r 

loivlr.ai 

og^lr.A") 

log  .|lr,.\7/| 

\OBVir.Xjr]      l06fl(r,A-V) 

log  fl[r..\FD 

(l)-(5) 
«-(51 
3  -(b) 
1  -(5) 
6)-|5) 

P)-(51 

0.         n 
9.8539 

0.267(1. 

0.34(2 

9.7967m 

9.6930« 
9.9275 
9.439(.i 

6.        n 
9.6021« 
9.6990« 

0.2547« 
0.0274 

0. 
9.699« 

r 

log,ir,.VWI) 

og  >t(r.xviir, 

log  ^(r„\7.V) 

ogfi[r..\A" 

JogT,{r,sxin 

(1  -(5) 
(2  —(5) 
(3  -(5i 

!*  -(51 

(6  -(S) 
(7  -(51 

0.!931n 
O.S284n 
9. 927  in 

0.        n 
9.6990>i 

0.2284 
9.9274 

0.         n 
9.6900 

9.7080 
9.4070n 

r 

log  fflr.m 

logO(r.X| 

log  eir.-VWI 

logO(r,.\7V] 

logOlr.xrj 

logOWI 

(l)-(5; 
12)-(S1 
(3)-(Sl 
(*1-(S1 
(61 -(6) 

8.7289n 
8.6198 

8.9360n 
9.1 07( 
8.56i3n 

8.4589« 

8.6953 

8..3!i99n 

8.7659« 
8.3699« 
8.6198« 

9.0225« 
8.9482 

8.79.59 
8.6(98 

r 

log  Q{r.xyin 

Iog0(r,i™, 

lo(ti;r,.V(X) 

logeir.il 

log  Qfr.xxili 

(l)-(51 

äi-(5: 

(31 -o; 

(61 -(51 

(1)-(61 

9.2139n 
9.6243« 
8.8iB2fi 

8.7959n 
8.6198n 

9.0243 
8.8482 

8.7959» 
8.6198 

8.5039 
8.3278« 

r 

infir.ix) 

log/{r,-\)      logffr,.\7/) 

logf(r..vm 

Hrir.xri, 

l-tflr.xvr, 

(ii-(5; 

(«l-(5' 

(31 -(s: 

1*1 -(5 
161-(5) 
PI -(51 

8.6197n 
8.6(97 

8.8090« 
9.0542 
8.8645« 

6.176 
8.3094« 
8.5814 
8.3599« 

8.6709« 
8.9471« 
8.646ln 
8.6t!l8n 

7.3522 
7.3522 
8.7848« 
8.9482 

8.9208 
8.6198 
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log^r.ATH)  I  log fir.XVlII) 


(3) 

(5) 
(5) 

(91 

(5) 


8.94  29n 
8.9429n 
8.91S9n 
9.21 39n 
9.4  492n 
8.848271 


log/T(r,A7X) 


log /-(r, XX)   log/^(r,XX//) 


8.9208n 
8.61 97n 


9.1492 
8.8481 


'  8.6198n 
8.6197 


Auch  hier  ist  die  oben  angewandte  Bedingungsgleichung  zur  Con- 
e  unwirksam. 

29. 
Der  Beilrag  zu  den  Coefficienten  der  Endgleichungen  steht  jetzt  so. 


ilXJX) 


(/X,X) 


(/X,X//) 


{/X,A7F) 


(/X,XF) 


{IX.XVIl) 


(5) 

(5) 


0.04166 
0.04166 


+0.0644 
+0.1133 


0.08332 


—0.00015  , 
-.0^0^039  I 

0.1777  i  -0.02ÖÖ4 


+0.04687 
—0.08854 

-^.04f67 


—0.00225'  +0.08182 
+0.00225  I  -0.08182 

10. 


0. 


(A-,X) 


(A',X/i) 


(X,X/F) 


(A',XK) 


(x,xr//) 


■■■5). 
■■■5)' 


0.1038 
0.3007 
0.0383 

0.4428 


0.00024 
0.05411  ' 
0.039^80 

0.0941751 


+0.0755 
-0.2350 
+0.0462 


0.00363 
0.00597 
0.06357 

0 .06 591 


0.1318 
0.2172 
0.0854 

0, 


■| 


5);  0.01006 
.'5j  0.03980 
5:  0.01260 


(A7/,X/r) 

+0.04366 
—0.04620 
+0.02293 


{X//,XV') 


0.06246 


0.02039 


—0.00111 
-0.06357 
— 0.0i883 

-Ö711351 


{XII,  Wir, 


0.04035 
0.08538 
0.0^004^ 

0.Ö4501 


{X/K,X/F) 


ö;!    0.08854 

j 


XIV,  XV) 


(XIV.XVII) 


-0.00^25 


0.08182 


J,_;^' 


;xr,xr)    ;  {\r,xv7/j 


.L    __ 


t5,|     0.1095 


v!     0.1743 


■K\ 


'  I 


t    - 


0.2838 


+0.1471 
-0.32j1^4 

— ÖHn3' 


■"""l 

i 

XVI.XVI) 

iXVI^XVII) 

■XVI.XVIIl)       (AT/,X/X) 

{XVI,XX) 
-0.04167 

(XF/,XA7/) 

0.08333 

-0.1410 

1 

—0.08333     +0.1410 

i 

+0.02126 
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P.  A.  Hansen, 


r 

{XVII,XVIl) 

ixvn^xviii) 

(xr//,x/x) 

{XVI!,  XX) 

{XVU,XXll) 

(4) -(5) 
(6) -(5) 

0.3214 
0.2386 

0. 
-1-0.1410 

+0.1410 

0. 
-0.2386 

-0.2386 

0, 

+0.07050 

0. 
-0.03597 

0.5600 

+0.07050 

—0.03597 

r 

(xvin,xviu) 

{xvin,xix) 

(XF///,XX; 

[XVIH.XXII) 

(6) -(5) 

0.08333 

-0.1410 

+0.04167 

-0.02<26 

r 

(xix.xrx) 

{xrx^xx) 

(X/X,XX//) 

(6) -(5) 

0.2386 

-0.07050 

+0.03597 

r 

(XX,A'X) 

(XX,XA7/) 

(6)  -  (5) 
(7) -(5) 

0.01167 
0.04167 

—0.02126 
—0.02126 

• 

0.08333 

-0.04252 

r 

{XXII.XXII) 

(6) -(5) 
(7) -(5) 

0.01086 
0.01086 

0.02172 

Hier  haben  wir  wieder  dieselben  Werthe  erhalten  wie  vorher,  und 
es  werden  daher  auch  jetzt  die  Unbekannten  der  Endgleichungen  die- 
selben Werthe  erhalten  wie  vorher. 


30. 


Die  Zusammenstellung  der  Gleichungen  für  die  z(r)  ist  jetzt 


m 

(X) 

(A7/) 

{XIV) 

{XV) 

{XVI) 

zH)-z(5)  = 

-0.0417 

-0.0644 

+0.0001 

—0.0469 

+0.0022 

3(2)-^(5)  = 

+0.0417 

+  0.1133 

-0.0204 

-0.0885 

+  0.0022 

5(3)— 5(5)  = 

—0.0367 

+0.0381 

-0.0443 

—0.0609 

5(4) -5(5)  = 

—0.0229 

-0.0417 

+0.0888 

5(6) -5(5)  = 

+  0.0833 

5  (7) -5  (5)  = 

+0.0417 

ferner 

(XK//) 

{XVIII) 

(X/X) 

(XX) 

{XXII) 

z(\)^z(^) 

-0.0818 

^(2) -^(5) 

—0.0818 

2.(3) -^(5) 

-0.0818 

z(4)-i5(5) 

—0.1636 

3f6)-j5(5) 

-0.1410 

-0,0833 

+0.1410 

—0.0417 

+  0.0213 

<7)-^(5) 

-0.0705 

-0.0417 

+0.0705 

+0.0417 

—0.0213 

VON  DKR  MbTIIODB  DER  KLKINSTEN  QuADRATE  CtC. 
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r 

(/A-,ßr) 

(/A',A') 

i/X,A7/) 

0. 
—0.02055 

—0.02055 

(/x,x/r) 

0. 
-0.04167 

—0.04167 

{/X,XV) 

0. 
0. 

(/x,xr/) 

0. 
0. 

1 

1 

2 

0.04167 
0.04167 

-1-0.0671 
-1-0.1106 

+0.1777 

0.08334 

1 

1             1 

r 

(/A',XV7/) 

(/X,XK///) 

(/X,A7X) 

0. 
0. 

(/X,XAT 

(/X,XX//) 

4 

2 

0. 
0. 

0. 
0. 

0. 
0. 

0. 
0. 

r 

(A',X) 

(X,A7/) 

(X.X/F) 

(X,XFi 

(v,xr/) 

(A',xr//) 

0. 

0. 

0. 

1 

2 
3 

0.1082 
0.2935 
0.0411 

0.4428 

0. 
-0.05454 
—0.03964 

0. 
-0.1106 
—0.0027 

-0.1133 

0. 
0. 
+  0.06593 

+0.06593 

1 

0. 
0. 
0. 

—0.09418 

r 

2 

4 

(A',XV///) 

(A',A7A; 

0. 
0. 
0. 

(X,XYj 

0. 
0. 
0. 

{A',A-A7/) 

0. 
0. 
0. 

■ -_  — -. 

0. 
0. 
0. 

r 

(A7/,A7/) 

(X//,.\/K) 

(A7/,Xr) 

(A7/.Xr/; 

0. 
0. 
0. 

(A7/,Xr//) 

{A7/,Xr///i 

3      1 

3 

4 

i 

0.01014 
0.03964    ! 
0.01269 

0.06247 

+0.02055 
+0.00272 
-0.00287 

+0.02040 

0.          ! 

—  0.06593 
-0.04760 

—  0.11353 

0. 
0. 
+0.04503 

+0.04503  i 

0. 
0. 
0. 

r 

.'A7/.A7A) 

._.  _ 

(A7/,XY) 

(A7/,XA7/) 

1 

2 
3 

4 

1 

0. 
0. 
0. 

0. 
0. 
0. 

0. 
0. 
0. 

1 
1 

1 

r 

:A7r,A7r) 

(A7r,xr) 

(A7K,xr/j 

;A7r,Xf7/;.       {XIV,XVni]     [XIV,XIX} 

2 
5      1 

0.04167 
0.04687 

0.08854 

0. 
-0.00224 

-0.00224 

0. 
0. 

0. 
+0.08184 

+0.08184 

0. 
0. 

0. 

0. 

r 

(A7r,A'A') 

(A7r,XA7/) 

9 

5 

0. 
0. 

0. 
0. 

r 

(AT,\K) 

\\\\\\l) 

(xr,xr//) 

(xr,xr///; 

(xr.A/Xj 

(xr,xx) 

3 
4 
5 

1 

0.1136 
0.1699 
0.0004 

0.2839 

0. 
0. 
0. 

0. 
-0.1607 
—  0.0136 

-'0.1743 

0. 
0. 

0. 

0. 
0. 
0. 

0. 
0. 
0. 
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r 

(XK.A'AV/; 

P.  A.  Hansen, 

1 

3 
4 
5 

0. 
0. 
0. 

r 

(6)  -  (3) 

(A'K/,A'V7) 

:xr/,A^7/;     (Ar/,Ar///) 

(Af7,A7Aj 

(Ar/,A'Xj 

XVI.XXll] 

—0.08333 

-0.1410     -0.08333 

+  0.1410 

-0.04167 

+0.02127 

r 

(Ar//,xr//] 

{Kvn,xviu)    [xvu.xix] 

[XVU,XX) 

{A'K//,A'X/7; 

4 

(«)  -  (3) 

0.1607 
0.1607 
0.2386 

0.                  0. 
0.                   0. 
+0.1410       -0.2385 

0. 
0. 
+0.07050 

0. 
0. 
-0.03599 

—0.03599 

0.5600 

+0.1410      —0.2385  i +0.07050 

r      {xriii.xrni; 

(Ar///,A7A'] 

iXVW.XX) 

[xvnixxii] 

(«)-(5) 

0.08333 

—0.1410     +0.04167 

-0.02127 

■ 

r 

(A7Y,A7A) 

(A7Y,AV; 

iXlX.XXU] 

(ß)  -  (5) 

0.2386 

1 

—0.07050 

+  0.03599 

r 

(AV,AA) 

:XA,AA7/- 

(())-(5)'    0.04167 
7)- (5)     0.04167 

j    0.08334 

1 

-0.02127  j 
-0.02127 

— 0.042.Ö4 

r 

(A'A//,AA7/,' 

1 
1 

i 

1 

1 

1 

1 

f(i)  — (5),    0.01086 
,7)  — fr,)      0.01086 

0.02172 

j 

Die  Veriijleichung  dieser  Werthe  mit  den  vorhergehenden  durch  andere 
Verfahriingsarlen  erhaltenen  zeigt  wieder  die  erwartete  Ueberein- 
Stimmung. 
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Zur  Vergleichung  der  sich  jelzl  herausstellenden  Ausdrücke  der  z(r] 
mache  ich  zuerst  die  folgende  Zusammenstellung  aus  dem  Art.  ü,  in 
welcher  ich  durch  Addition  des  Ausdrucks  für  ::(5)  zu  den  beiden  fol- 
genden die  Ausdrücke  für  2(6)  und  «(7 1  erhalten  habe. 


VON  DEK  Methode  der  :.!.m>st..n  Ql'ai»uat..  <  Ic.  155 

2. 

Es  ist  sehr  leicht  zu  finden ,  dass  die  Station  (6)  in  diesem  beson- 
deren Falle  nur  zwei  Bedingungsgleichungen  liefern  kann ,  und  dass 
diese  Seitengleichungen  sein  müssen.  Um  diese  zu  erhalten  führe  ich 
zuerst  die  Hülfswinkel  (6)  (3)  (1)  =  a?  und  (6)  (2)  (1)  =  y  ein,  die  auch 
io  der  Figur  angedeutet  sind ,  worauf  die  Dreiecke  (1 )  (3)  (6) ,  (1 )  (2)  (3). 
/1)(2)(6)  die  folgenden  Gleichungen  geben 

(4)(«)  ^___  sin  X 

IThsT  »in  [(«)«-(<)«]     ■ 

(<)(>)  _      sin  [(»2- (4)2] _ 
m%)  —      8111  [(8)3- (8)3] 

H)(«)  siny 

aus  welchen  die  Bedingungsgleichung 

^    _^        sin  X  sin  [(1)2-  [\ ),]  sin  [f  1  )^~(B)g] 
sinv  8in[(S)3-(J)3]  sin  [(«/«-(i)«] 

entspringt,  die  aber  die  beiden   nicht   beobachteten  Winkel  x  und  y 
enthält. 

3. 

Eine  zweite  Bedingungsgleichung  ergiebt  sich  aus  den  Dreiecken 
(3)(4)(6),  (2)(3)(4),  (2j(4)(6),  und  zwar  erhält  man  zuerst  die  Gleichungen 

(*)(<)    _        8ln[(8}3-(<)3-.a;] 
(S)(4)    —  sin[(S)e-{f)ß] 

(«HIL  _  sin  [(»)2- (8)2] 

(«)(4)     —  8ini(2)3-(1)3] 

WW »in  [(5)B-(S)e] 

(4)(«)  Sin  2 

WO  der  Hülfswinkel  z  =  (4)(2)(6)  ist,  und  hieraus 

\   _        ain  [(S)2-(aj2]  sin  [(8)3- (4)3-3;]  sin  [(5)6--(3)6] 
~  sin  %  sin  [(2)3-  03]  sin  [(S)«-  («)«] 

in  welcher  die  nicht  beobachteten  Winkel  x  und  z  vorkommen. 

4. 

Eine  dritte  Bedingungsgleichung  gewähren  die  Dreiecke  (4)(5)(6), 
^iX*)(S)»  (a)(5)(6),  nemlich  zuerst,  nachdem  die  Winkel  (5)(4)(6)  =  w, 
und  (6)(2)(5)  ss  w  gesetzt  worden  sind,  die  Gleichungen 

(5)  (6)  _        sin_tt 

"(4T(5r™~~*in[(4)e-(8)e] 
(4)(5)  _      sin  [(4)2- (8)2]  _ 
(i)(5)  —      sin[(J)4-(<)4] 
(«[(5)  _      sin[(S)e-(4)g] 
(5)  (6)  'giiitt; 
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.    _       Sin  u  sin  [(4)2-(3)aJ  8in  [(S)fl--(4)g] 
sin  w  Bin  [(2)4-(<)4]"8in  [(*)6-(a)6] 

aus  welcher  wieder  die  nicht  beobachteten  Winkel  u  und  w  zu  eli 
niren  sind. 


5. 

Fiir  die  Elinn'nation  der  eingeführten  nicht  beobachteten  Winkel 
kommen   wir  aus  der  Figur  die  folgenden  Gleichungen.    Das  Viereolr 
(1)(2){6)(3)  giebl 

360"  =  y  +  x+  (2),  -  (1)i  +  (2)«  -  (5), 
Das  Viereck  (2)(5)(4)(G)  giobi 

360"  =  u  +  w-h  (2).v  -  (1  )5  +  (5)«  -  (3)« 
und  der  Drcicckspunkt  (2)  giebt 

z  +  y  =  (3)j  -  (1)., 
w  +  y  =  (4)2  —  {Vß 
und  hieraus  bekommt  man 

y  =  (1),  _  (2),  +  (5)«  -  (2)«  -  X 
2  =  (2),  -  (1 ),  +  (3)2  -  (1  )2  +  (2),,  -  (5)e  +  X 
w  =  (2),  -  (1),  +  (4)2  -  (1)2  +  (2)«  -  (5)«  +  X 
u  =  (1),  -  (2),  +  (1)2  -  (4)2  -I-  (1).,  -  (2)5  -I-  (3),  -  (2)e  -  X 
oder  wenn  man  noch  das  Dreieck  (3)(4)(6)  zuzieht, 

u  =  1 80"  +  (3)3  -(1)3  +  (3)4  -  (1  )i  +  (3)«  -  (2)6  —  X 
welcher  Ausdruck  etwas  einfacher  ist ,  wie  der  vorsiebende.    Die  Sub- 
stitution dieser  Ausdrucke  in  die  vorher  gefundenen  Bedingungsglei- 
chungen bringt  diese  auf  die  folgende  Form, 

i   _  gin  X  gin  [(«)t-(<)i]  8in  [(<)«-(5)b] 


8in  [(<),-(t)i  +  (5)6-(«)6-a;]  sin  [(»Ig-Wa]  »in  [(i)e-(M«l 
M 8in[(3)2-(a).Jsin[(l)3->(<)3--a?]  sin  [(5)6- Wd 


sin  [(8)i-(<)i  +  (3)2-(<)2+(l}6-(5)fl+d;]  sin  [(«la-l^lal  w"  [(»)o-(«)«] 
M    _      Sin  [(<)3-(8)a+(1)4-(l)4+(a)e~(»)e+a;]  sin  [(4)2-(l)2]  sin  [(5)«-(4)gl 
sin  l(«)i-M)i  +  (4)2-M)2+(«)6-(5)6+«]  sin  l(4)4-(4)i]  sin  [{4)«-(l)«] 

in  welchen  nur  noch  der  nicht  beobachtete  Winkel  x  vorkommt ,  nach 
dessen  Elimination  sie  zwei  von  einander  unabhängige  Bedingungsglei- 
chungen bilden.  Die  Elimination  von  x  ist  zwar  möglich  aber  umständ- 
lich, auch  würde  sie  die  Form  der  Gleichungen  gänzlich  verändern. 
Diese  Elimination  ist  aber  auch  Uberdtissig ,  denn  man  kann  die  Glei- 
chungen in  ihrer  vorstehenden  Form  bequem  anwenden. 
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6. 

Die  Auflösung  der  ersten  Gleichung  nach  x  giebt 

^  _  _   8in[(>)s-(a)8]  8in[(a)c-(1)o]  sin[(<)i~(i)t-K5)o-(i)6] 
^^  —    )     8in[(2)2-(«)2]8m[(<)ß-(5)ß]  j 

j+8in[(«)8-(2)3]  Sin[W6-(<)«]  C08[(<h-(2)i  +  (5)c-(4)«]  ( 

woraus  man  durch  Hülfe  der  beobachteten  Werthe  der  betr.  Richtun- 
gen den  Werth  von  x  erhall.  Die  Substitution  dieses  nebst  den  Werthen 
der  betr.  Richtungen  in  die  zweite  und  dritte  Gleichung  giebt  die  Werthe 
der  beiden  dazu  gehörigen  F{  ).  Difiercntiirt  man  ferner  alle  drei  Glei- 
chungen auf  dieselbe  Art  wie  in  der  Abhandlung  ge/eigt  worden  ist,  und 
dividirt  die  erste  Differentialgleichung  durch  den  Coefßcienten  von  A'x, 
so  bekommt  man  diese  Variation  ausgedrückt  durch  die  Variationen  der 
beobachteten  Richtungen,  die  in  der  ersten  Gleichung  vorkommen.  Durch 
Hülfe  dieser  Gleichung  kann  man  aus  den  beiden  anderen  Differentialgloi- 
chuDgen  dx  eliminiren ,  wodurch  sich  die  beiden  von   einander  unab- 
hängigen Be<lingungsgleichungen  der  Aufgabe ,  ausgedrückt  durch  die 
Variationen  der  beobachteten  Richtungen  ergeben. 

7. 

In  dem  im  Vorhergehenden  betrachteten  Falle  entstanden  zwei  von 
einander  unabhängige  Bedingungsgleichungen  durch  die  beschriebene 
Rinlührung  des  Punkts (6),  und  überhaupt  werden,  wie  leicht  einzusehen 
ist,  w— 3  solcher  Gleichungen  vorhanden  sein,  wenn  von  diesem  Punkte 
9Q8  die  Richtungen  nach  m  Dreieckspunkten  eingeschnitten  worden  sind. 
Alle  diese  Gleichungen  werden  eben  so ,  wie  im  Vorhergehenden  ge- 
zeigt worden  ist ,  erhalten. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  dass  der  Punkt  (6)  in  einem  bereits  fertigen, 

ausgeglichenen  Dreiecksnetze  eingeschaltet  worden  ist,  so  kommen  wir 

auf  die  Ausdehnung  der  Pothenot'schen  Aufgabe  auf  den  Fall,  in  welchem 

man  von  Punkt  (6)  aus  eine  grössere  Anzahl  von  Richtungen  einge- 

scbDitten  hat,  als  zur  Auflösung  dieser  Aufgabe  hinreichend  und  noth- 

weodig  sind.  Die  Bedingungsgleichungen  sind  in  diesem  Falle  dieselben 

vne  oben,  nur  kann  man  jetzt  nicht  die  Variationen  der  von  den  anderen 

Punkten  aus  beobachteten  Richtungen  berücksichtigen,   sondern  muss 

sich  begnügen  nur  die  vom  zu  bestimmenden  Punkt  aus  beobachteten 

so  anszugleicIiieQ ,  da^s  die  Summe  ihrer  Fehlerquadrate  ein  Minimum 
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wird.  Wie  dieses  bewirkt  wird  ergiebt  sich  aus  dem  Inhalt  der  Abhand- 
lung von  selbst,  und  braucht  daher  wohl  hier  nicht  näher  erörtert  zu 
werden. 

8. 

Wenden  wir  uns  jetzt  zu  der  Aufgabe ,  zu  welcher  die  folgende 
Figur  gehört. 

0) 


U) 


(V 


Hier  wird  angenommen ,   dass  zwar  von  den  Punkten  (5)  und  (6) 
aus  alle  (tbrigen  Punkte  der  Figur  eingeschnitten  worden  sind,  aber  von 
diesen  die  (5)  und  (6)  nicht.    Es  sollen  daher  auf  der 
Station  (1)  die  Richtungen  1,  2,  bez.  nach  (2),  (4), 


(2)    - 

1,2.3. 

'     (3).(*).(1) 

(3)    - 

1,  2, 

-     (4).  (2). 

(4)    - 

1,2,3. 

-     (1).{2).  (3), 

(5)    - 

1.  2,  3.  4,  5,      - 

-      (1).  (2).  (6),  (3),  (4), 

(6)    - 

1.  2,  3,  4,  3.      - 

-      (1).  (2).  (3).  (4).  (5). 

als  eingeschnitten  gedacht  werden,  gleichwie  in  der  Figur  angedeutet  ist. 
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9. 

Da  die  Punkte  (ö)  und  (6)  unter  andern  durch  die  Messung  der 
Vfinkel 

(2)(5)(6)  =  (3).  -  (2)i .  (6)(5)(4)  =  (6).,  -  (3). 
(5)(6)(2)  =  (2)«  -  (5). .  (5)(6)(4)  =  (5)«  -  (4)« 

vollständig  bestimmt  sind ,  so  folgt  dass,  abgesehen  von  sonstigen  Be- 
dingungsgleichungen ,  die  die  Figur  darbieten  kann,  die  vorhandenen 
Beobachtungen  von  den  beiden  genannten  Punkten  aus  vier  von  ein- 
ander unabhängige  Bcdingungsgleichungen  h'efem  müssen.  Diese  lassen 
sich  auf  ahnh'che  Art  wie  in  der  vorhergehenden  Aufgabe  aufstellen. 


10. 
Die  Dreiecke  (1)(2)(5),  (1)(2)(4),  (1)(4)(r))  der  Figur  geben  zuerst 

(1)(5)    ^^^        sina? 

WW  ~  8«n[W5-(^)5] 
WW  _  8»n  [(8)4- (1)41 
(<)(4)  8in[(»)2-W2l 

i^m  _  8in[0)5-(5)5l 
(4)  (5)  8iny 

und  hieraus  ergiebt  sich 

.    _    sin a;  sin  [W4- (1)4]  sin  [(4)5- (sy 
^     —    sln|/9ln[(8)2-(t)2j8in[(«)ft-r<)5l 

WO  X  =  (l)(2)(5)  ,  y  s=s  (1)(4)(5)  zwei  nicht  beobachtete  Winkel  sind. 


Die  Dreiecke  (2)(3X5),    (2)(3)(i).    (3)(i)(5)   geben  die   folgenden 
Gleichungen 

(>)W    _  sin[(8)2-(1)a-a;] 
(8)(«)    ~      sin  [(4)5- («)5] 

(>)(8)    _  8in[(8)4-(i)4] 
(8)  (4)  sin  [(«)2- (4)2] 

{jm_  _  sin  [(5)5- (4)5] 
(S)(5)    —  8ln[(8)4-(l)4-y] 

und  hieraus  erhält  man 

.    _    sin[(>)2-(4)2-a?]  sin [(8)4- (8)4]  sin  [fS)^- (4)5] 
—    sin  [(8)4- ■:V)4-2/]si»  [:«;•»- .^ys'ni.:*,.:,---*;.,] 

WO  T  lind  y  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  im  vor.  Art. 
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12. 

Die  Dreiecke  (1)(2)(6),   (1)(2)(4),    (1)(4)(6)   geben   die   folgenden 
Gleichungen 

(<)(6)    _  atn[(>)2-(1)»-g] 
(1j(8)    —  8in[(i)«-(5)«] 

(i)(l)    _  8ln[{«)4-M)4l 


(4](4)  sin  [(•),- (8)  J 

WW    _  8in[(4)e-(4)fl] 


(l)(6)  sin  l(«)4- (1)4-11) 

und  hieraus 

_    8tn[(8)a~M)a-a^]  sin [(8)4- (1)4]  «in  (4)g-(<y 
—    sin  [(«)4- (1)4-11]  8in  [(8)2- (J)j8iD(l)e-(6)a] 

WO  wieder  z  =  (3}(2)(6),  u  =  (3)(i)(6)  zwei  nicht  beobachtete  Winkel 
sind. 


13. 


Die  Dreiecke  (3)(4)(6),  (2)(3)(4),  (2)(4)(6)  geben 

(4)(6)    ^^        8inti; 


(«)(4)  —  sin[(4)6-(8)e] 

(»)(4)  _  sin [(8)2- (4)2] 

(8)(4)  —  8hi[(8)3-(4)al 

WW  _  sin[(8)ft-(4)g] 

(4)(6)  — ■  Sin  [(8)2- (1)2-»] 

und  hieraus 

H    _    «mii;sin[(8)2-(<)2]8in[(i)c-(4)fl] 


sin  [(8)2- (4)2-«]  sin  1(8)3- (1)3]  sin  [(4)«- (8)«] 

WO  z  derselbe  Winkel  ist  wie  im  vor.  Art.  und  w  =  (4)(3)(6)  ein  hinzu- 
gekommener nicht  beobachletor  Winkol  ist. 

14. 
Die  Dreiecke  endlich  (2)(5)(6).  (2)(4)(5),  (4)(5)(6)  geben 

(5) (6)    _  8in[(8)2-(l)2-a'-s] 
(i)(5)    —       sin[(«)ü-(8)c) 

(«)(»)    _  sin[(8)4-(l)4-y] 

(4)  (5)    —   8in[(8)2-(8)2-ii 

(4)(5)    _       8in[(8)B-(4)c] 
(5)(6)    —  8in[(8)4-(4)4-t/-i«i 

woraus 

.     _    siii[(8)2-(<)2-ic-Ä)8in[(8)4-(4)4-y]  sm[(6)c-(4)«] 
—    sin[(8)4-(1)4-t/-ii]  8in[(8)2-(a}2-.Ti  sinl(8)6-(5)fl] 

hervorgeht,  und  die  Winkel  x,  y,  z,  u  dieselben  sind  wie  im  Vorher- 
gehenden.   Hieniil  sind  die  Bedinguni^sgleichungen  erschöpfl. 
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15. 

Uro  die  emgefiihrten ,  nicht  beobachteten  Winkel  als  Functionen 
von  X  darzustellen  ,  dienen  die  folgenden  Betrachtungen.  Das  Viereck 
(1)(2)(5)(4)giel.t 

360»  =  x  +  y  +  (2),  -  (1 ),  +  (2),  -  (5)» 

Das  Viereck  (2)(3)(i)(6)  giebt 

360«  =zu  +  z-h  (2),  -  {i ),  -I-  (4)«  —  (2)« 

Das  Dreieck  (2)(5)(6)  giebt 

1 80«  =  (3)2  -  (1 ),  -  a;  -  z  +  (3),,  -  (2)5  +  (2)«  -  (5), 

und  das  Dreieck  (3)(4)(6]  gicbl 

■I 80»  =  «  +  t»  +  (4)«  —  (3)« 

Durch  die  Elimination  erhält  man  hieraus 

y  =  (l)i  -  (2)i  +  (5)5  -  (2)5  -  X 

z  =  180«  +  (3)2  -  (1)2  +  (3)5  -  (2).  +  (2)«  -  (5)6  -  X 

tt  =  180«  —  (3)2  +  (1),  -  (2)3  +  (1).  -  (3)f>  +  (2)r>  -  (4)r,+(5)B+ J^* 

w  =  (3)2  -  (1)2  +  (2)3  -  (1)3  +  (3)5  -  (2)5  +  (3)6  -  (5)«  -  X 


16. 

Löst  man  nun  die  Bedingungsgleichung  des  Art.  10,  nachdem 
darin  der  Ausdruck  für  y  substiluirt  worden  ist,  in  Bezug  auf  a*  auf, 
und  substituirt  auch  die  oben  erhaltenen  Ausdrücke  der  y,  %,  t/,  w  in  die 
RediDgangsgleichungen  der  Artt.  11,  12,  13,  1 4,  so  erhält  man 


UiT     —     »»M(3j2-(2;2j8inK«)5-(M5lsiDl(<Ji-(«)i  +  (6)5-.(i)5l 

H5*    —    jsin[(4i4-(^4lsini(<)5-(5)5l  + 

)sm[(3)2-(«).2l  sin[(«)5-{<)5]  co8[(4)i-(2)i  +  {5)5-(2). 


.1 


•    _  8'"  [■>)»- (<)2-a^]  sin  [(3)4- (8)4]  sinl(5;5-(4)5 


1 


sin[(f),-(<)i  +  (8)4-(i)4+(4)5-{5)5+J7]  sin  [(«ja- (< ji)  sin[(4)5-i«)5] 

I    _    siii[i;3)5-(f)5-Kajfi-(5}fi~.r]  sin  l(gj4--(<)4]  s'"  [(^le-j^jal 

8io[(4)t-(l)r+(*)5-(3.:,+  {5)6-(*)6+^l  sint(3)a-(2)2j  sin[(i)6-(5i6) 

.    sin  [(3)2- M )2-H (ija-  (<  ia-t-  (3)5-  (1)5+  (3)6--  (•"Oe--^]  S'n  [(2)2-  (< )2]  sin  [(«,6-  (* lel 

8in[(«)2-(2)2+(3j5-(<)5+(«)6-(5;6-.a;]s.n[(<)3-(<)3lsin[(4}ß-(3yel" 
I    _  8in[(3)5-(t)5-Kt;6~(5;H]  sin;(1)|-(2;i-K2j4~(n4-K5)5~(i)5-hj;]sin[(5)g~(4lBl 
—  »ln[(5)5-(8;5+(5)«-(4i6Vsiü[(3J2-r2)2-.^]  sin[{2)6-(5)6] 

die  vier  von  einander  unabhängigen  Bedingungsgleichungcn  gleich 
kommen,  und  in  der  Anwendung  eben  so  behandelt  werden  müssen, 
wie  die  ähnlichen  der  vorhergehenden  Aufgabe. 

Abh«Bdl.  d.  K.  S.  tieiellsch.  d.  Wissensch.  XIV.  \  \ 
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17. 

Wenn  auf  diese  Art  in  einem  bereits  ausgeglichenen  Dreiecksnetze 
zwei  Punkte  eingeschnitten  werden ,  so  fallen  in  den  Differentialen  der 
Bedingungsgleichungen  wieder  die  Variationen  der  von  den  Punkten 
1,  2,  3,  4  aus  beobachteten  Richtungen  weg,  und  man  kommt  auf  den 
Fall,  in  welchem  bei  der  Anwendung  der  Aufgabe,  die  ich  in  den  Aslr. 
Nachr.  B.  XVIII  gegeben  habe,  man  sich  mehr  Data  verschaflt  hat,  wie 
hinreichend  und  nothwendig  sind.  Da  die  weitere  Behandlung  theils 
aus  dem  Inhalt  der  Abhandlung  folgt,  theils  auf  andere  Art  von  mir 
a.  a.  0.  ausgeführt  worden  ist,  so  braucht  sie  wohl  auch  hier  nicht 
erörtert  zu  werden. 


Suppl.  7.  Berichtigung  oiiios  in  der  Abhandlung 
vorkommenden  kleinen  Misgriffs. 

Im  Art.  149  wird  gesagt,  dass  für  m  =  oo  der  mittlere,  und  der 
wahrscheinliche  Fehler  einer  Beobachtung  Null  werden.  Dieser  Satz  ist 
dahin  abzuändern,  dass  bei  stets  wachsendem  m  die  Werthe  der  Quo- 
tienten und        nach  einer  und  derselben  Grenze  hinstreben.  Diese 

m  —  n  m 

Berichtigung   hat  übrigens  keinen  Einfluss  auf  die  in  der  Abhandlung 
folgenden  Schlüsse 
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SuppL  8.  Bereclmimg  dery(r,/), ,  etc.  und  der 
(/,M),  etc.  ohne  Zuziehung  der  7]{rj\ ,  etc. 


1. 

In  der  Abhandlung  habe  ich  gezeigt,  dass  man  die  Coefficienten 

der  Endgleichiingen  auf  vier  von  einander  verschiedene  Arten  berechnen 

kann.  Zwei  dieser  Arten  beruhen  auf  der  Zuziehung  der  i/(rj), ,  etc., 

und  die  zwei  anderen  sind  von  diesen  Grössen  unabhängig.   Zur  Be- 

reclmung  der  /*(r,/),,  etc.  und  der  (/,3/)  ,  etc.,  welche  letzteren  bei  der 

Berechnung  der  Gewichte  vorkommen,    habe  ich  schliesslich  nur  Ein 

Verfahren,  bei  welchem  die  //(r,/), ,  etc.  gebraucht  werden  angegeben, 

während  die  Abhandlung  hieftlr  schon  ein  zweites  Verfahren  enthält, 

welches  von  die.sen  Grössen  unabhängig  ist.   Dieses  soll  hier  ausgehoben 

werden. 


2. 

Zur  Berechnung  der  Coefficienten  der  Endgleichungen  ohne  Zu- 
ziehung der  fj{rj\^  braucht  man  die  unbestimmle  Eh'mination  der  Sla- 
(ionsgleicbungen,  wie  man  gesehen  hat,  nicht  ausgeführt  zu  haben ,  will 
man  aber  auch  die  f{rj)s ,  etc.  und  die  (A,Af),  etc.  ohne  Anwendung 
jener  Grössen  berechnen,  so  muss  vorher  jene  unbestimmte  Elimination 
aasgeführl  worden  sein.  Ich  mache  daher  den  Anfang  damit  die  Aus- 
drücke der  Coefficienten  dieser  anzusetzen,  die  ich  aus  dem  Art.  37  der 
Abhandlung  entnehme.  Öezeichnet  man  diese  Coefficienten,  um  Ver- 
wechselungen vorzubeugen,  mit  jl.lj,  i^»2|,  etc.  {2,2|,  etc.  etc.  und 
lässl  die  Glieder  weg,  die  zufolge  des  »ersten  Verfahrens«  immer  Null 
werden,  so  gehen  die  angezogenen  Ausdrücke  in  die  folgenden  über. 

if  I  j  —1 

11,3!  =  0 
etc. 

Abbaa^l.  d.  K.  S.  Gesellsrh.  d.  WiMensdi.  XIV.  1  1^ 
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1      ,  .    /»"'      fl«'   .       /»'*"     d*    .       C 


P.A. 

Baissen, 

r 

^'  + 

r  + 

(♦.4.3; 

+ 

(^'*i    —  {«,i,1)'^  "^<i,4,3;      ^     "^     (5,5,4j     f^       "^     (6.6,5}    ^ 


<'*^'     »                                                               4.4.3^      '^      ^^     (5,*,*)     '  ;6,6.5)    ' 

1^4!    =.  P.'—  -|.     -ü-    A"     -I J?L_    -V' 

t*'*i                                                               (4.4  3»              ^^     :5,5,4)  (6.6.5} 

(5,5,4.  ^     (6.6.5)    * 


2,5} 


J9  fii  —  

'^'^^  —  (6.6.6) 

etc.  etc. 

"^^^S  ~(8,8,«)  "*"    (4.4:8)'     y     "*"     (5,5.4)"     ^      "•"     (6,6,5)      /-»■••• 

r^'*^  ~  (4.4.8)  ^     (5,5,4)     "^      "^      (6,6,5)     «'-«"••• 

1^  H^  —  y  -I.         1^     /   -1- 

i^'"^^  ~  (5.6.4)  ^      ;6,6.5)       *-«"••• 

-  3^  ^ 


!3«6!=  (6.6.5) 

etc.  etc. 

!*•*)    —(4,4.3)"*"  (5.5,4;      ^     "*"    (6.6~:5)       ^    +  •  •  • 

i*»^}    —  (5,5.4)  "^     (6,6,5; 

»4  6^  =  *^ 

etc.  olc. 


•  «  . 


15.6! 

= 

(6.6.5) 

etc. 

etc. 

|6.6i 

4 

~(ß.6, 

»)"*" 

•    •    • 

etc. 

etc. 

die  man  beliebig  fortsetzen  kann. 


3. 

Wenden  wir  uns  jetzt  zum  ArL  35  der  Abhandlung,  und  fuhrer 
die  dort  für  (a//),  (/^7/)»  etc.  gegebenen  Ausdrücke  die  später  angewan 
Bezeichimng  ein,  so  werden  sogleich 
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/:2./).=;2.2|.9(2,/),+  }2.3|.</(3,/),  +  l2.4!.7(4./),  +  |2,5i.g(5./).+... 

/(3j).=i2.3}.y(2jj.  +  ;3.3j.7(3,/).  +  {3,4{.9(4,/),  +  13.5j.(/(5./).+... 

fi,/).=!2.*!-9(2A+i3.*!.9(3./).+  14,4j.7(4./).  +  !4,5|.9(5,/),+... 

f^5,/).  ==!2,5j.g(2,/),  +  }3.o|. 7(37),+ 14,5}.  (jf(4,/),  +  {5.5;. 9(5,/),-!-... 
elc.  etc. 

die  durch  allmttliiige  Vertauschung  der  /  mit  //,  ///,  ^c.  auf  alle  Bedin- 
gungsgleichuDgeD  ausgedehnt  werden  müssen. 

4. 

Die  zur  Berechnung  der  Gewichte  orfordeHichen  {I,M),  {II,M),  elc, 
findet  man  in  demselben  angezogenen  Art.  der  Abhandlung  wie  folgt. 

(i,Jf)=^'j   /(1./)..A-(1).+     /(2,/).-M2).+    113,1),.  k{3).+ ..  .[ 
[IlM)  =  ^'i  /(1.//)..  ft(i),+  /(2./A)..  ^-{2),+  /(3,//). .  A(3),  +  - .  .\ 

!UI,M)  =  ^'{/I I .///), .  fe(1).+  /(2.///),.  k{2).+ f{3jll)..  Ä(3).+  . .  ,j 
elc.  etc. 

M'O  das  SuttflaeD^eichen  sich  auf  s  bezieht.  Bei  der  Anwendung  dieses 
Verfahreos  wird  zwar  die  Berechnung  der  Ti{rJ),,  etc.  überflüssig,  aber 
(laßlr  tritt  die  unbestimmte  Auflösung  der  Stalionsgleichungen  ein. 


SuppL  9.  Die  mit  «,  ß,  y,  etc.  liebst  angeliängten 
ätriclieiL  bezeickneteu  Grössen  betreffend. 

1. 

Von  den  in  der  Ueberschrift  genannten  Grössen  kommen  in  der 
Abhandlung  zwei  Systeme  vor.  Das  erste  dieser,  welches  sich  bei  der 
Auflüstingder  Sialionsgleicbungen  unmittelbar  ergiebt,  ist  das  folgende: 

a\  ß^  ,  y  ,  d\    etc. 

(?\  y\  f{\   etc. 

y",  d'\    etc. 

d'\    etc. 

etc. 


II 

III 

n 
(t 

(T, 

/S". 

^' 

Hl 

r  . 

r 

und  (las  zweile,   welches  aus  jenem  berechnet  wird  ist 

I  II  III  n  4 

«,«,«,«    ,  etc. 

elc. 

elc. 

elc. 

elc. 
Dieses  lelzlere  wird  vorzUgh'ch  zur  Berechnung  der  ft»(1),  w(2),  etc.  aus 
den  reducirten  Stationsgleichungen,  so  wie  bei  der  Berechnung  der 
ry(i\/),,  elc.  und  der /'(rj),,  elc.  gebraucht.  Auch  ist  gezeigt  worden, 
wie  die  Coefficienlen  der  unbestimmten  Klimination  von  dieseai  System 
abhängen.  Hier  werde  ich  zeigen,  dass  alle  betreflenden  Ausdrücke  so 
umgeformt  werden  können,  dass  sie  von  dem  ersten  System  der  obigen 
Grössen  abhängen. 

2. 

In  den  Ausgleichungen  auf  den  Stationen  habe  man  die  Rechnung 
bis  zu  den  reducirten  Gleichungen  fortgesetzt,  nemlich  bis  zu  dem  System, 
von  Gleichungen,  in  welchem  jede  Gleichung  Eine  Unbekannte  wenige 
wie  die  nächstvorhergehende  enthält.    Es  werden  hiebe! ,  wenn 
erste  Verfahren  der  Abhandlung  angewandt  wird,  alle  a  nebst  /f  s= 
sein ,    und  man  bekommt  hierauf  statt  der  in  der  Abhandlung  angege- 
benen, von/?"',  (i'\  etc.  /",  /*,  etc.  d^*  elc.  abhängigen  Ausdrücke  die 
folgenden. 


r 

tt-(i) 

+ 

ö' 

«.(5) 

+ 

n 

«,(6) 

-•-... 

IH 

r 

«.(4) 

+ 

d" 

.1.(5) 

+ 

in 

«'(6) 

■*-... 

■  X 

+ 

{{' 

«.(5) 

+ 

«.(6) 

-*-... 

* 

—  X 

■^ 

V 

«,(6) 
-  X 

z 

ir(3)  =  -  /  H 

fr(4)  = 

1.(5)  = 

w(6)  = 

etc.  etc. 

die  eben  so  leicht  wie  alle  übrigen  Ausdrücke  auf  eine  beliebige  Anzahl 
von  Unbekannten  ausgedehnt  werden  können.  Bei  der  Anwendung  die- 
ser Ausdrücke  muss  man  bei  der  letzten  derselben  anfangen,  und  darauf 
die  vorletzte  u.  s.  w.  berechnen.  Diese  Ausdrücke  sind  nichts  weiter 
wie  die  auf  die  Stationsgleichungen  angewandten,  und  anders  aufge- 
slollleii  Ausdrücke  {\os  Art.  49  oder  bez.  1  42  (S.  214)  der  Abhandlung. 
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3. 

Durch  Hülfe  der  zwischen  den  hier  in  Betracht  stehenden  beiden 
Systemen  stattfindenden  Relationen  findet  man  durch  die  Elimination 
leicht,  statt  der  in  der  Abhandlung  angegebenen  Ausdrücke,  die  fol- 
genden, 

,(1./).  =  7(1,/). 
iK2.i).  =  7(2./). 
fi{SJ),  =  7(3,/), 

»K4.i).  =  r\-vi^,l)s  +  y"..';(3./).  +  qiUl 

f,{Q,I),  =  e\.ti{ij),  +  *"',.^/(3,/).  +  *"..//(4,/).  +  *Vv(ö.^).+  #.'), 

etc.  etc. 

bei  deren  Anwendung  von  der  ersten  angefangen  wird.    Ferner  giebt 
eine  leichte  Elimination 

Ai,/).=0(i,/). 

/l2,/).=  0(2,/),  +/,,  7(4,/).  +  d"../(5,/),  +  *''„./(6./).  +  ... 

A3,/).=  0(3,/).  +/'.  ./(4:/).,  +  d'".  ./(ö,/),  +  /'.  ./(6,/). +... 

/l*./).=  0(47).  +<)",./(ö,/).  +  f"-../i;6./).+... 

/(5./).=  0(5./),  +  /.  ./■(6,/),+... 

/(6,/).=  0(6,/),  +  ... 

etc.  etc. 

die  denen  für  die  «>(l),  w(2),  etc.  völlig  ahnlich  sind,  und  wie  diese  in 
umgekehrter  Ordnung  zur  Anwendung  kommen. 


4. 


Die  bei  der  Berechnung  der  Gewichte  erforderlichen  mit  (5f,1).,  etc. 
''«zeichneten  Grössen  werden  eben  so  wie »/( i ,/). ,  etc.  berechnet.  Nemlich 


(if.2). 

=  m. 

m. 

=  m. 

(M.4). 

=  r.-  {M-^l 

.  (A/,3). 

+ 

fe(4) 

s 

(M.3). 

=  d"..(Jtf.2). 

.  (A/.3), 

+ 

d'\. 

(3/.4). 

+ 

fc(5),. 

{•W.6'. 

=  t"..  {M,% 

+  * ,. 

(W,3), 

+ 

(J»/.4), 

+ 

f..  (Af,ö). 

+  *(6j 

etc. 

etc. 
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5. 

Endlich  bekommt  man  für  die  Goeflficienten  der  unbestimmt 
mination  die  folgenden  Ausdrücke,  die  ich  mehrerei*  Deutlichkeit  ^ 
und  um  sonst  erforderliche,  complicirte  Bezeichnungen  2u  vern 
ausdrücklich  fUr  sechs  Unbekannte  hinschreiben  werde.  Die  Au8d< 
derselben  auf  jede  beliebige  Anzahl  von  Unbekannten  bietet  ni 
geringste  Schwierigkeit  dar. 


}2.6ä  = 

/    4.6  i 

+  (f    5.6}  +  t"    6.6| 

|3.6i  = 

/'l*.6i 

+  d'"  15,6    +  e"    6,6 j 

4.6i  = 

(T"  I5,6j  +  «'"  6,6 j 

5.6|  = 

t'  16,6 

6.6    = 

/   4,5 

4 

(6,8,5) 

j2,5t  = 

+  d"  {5,5j  +  t'  }5,6 

i3.5    = 

/'  4.5| 

+  <r  16.5J  +   e'-  15,6 

4.5{  = 

ri5.5|  +  6"  15,6 1 

is.sj  = 

/   4.4} 

(5,5,*)    "•-    «     l^'^i 

12.*!  = 

+  ()"   4.5}  +  /  |4.6 

{3-4!  = 

f\^M 

+  (T  4,5   +  *"'  14.6} 

4.4   = 

1 

(♦,*,8) 

/    3,ij 

+  r   4,5    +  e"    4,6} 

2,3    = 

+  d"    3,5}  +  e      3,6} 

l''^'3(   —(8.8,«) 

•+  /'  13.4} 

+  H"  {3,5}  +  *'"  ;3,6 

loa    * 

'^''^1   — (8.8J) 

+  /  12.4 

+  (J"  12,5}  +  «"  j2,6 

r^^s  —  [\,s) 

Diese  haben  wieder  mit  einigen  der  vorhergehenden  Aui^drücken 
Analogie,  und  bei  der  Anwendung  derselben  niuss  nicin  wieder  i 
Abtheilung  bei  der  letzten  Gleichung  anfangen. 

Von  den  vorstehenden  Ausdrücken  brauche  ich  keinen  Bew« 
zuzufügen,  da  sie  nicht  weiter  als  das  in  ausdrückliche  Formeln  ge 
Verfahren  der  unbestimmten  Elimination  sind ,  welches  ich  in 
Aslr.  Nachr.  B  VIII.  No.  192  gegeben  und  bewiesen  habe. 
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Süppl.  10.  Das  Beobachtiingsverfahren  betreffend, 
^welches  Gauss  in  der  Hannoverschen  Gradmessung 

angewandt  hat. 

1, 

Ks  ist  genugsam  bekannt ,  dass  Gauss  bei  der  Gradmessung,  die 
^^  in  den  SOger  Jahren  in  Hannover  ausführte,  in  Bezug  auf  die  Beob- 
achtungen  selbst  ein  eigenthümliches  Verfahren  angewandt  hat.    Die 
^^schaffenheit  dieses  Verfahrens  hat  er  jedoch  nie  vollständig  der  Oeffent- 
lichkeit  übergeben,  denn  Alles,  was  er  darüber  veröffentlicht  hat,  besteht 
^^  einem  dem  Art.  22  seiner  Abhandlung  »Supplemenlum  theoriae  com- 
binationis  observationum   erroribus   minimis   obnoxiae,  <(  einverleibten 
l^assus,  aus  welchem  sein  Beobachtungs verfahren  durchaus  nicht  mit 
Bestimmtheit  erkannt  werden  kann. 

Da  Alles,  welches  von  diesem  Gelehrten  ausgegangen  ist,  die  grösste 
Beachtung  verdient,  so  ist  man  sehr  daraufgespannt,  zu  erfahren,  ob 
^ichl  in  seinen  hinterlassenen  Papieren  sich  Auskunft  darüber  vorfin- 
den sollte. 

2. 

Ein  wissenschaftlicher  Freund ,  welcher  sich  in  der  Lage  befindet, 
hierüber  am  Ehesten  Auskunft  ertheilen  zu  können,  machte  mir  kürzlich 
eine  mündliche  Miltheilung  darüber,  die  ich  hier,  seinen  Worten  mög- 
lichst getreu  folgend,  aufnehme:  Gauss  hat  Winkel  beobachtet,  und 
zwar  nach  dem  Wiederholungsverfahren.  Er  hat  jedes  Mal  den  zu 
(nässenden  Winkel  nicht  nur  selbst,  sondern  auch  dessen  Supplement 
zum  Umkreise  gemessen.  Er  hat  nicht  nur  die  Winkel  zwischen  je  zwei 
einander  zunächst  liegenden  Dreiecksseiten,  sondern  vielmehr  alle  Win- 
kel zwischen  je  zweien  der  auf  der  Station  zusammen  treffenden  Drei- 
eckfiseiten  gemessen. 

3. 

Ich  stelle  dieser  Benachrichtigung  zuerst  den  oben  erwähnten  Passus 
des  »Supplementuni  etc.«   gegenüber,  welcher  seinem  ganzen  Wortlaute 


nach  der  folgende  ist.  Nachdem  Gauss  von  den  Bedingungsgleichungen.  . 
die  ein  Dreiecksnetz  darbietet,  geredet  hat,'  fährt  er  fort :  »  Silentio  tarnen  j 
yypraeterire  non  possumus  monilum ,  quod  theoria  nosira,  ^  appUcaüo  pwra  z 
»alque  rigorosa  in  votis  est,  supponil,  quantilates  per  v,  v\  v^  etc.  designa-  - 
»tes  revera  vcl  immcdiate  obscrvalas  esse,  vel  ex  observalionibus  ita  derivataif,  ^ 
t>ul  interse  indepcndenles  maneafU,  vcl  sallem  tales  censeri  possint,  Inpraxm 
iwulgari  obseivaniur  anguli  iriangulorum  ipsi ,  qui  proin  pro  v,  v\  v  ,  elc^ 
naccipi  posBunl ;  scd  memores  esse  debcwus ,  si  forte  sysiema  insuper  con — 
y>tineal  iriangula  lalia,  quorum  anguli  non  si9il  immediate  ohservali,  sec:^ 
nprodeanl  tamquam  summaevel  differetUiae  attgulorum  revera  obscrvatartm  ^ 
ynllos  non  inter  observaiomm  numenim  referendos,  sed  in  forma  compogi^ 
talionis  snac  in  calculis  relinetidos  esse.  Aliter  vero  res  se  habebit  in  mod^ 
wbservandi  ei  simili,  quetn  seqnuius  est  clar.  Slrtive  (Astr.  Nachr.  II  p.43t  M 
mbi  dirccliones  singulonim  latemtn  ab  eodeni  veriice  profiäscentium  obtin 
)4ur  per  comparationem  cum  una  eademque  dire^tiotie  arbitraria.  Tu 
nscilicel  In  ipsi  anguli  pro  v^  v\  v,  etc.  accipiendi  sunt,  quo  pacta  omn^= 
mfigtili  iriangulorum  in  forma  di/ferenliarum  se  afferent,  aequationesqt^m 
)>condilional€s  primi  generis^  quibus  per  rei  naluram  sponte  satisfit^  tamquat^m 
y>superßuae  cessabunl.  Modus  observalionis,  quem  ipse  sequutus  sum  in  dmen^ 
mone  Iriangulorum  annis  praccedenlibus  perfecta,  differt  quidem  tum  a  prie^ 
»ri  tum  a  jwsleiiori  modo,  allamcn  respcclu  effectus  posteriori  aeqmparat^ 
npotest,  ita  ui  in  singulis  stationibus  directiones  laterum  inde  proficiscentiur^ 
j>ab  initio  quasi  arbitrario  numcralas  pro  quantitatibus  v,  v\  v",  etc.  acciper — 
wporteal.  Duo  jam  cdempla  elaborabimus ,  alterum  ad  modum  prioren^^ 
y^allerum  ad  posteriorem  perliuens.v 


4. 

Betrachten  wir  hierauf  die  ohige  in)  Art  2  enthaltene  Mittheilung, 
so  begegnet  uns  zuerst  der  Ausdruck,  dass  Gauss  nicht  nur  die  Winkel 
selbst,  sondern  auch  ihre  Su|)|)leiuente  zum  Umkreis  gemessen  hat.  Die- 
sen letzteren  Ausdruck  meine  ich  dahin  erklären  zu  dtlrfen,  dass  Gauss 
bei  seinen  Messungen  eine  gewisse  Anzahl  der  einzelnen  Messungen 
der  Winkel  so  angestellt  habe,  dass  er  die  Alhidade  des  Theodoliten 
von  der  Linken  zur  Rechten,  und  eine  eben  so  grosse  Anzahl  von  Ein- 
zelnmessungen so,  dass  er  die  Alhidade  von  der  Rechten  zur  Linken 
bewegt  habe.    Denn  dieses  kommt  in  der  That  der  Messung  des  Sup- 
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\^\etnenls  der  Winkel  gleich,  und  ist  nur  eine  veränderte  Ausdrucksweise 
dafür.  Dieses  Verfahren  wurde  schon ,  ehe  Gauss  seine  Gradmessung 
anfing,  von  verschiedenen  Astronomen  hei  ihren  geodätischen  Messun- 
gen angewandt,  es  wird  schon  lange  als  ein  unerlössliches  Erforderniss 
angesehen,  und  wohl  stets  angewandt. 

Gehen  wir  nun  aber  die  Mittheilung  ihrem  ganzen  Inhalte  nach 
durch,  so  scheint  es,  als  liesse  sie  sich  mit  dem  oben  angeführten  Passus 
von  Gauss  nicht  in  Einklang  bringen .  da  er  darin  sagt ,  dass  sein  Ver- 
Tahren  von  dem  von  ihm  zuerst  angeführten,  —  dem  Verfahren  der 
Winkelmessungen  —  verschieden  ist,  und  mau  dadurch  leicht  auf  den 
Sehluss  geführt  wird ,  dass  er  tiberhaupt  nicht  Winkel  gemessen  habe. 
Dieses  war  der  erste  Eindruck,  den  die  genannte  Mitlheilung  auf  mich 
tiiacbte,  aber  nach  einigem  Nachdenken 'darüber  kam  ich  darauf,  dass 
diese  Mittheilung  mit  dem  angeführten  Passus  von  Gauss  sich  in  voll- 
ständigen Einklang  bringen  lässt.  Dieser  Passus,  der  sonst  einige  Dun- 
kelheit darbietet,  wird  zugleich  vollständig  aufgeklärt. 

Zwar  kommt  ein  Nebenumstand  mit  in  Betracht  der  etwas  störend 
auHrilt;  diesen  werde  ich  weiter  unlen  angeben,  und  zuerst  die  Zusam- 
mcQStimmung  der  zwei  scheinbar  sich  widerstreitenden  Stellen    ent- 
wickeln. 

5. 

Es  liegt  an  der  Hand ,  dass  man  jede  Winkelmessung  als  einen 

Gyrus  betrachten  kann,  in  welchem  zwei  Itichlungen  beobachtet  worden 

sind,  und  ich  habe  in  der  oft  angezogenen  Abhandlung  gezeigt,  dass 

man  diese  Eigenschafl  dazu  benutzen  kann,  um  die  Gattung  von  Bedin- 

gungsglcichungen ,  die  Gauss  die  der  ersten  Gattung,  ich  aber  locale 

genannt  habe»  aus  der  Reihe  der  übrigen,  die  sich  auf  das  Dreiecksnetz 

selbst  beziehen,   auszuscheiden,    und  in  den  Ausgleichungen  auf  den 

Stationen  vollständig  zu  berücksichtigen. 

«. 

Seien  nun  auf  einer  Station  u  Gegenstilnde  zu  beobachten,  und  habe 
man  alle  Winkel  zwischen  je  zweien  dieser  unabhängig  von  einander 

beobachtet,  dann  sind  überhaupt ^ — -  Winkel  beobachtet  worden, 

(n m^ 9\  In  —  ^ \ 

zwischen  welchen  - — ^ —     locale  Bedingungsgleichungen  statt  linden. 


Folgt  man  nun  der  in  der  Gaussischen  Abhandlung  ausdrücklich  gege- 
benen, und  in  Bezug  auf  die  darin  vorkommenden  Krayenhof'schen  Drei- 
ecke angewandten  Regel,  so  ujuss  man  diese  Bedingungsgleichungen 
denen,  welche  das  Dreiecksnetz  giebt,  anreihen,  und  kann  darauf  das 
Gaussische,  in  derselben  Abhandlung  entwickelte  Ausgleichungsverfah- 
ren anwenden. 

Zerlegt  man  hingegen ,  wie  in  meiner  oft  angezogenen  Abhand- 
lung erklärt,  und  im  Art.  107  durch  ein  Beispiel  erläutert  ist,  diese 

Winkelbeobachtungen  in  Richtungsbeobachlungen,  so  erhttit  man  -—-' 

Gyri  von  je  zwei  Richtungen ,  die  von  einem  beliebigen  Anfangspunkt 
gezählt  werden  können.  Man  findet  leicht  dass  in  diesem  System  von 
Gyris  jede  Richtung  n —  1  mal  vorkommt.  Es  muss  nun ,  ehe  man  die 
verschiedenen  Stationen  mit  einander  verbinden  kann,  die  Ausgleichung 
auf  der  Station  vorgenommen  werden ,  und  diese  werde  ich  nach  dem 
ersten  von  mir  gegebenen  Verfahren  ausführen. 

7. 

Die  Gewichte  der  Beobachtungen  an  sich ,  oder  die  der  nackten  ^ 
Beobachtungen  sollen  einander  gleich  gesetzt,  und  demzufolge  in  Bezug 
auf  die  Richtungen 

p  :=  p    =z  p    :=  p'  :=  elC.   ^    i 

gesetzt   werden.    Zufolge   des  Art.  67    meiner   Abhandlung    v^erden 

hierauf 

P  =  l\  =  etc.  =  2 
Q  =  Q'  =  etc.  =  w— i 

p         P,       ^^^'  a 

und  nach  tleni  Art.  69 

[vv)  =  ipp)  =  ^^^'  =  '^T' 

{PV)  =  ipY)  =  öle.  =  l 
weiche  letzte  Gleichung  sich  überhaupt  auf  alle  {pp)  bezieht,  in  welchen 
die  beiden  /)  verschiedenartige  Striche  haben.  Zu  mehrerer  Deutlichkeil 
werde  ich  diis  Täfelchen  der  {pp)  aufstellen,  welches  in  dem  in  Rede 
stehenden  Falle  immer  die  folgende  Form  haben  wird» 
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1 

P 

p' 

P" 

! 

P'" 

otc. 

1 

n— 1 

1 

etc. 

/»' 

2 

4 

2 

1 

"2 

etc. 

/'" 

»-4 

2 

1 

2' 

etc. 

p'" 

n—i 

"2" 

etc. 

etc. 

1 

etc. 

Wenden  wir  uns  nun  zum  Inhalt  des  Art.  76  derselben  Abhandlung,  und 
bestimmen  die  dort  mit  iV,  iV»  etc.  bezeichneten  Grössen  grade  so  wie 
dort  angegeben  ist,  dann  finden  wir 

N::^N'  =  N"  =  etc.  =  etc.  =  /l 
und  die  Coefßcienten  der  Endgleichungcn  aur  der  Station  werden 

(aä)  =  (66,1)  =  (cc,2)  =  etc.  =  | 

neben  welchen  alle  Coefficienten,  in  deren  Bezeichnung  zwei  verschie- 
dene Buchslaben  vorkommen  ^  0  sind.  Die  Verbesserungen  der  vor- 
läufig angenommenen  Werthe  der  Richtungen  werden  daher 

1(;(1)=  -  — 
2{te') 


fr(3)  = 


n 

_2(te") 

n 

etc. 


^lie  in  der  Abhandlung  mit  a,  ß,  y,  etc.  nebst  angehängten  Strichen 
bezeichneten  Grössen  werden  Null,  und  das  allgemeine  dort  entwickelte 

Ausgleichungsverfahren   verwandelt  sich   in  das  specielle  Gaussische. 

Der  hier  entwickelte  Fall  fUgt  daher  den  beiden  in  den  Artt.  77  und  78 

eotwickelten  ähnlichen  Fällen  einen  dritten  hinzu. 


8. 

Jetzt  lässt  sich  der  hier  im  Art.  3  angeführte  Passus  von  Gauss 
vollständig  erklären.  Gauss  sagt,  er  habe  nicht  das  von  ihm  zuerst  an- 
geführte Verfahren  der  praxis  vulgaris  befolgt,  welches,  wie  man  weiss, 
damals  darin  bestand,  dass  man  die  Winkel  zwischen  je  zwei  einander 
zunächst  liegenden  Dreiecksseiten  maass,  und  höchstens  hie  und  da  die 
Messung  von  Summen  dieser  Winkel ,  und  die  lürgänzungen  im  ganzen 
Umkreis  (oder  Horizont)  hinzufügte.    In  der  That  hat  er,    zufolge  des 


Vorhergehenden,  sich  nicht  damit  begnügt,  in  einzehien  Fällen  die  eben 
genannten  Summen  und  Ergänzungen  zu  messen,  und  er  konnte  daher 
sagen,  dass  sein  Verfahren  von  der  praxis  vulgaris  verschieden  sei. 
Gauss  sagt  Terner,  er  habe  auch  nicht  das  zweite  vorher  von  ihm  ange- 
führte Verfahren^  nomlich  das  von  Slruve  angegebene  Verfahren  der 
Richtungsmessungen,  angewandt.  \iv  hat,  dem  Vorhergehenden  zufolge, 
in  der  That  nicht  Richtungen  gemessen.  Die  dritte  Angabe  von  Gauss, 
dass  sein  Verfahren  re8])eclu  effcclus  dem  Verfahren  von  Struve  gleich 
gestellt  werden  könne,  hat  sich  durch  die  lintwickelungen  des  vor.  Art. 
auch  bestätigt.  Nur  muss  hier  freilich  hinzugefügt  werden,  dass  in  Bezug 
auf  diesen  Punkt  stillschweigend  vorausgesetzt  ist,  dass  man  bei  An- 
wendung des  Siruve'schen  Verfahrens  in  jedem  Gyrus  alle  Richtungen 
eingeschnitten  habe,  denn  sollte  dieses  nicht  der  Fall  sein,  so  wäre  die 
Wirkung  eine  andere. 

9. 

Ich  sehe  mich  zußillig  in  den  Stand  gesetzt ,  den  hier  gcgebeneo 
lilnlwickelungen  ein  faclisches Beispiel  hinzu  fügen  zu  können.  In  Schum. 
Astr.  Nachr.  Band  IX,  No.  205  u.  206  habe  ich  die  folgende  Aufgabe 
gelöst:  »Wenn  man  zwischen  einer  beliebigen  Anzahl  von  Punkten 
»ringsum  im  llorizonte  (oder  allgemeiner  in  einer  und  derselben  Ebene) 
»die  Winkel  zwischen  je  zweien  derselben  gemessen  hat,  die  Beobach- 
»tungen  so  auszugleichen,  dass  die  Summe  der  Quadrate  der  Verbesse- 
»rungen  ein  Minimum  wird.« 

Diese  Aufgabe  ist  in  der  That  dieselbe,  die  ich  hier  im  Art.  7  ge- 
löst habe,  nur  ist  jene  Auflösung  von  (lieser  durchaus  verschieden.  Ich 
habe  a.  a.  0.  ein  factisches  Beispiel  hinzugefügt,  welches  darin  besteht, 
dass  ich  am  31.  März  1827  die  Fadenabslände  im  Meridiankreise  der 
hiesigen  Sternwarte  den  Forderungen  der  oben  angeführten  Aufgabe 
gemäss  gemessen  habe.  Dass  die  Veranlassung  zur  Lösung  dieser  Auf- 
gabe von  Gauss  herrührt,  habe  ich  am  Schlüsse  meines  Aufsatzes  aus- 
gesprochen ,  und  es  geht  aus  den  Aufklärungen ,  die  der  gegenwärtige 
Aufsalz  giebt,  hervor,  dass  Gauss  mir  schon  damals  im  Grunde  sein 
Verfahren  bei  seinen  geodätischen  Vermessungen  milgetheilt  hat,  nur 
hat  er  diese  Anwendung  verschwiegen,  und  blos  die  Anwendung  auf 
die  Bestimmung  der  Fadenabstände  in  den  Meridianinstrumenten  gejiannt. 
Den  Tag,  an  welchem  Gauss  mir  diese  Mittheilung  machte,  kann  ich 
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^l  niclit  mehr  erinnern ,  aber  ans  dem  Umstände,  dass  die  Beobarh- 
igcn  meines  Beispiels  im  Murz  des  Jahres  1827  angestellt  worden 
k(l,  verbunden  mit  anderen  Erinnerungen  aus  jener  Zeit,  die  ich  noch 
llslündig  im  Gedüchtniss  habe,  darf  ich  schliessen,  dass  die  Mitthei- 
ig  im  Laufe  des  Jahres  1 82G  erfolgt  ist.  Ich  werde  nun  dieses  Bei- 
iel  nach  der  hier  gegebenen  Methode  berechnen. 

10. 

Die  Beobachtungen  sind  die  folgenden: 

Faden  (2—1)  Gemes.sene  Winkel  3590 
.      (3_:2)  -  _      3000 

-  (4_3)  -  -  1808 
_      (;i_4)         -             -      182;J 

_  (6—5)  -  -  1723 

-  (7—6)  -  -  1798 
.  (8—7)  -  -  3293 

-  (9—8)  -  -  3395 

-  (3—1)  -  -  6030 
_      (4_2)          -  -      4883 

-  (5—3)  -  -  3645 
.  (6—4)  -  -  3570 
_      (7_Ji)          -  -      3528 

_      (8—6)  -  -      5085 

_      (9_7)  _  _      6683 


(4—1)  -  -  8438 

(5-2)  -  -  6713 

(6—3)  -  -  5390 

(7—4)  -  -  5353 

(8—5)  -  -  6828 

(9—6)  -  -  8476 


(5—1)  -  -  10280 

(6—2)  -  -  8438 

(7—3)  -  -  7188 

(8—4)  -  -  8656 

(9—5)  -  -  10223 
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n  (6^1)  Gemessene  Wink«!  1^026 

(7-2) 

- 

-      10253 

(8-3) 

- 

-       10463 

(9-4) 

- 

-       1 2056 

(7-1) 

- 

-       1 3828 

(8-2) 

- 

-       1 3523 

(9-3) 

: 

-       13861 

(8-1) 

-      17118 

(9-2) 

- 

-      1 6948 

-       (9—1)  -  -      20478 

Diese  BeobaehUingen  habe  ich  a.  a.  0.  in  Einheiten  des  Umlaufs  der 
Mikronieterschraiibo  des  angewandten  Heh'omelers  ausgediiickt,  hier 
habe  ich  zur  Vermeidung  der  Nullen,  die  sonst  in  den  Rechnungen  zum 
Vorschein  kommen  würden,  den  tausendsten  Theil  dieses  Umlaufs  zur 
Einheit  gewühlt. 

M. 

Es  müssen  jetzt  zuerst  durch  Additionen  der  gemessenen  Winkel 
die  ihnen  entsprechenden  Richtungen  berechnet  werden,  deren  erste 
willkührlich  isl ,  und  für  welche  ich  daher  den  Werth  1 000  annehmen 
werde.  Hierauf  sind  vorlSiufige  Werthe  der  Richtungen  nach  Gutdünken 
anzunehmen,  und  die  Unterschiede  dieser  mit  den  beobachteten  Wer- 
then  zu  berechnen.  Die  Form,  in  welcher  diese  Rechnungen  aufzustellen 
sind,  ist  am  Zweckmässigsten  die  der  ersten  Slationstäfelchen  der  Ab* 
handlung,  nur  wird  im  gegenwärtigen  Falle  dieses  Yäfelchen  auch  die 
beobachteten  Werthe  derRichtuugen  zugleich  enthalten  messen.  Dieses 
Täfelchen  ist  jetzt  das  folgende,  dessen  Columnen,  die  nicht  besonders 
überschrieben  sind,  sowohl  die  beobachteten  Richtungen,  wie  die  Un- 
terschiede dieser  von  den  vorläufig  angenommenen  Werthen  derselben 
enthalten. 
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j 

Vorl. 

1 

1 

Werthc 

. 

1  ' 

fOOO 

1000 
0 

2 

1 

i590 

4090 

4590 

0 

0 

1 

7656 

7656 
0 

7656 
0 

4 

9464 

9464 
0 

9464 
0 

1 

H287 

11287 
0 

11287 
0 

\" 

13010 

13010 
0 

13010 
0 

y 

U808 

1i808 
0 

V 

18101 

9 

21496 

• 

1 

'l  000 
0 

1 

1   ^ 

4590 
0 

1 

1    -'^ 

7630 

76li6 

J 

-?6 

0 

i 

947:{ 

+9 

?>464 
0 

' 

5 

1 
• 

11301 
+  1i 

1 1  287 
1) 

6 

13034 

+24 

7 

14808 
0 

14813 
+7 

8 

18101 

0 

18101 
0 

9 

81496 
0 

1 

1000 
0 

2 

4590 
0 

3 

7656 

0 

1 

4 

9438 
-26 

9464 
0 

•• 

11303 
-+•16 

11287 
0 

6 

1.3010 
0 

13046 
-+•36 

13010 

;       ^ 

14808 

14817 

: 

i 

0 

+9 

1 

ns 

V,  P.  A.  Hansen, 

Vorl. 

r 

Werthe 

8 

18095 
—6 

1 

18H5 
+f4 

9 

21491 
-5 

21486. 
-lO" 

h 

1000 

1 

1 

1000 

0 

■ 

0 

2 

4590 
0 

4590 
0 

3 

7656 
0 

765S. 

4 

9464 
0 

5 

11S80 

-7 

11287 
0 

fi 

13028 
+  18 

\  »026 
+  16 

14844 
-+•36 

U843 
+35 

1 

8 

18120 
+  19 

• 

18H9       / 
+1«      / 

9 

21510 
+  14 

\ 

1000 
0 

1000 
0 

1000 
0 

.  .  . 

2 

4590 
0 

4590 
0 

, 

3 

7656 
0 

' 

4 

9464 

1 

0 

5 

1 
1 

G 

7 

14828 
-+•20 

8 

18113 
+  12 

18M8 
+  <7 

9 

21522 

21517 

S1538 

21478 

-+•26 

+21 

+42 

-18 

J 

Ich  habe  hier  der  leichteren  Uebersichl  wegen  alle  Zahlen  hinge- 
schrieben, in  der  Praxis  würde  man  aber  alle  Richtungen  weglassen 
können,  die  mit  den  vorläufigen  Werlhen  übereinstimmen  müssen. 
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12. 

Das  folgende  Tärelchen  ist  das  zweite  Slationstäfelchen ,  welches 
'  eJDfiiche  Weise  dadurch  aus  dem  ersten  folgt,  dass  man  das  arith- 
iische  Mittel  aus  der  Summe  der  Fehler,  die  jeder  Gyrus  zeigt,  von 
sen  Fehlern  abzieht;  eine  Rechnung  welche  sich  im  gegenwärtigen 
le  im  Kopfe  machen  lässt. 


.  «los  (iyrus 

«) 

(«) 

(3) 

w 

(8) 

(6)              (7) 

(8) 

(9) 

1 

0 

0 

■ 

2 
3 

0 

0 
0 

0 

4 

0 

0 

• 

5 

0 

0 

6 

0 

0 

7 

0 

0 

8 

0 

0 

9 

-+.1:^0 

-13.0 

10 

—  i.i) 

-h4.5 

ff 

-7.0 

+7.0 

M 

—  12.0 

-+.12.0 

13 

—3.5 

-h3.5 

14 

-+•3.0 

—3.0 

15 

-+•2.5 

-2.5 

16 

-+.13.0 

-13.0 

17 

—  8.0 

-+.8.0 

18 

-18.0: 

-+.18.0 

19 

,—4.3 

'-4-4.5 

20 

-7.0 

+7.0 

21 

- 

-+•5.0 

-5.0 

22 

-+•3.5 

-3.5 

23 

• 

—  9.0 

-+.9.0 

24 

-18.0 

-hl  8.0 

25 

-9.5 

-»-9.Ö 

26 

■ 

-7.0 

+7.0 

27 

—8.0 

-+8.0 

28 

-17.5 

-f-17.5 

29 

-9.0 

-»-9.0 

30 

— 13  0 

1 

1 

+  13.0 

31 

—  10.0 

1 

+  10.0 

32 

-6.0 

1 

1 

-»-6.0 

33 

-10.5j 

+  10.5 

34 

—  8.5 

+8.5 

35 

-2ro 

+21.0 

36 

-+.9.0 
-+.12. 0 

—66.0 

-6.0 

—  9.0 

v),[lx'),t!tc. 

-47.5 

+55.0 

+56.0; 

-+.37.0 

+35.0 

Abhaodl.  d.  K.  S.  (leselUch.  d.  Wisscnnrli.    Xl\  . 


12 


180  P.  A.  Haksbn, 

Da  hier  n=9  ist,  so  wird  zufolge  des  Art.  7 

w{\)  =  +  ^  X  12,0  ,  M-(2)  =  —  i  X  66.0  ,  etc. 
oder 

«,(1)  =  +    2.67 
«,(2)  =  _  U.67 
«•(3)  =  —  16.78 
«.(4)  =  —  10.55 
w{6)  =  —     1.33 
w(6)  =  +  1 2.22 
w(7)  =  +  12.44 
w(8)  =  ■+■    8.22 
«.(9)  =  ■+■    7.78 
lind  fügt  man  (Jiese  Werlbe  den  oben  vorläufig  angenommenen  Werthei 
der  Richtungen  hinzu ,  so  erhält  man  die  folgenden  wahrscheinlichste! 
Werthe  derselben, 

y(1)=    1002.67 
y{%)  =    4575.33 
y(3)  =    7639.22 
!/(4)  :=    9453.45 
y(5)  =  11285.67 
y(6)  =  1 3022.22 
y{l)  =  14820.44 
2/(8)  =  18109.22 
y(9)  =  21 503.78 
In  den  A.  N.  No.  206  fand  ich,  in  der  hier  angenommenen  Einheit 
ausgedrückt,  die  Werthe  der  Winkel  wie  folgt,  denen  ich  die  aus  det 
vorstehenden  Richtungen  folgenden  hinzurüge. 

2—1  =  3372.7 3572.66 

3—2  =  3063.9 3063.89 

4—3  =  1814.2 1814.23 

5— 4  =  1832.2 1832.22 

6—5  =  1736.5 1736.55 

7—6  =  1798.2 1798.22 

8—7  =  3288.8 3288.78 

9—8  =  3394.6 3394.56 

die.  wie  man  sieht,  mit  jenen  vollständig  übereinstimmen. 
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13. 

Ich  komiue  jetzt  auf  den  Nebenuro^tcind.  dessen  ich  im  Art.  4  er- 
wähnt habe,  und  der  etwas  störend  auftritt. 

Zufolge  der  oft  angezogenen  Abhandlung  ist,  mit  Bezug  darauf 
dass  alle  ursprünglichen  Gewichte  gleich  1  gesetzt  worden  sind,  die 
Summe  der  Quadrate  der  übrig  bleibenden  Fehler 

W  =  (//)  —  {h)  ui\)  -  {Ix')  w{i]  —  (Lv)  w{3)  - .  .  . 

wo  (//)  die  Summe  der  Quadrate  der  Fehler  bezeichnet ,  die  das  zweite 
Sialionstafelchen  angiebt.   Für  unser  Beispiel  findet  man 

(//)  =:=  6153 
und 

{Ix)  w{\)  +  {h')  w{2)  H-  .  .  .  =  4721 
folgtfch 

W=  1432 

A.  N.  No.  206  wurde,  in  die  hier  angewandte  Einheit  übertragen, 

W  =  2868 

gefunden,  welcher  Werth,  bis  auf  einen  kleinen,  zu  übergehenden  Unter- 
schied, das  Doppelte  von  dem  hier  gefundenen  ist.  Nun  ist  aber  hier 
das  Gewicht  einer  Richtung  =  1  gesetzt,  während  dort  das  Gewicht 
eines  Winkels  =  1  gesetzt  wurde,  und  demzufolge  muss  aus  einem 
nahe  liegenden  Grunde  hier  der  Werth  der  Grösse  IV  halb  so  gross  sein 
wie  dort.  Die  beiden  vorstehenden  Resultate  ftlr  W  befinden  sich  also 
Dicht  minder  mit  einander  in  Uebereinstimmung  wie  die  Werthe  der 
Richtungen  und  Winkel. 

Nach  dem  Art.  150  der  oft  angezogenen  Abhandlung  steht  die 
Berechnung  des  Divisors  D,  des  Ausdrucks,  welcher  den  schliesslichen 
mittleren  Fehler  einer  Richtung  giebl.  wie  folgt: 


[AI)  = 

n 

<M  = 

1 

[AU)  = 

0 

{Ax)  =  - 

9 

(Au)  =  - 

36 

Ü  =    2S 
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donselben  Werlh  habe  ich  in  No.  "206  der  A.  N.  gefunden,  obgleich  icL  - 
dort  diesen  Divisor  auf  ganz  andere  Art  berechnet  habe.    Berechne  ^ 
man  daher  aus  den  hier  erhaltenen  Daten  den  mittleren  Fehler  eines 
Richtungsmessung,    und  vergleicht  ihn   mit  dem  a.  a.  0.   erhaltenein 
nuttloron  Fehler  einer  Winkelmessung,  so  wird  das  Verhältniss  des  erst — 

gtMiannton  Fehlers  zum  zweitgenannten  wie  j/^^  :  1  sein ,  welches  mit  i 
einem  bekannten  Satze  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  überein — 
stimmt. 


U. 

Die  von  mir  auf  zwei,  ganz  von  einander  verschiedenen  Weger ^ 
erhaltenen  Resultate  sind  in  jeder  Beziehung  mit  einander  identischrff 
und  so  wird  es  nicht  blos  in  dem  hier  ausgeführten  Beispiele,  sondern 
stets  der  Fall  sein.  Vergleichen  wir  aber  den  letzten  Theil  dieser  Hc^. 
Hultate  mit  der  oft  angezogenen  Abhandlung  von  Gauss,  so  kommen  wr  ^ 
auf  einen  Unterschied. 

Die  Durchfuhrung  des  Beobachtungsverfahrens,  welches  hier  a' ^^ 
das  von  Gauss  angewandte  angenommen  worden  ist,  giebt  in  BezuLP 
auf  die  Ausgleichung  auf  den  Stationen  für  die  Summe  der  Fehlerqo»  m 
drate  einen  von  der  Null  verschiedenen  Werth,  während  Gauss  in  sein»  m 
Abhandlung  dieser  Summe  gar  nicht  erwähnt,    und  sie  folglich  sliL 
schweigend  =  0  gesetzt  hat.    Ks  knüpft  sich  hieran  noch  die  folgenci:::^ 
Folgerung.    Wenn  man  annimmt,  dass  bei  einer  Triangulation  auf  jedc^/' 
Station  dasselbe,  im  Vorhergehenden  ftir  das  Gaussische  Beobachlungs'- 
verfahren  gehaltene,  Verfahren  ausgeführt  worden  ist,  so  bekommt  der 
Divisor  D  des  Ausdrucks  für  den  schliesslichen  mittleren  Fehler  einer 
Richtung  (oder  eines  Winkels),    der   sich  nach  der  Ausgleichung  des 
Netzes  ergiebt.  einen  von  der  Anzahl  der  Bedingungsgleichungen  oder, 
von  {Ah) ,  verschiedenen  Werth. 

Gauss  hat  in  dem  in  seiner  Abhandlung  aus  sc*iner  Gradmessung 
entlehnten  Beispiel  den,  von  den  Ausgleichungen  auf  den  Stationen  her- 
rührenden, hier  für  das  Beispiel  berechneten  Theil  von  W  nicht  in  Be- 
tracht gezogen,  und  D  =  (Ab)  gesetzt.  Die  aus  den  obigen  Betrachtungen 
sich  ergehenden  Gesammtwerthe  von  W  und  D  sind  beide  nothwendig 
grösser  als  die  von  Gauss  angewandten ,  aber  eine  Proportionalität  in 
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den  Vc^rgrösserungen  kann  nuf  keinen  Fall  angenommen  werden,  da  8ie 
vOD  zufälligen  Umständen  abhiingen. 


15. 

Wenden  wir  hierauf  noch  einen  Blick  auf  das  Verfahren  der  Rieh- 
luDgsbeobachtungen.    Auf  allen  Stationen ,  aufweichen  Richtungen  be- 
obachtet werden ,  und  zugleich  in  jedem  Gyrus  alle  Richtungen  beob- 
achtet worden  sind,  wird  W  =  0,  wenn  man  zur  Bestimmung  dieser 
Grösse  die  Resultate  der  Gruppen  von  Gyris  anwende!.   Die  Anwendung 
der  Gruppen  von  Gyris  zu  diesem  Zweck  ist,  wenn  Winkel  beobachtet 
worden  sind,  der  Anwendung  der  Endresultate  der  Winkelbeobachtun- 
t^en  völlig  analog.   Wenn  auf  allen  Stationen  Richtungen  auf  solche  Art, 
wie  eben  verlangt  wurde,  beobachtet  worden  sind,  dann  wird  am  Ende 
der  Ausgleichungsrechnungen  D  =  (Ab). 

Wenn  nur  die  eigentlichen  Dr(»ieckswinkel  beobachtet  worden  sind, 
und  man  etwa  vorhandene  locale  Bedingungsgleichungan  mit  den  übri- 
gen Bedingungsgleichungen  zugleich  behandelt,  dann  finden  die  beiden 
eben  erklärten  Gleichungen  wieder  statt.  Es  werden  nemlich  für  die 
Stationen  wieder  W  =  0 ,  und  für  die  schliessliche  Berechnung  des 
•  mittleren  Fehlers  wird  wieder  D  ==  {Ah).  In  Bezug  auf  das  in  der  Gaussi- 
schen Abhandlung  aus  den  Krayenhofschen  Dreiecken  entlehnte  Beispiel 
stimmt  daher  die  Berechnung  des  mittleren  Fehlers  mit  den  vorstehen- 
den Auseinandersetzungen  überein ,  aber  in  Bezug  auf  das  aus  eigenen 
Beobachtungen  entlehnte  Beispiel  ist  dieses  nicht  der  Fall. 


16. 

Es  bildet  sich  von*  selbst  in  Folge  der  vorstehenden  Betrachtungen 
rf'c  Schlussfrage:  Warum  hat  Gauss  die  im  vorvor.  Art.  erkUtrien  Um- 
stände, die  unzweifelhaft  vorhanden  sind ,  nicht  berücksichtigt?    Eine 
unmittelbare  Antwort  auf  diese  Frage  können  wir  nicht  mehr  erhalten, 
(faGauss  nicht  mehr  unter  den  Lebenden  weilt.  Eine  mittelbare  Antwort 
von  ihm  selbst  wlire  durch  seinen  litterarischen  Nachlass  vielleicht  zu 
erbalten,  doch  kann   ich  jetzt  nicht  wissen,  ob  dieses  der  Fall  sein 
wird.   Sollte  eine  Auf1d{lrung  von  Gauss  selb  t  nicht  aufgefunden  wer- 
den können,  so  bleibt  uns  nur  übrig  zu  vermuthen,    dass  entweder  das 
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oben  erklärte  Beobachtungsverrahren  doch  nicht  ganz  mit  dem  Gaussi- 
schen übereinstimmt,  oder  dass  er  die  in  Rede  stehenden  Umstände 
übersehen  hat.  Wenn  die  letztere  Yermulhung  richtig  sein  sollte,  so 
wäre  sie  in  Bezug  auf  Gauss  ein  äusserst  vereinzelt  dastehender 
Fall.  Es  ist  jedenfalls  sehr  zu  bedauern,  dass  Gauss  sein  Beobach- 
tungsverfahren nicht  veröffentlicht  hat. 


Druckfehler. 

S.     69  Z.  5  V.  u.  statt:  wahren  dieser;  lies:   wahren  Werth  dieser. 
S.  I48-5--      -       Arten  überein ;     *      Arten  erhaltenen  öberein. 
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Im  Art.  132  der  den  Schriften  der  Königl.  S.  Gesellschaft  der  Wis- 
seoscbaften  in  Leipzig  einverleibten,  und  den  Titel  »Von  der  Methode 
der  kleinsten  Quadrate  im  Allgemeinen,  und  in  ihrer  Anwendung  auf 
die  Geodäsie«  ftlhrenden  Abhandlung  habe  ich  darauf  aufmerksam 
gemacht,  dass  man  die  Ausgleichung  sehr  grosser  Dreiecksnetze,  die 
theoretisch  zwar  als  ein  untheilbares  Ganzes  betrachtet  werden  muss, 
nicht  praktisch  ausftlhren  kann,  ohne  sie  in  mehrere  Abtheilungen  zu 
zerlegen.  Die  Ui*sache  davon  ist  die,  dass  die  Arbeit,  die  sie  sonst  ver- 
ursachen würde,  eine  solche  Ausdehnung  annimmt,  dass  sie  nicht  zu 
bewältigen  ist.  Die  Abschnitte,  die  man  deshalb  einzuftlhren  sich  genö- 
thigt  sieht,  werden  zweckmässig  dorthin  verlegt,  wo  neue  Grundlinien 
eintreten,  jedoch  können  sie  auch  an  gewisse  andere  Stelleu  des  Drei- 
ccksnetzes  verlegt  werden,  und  namentlich  dahin,  wo  einige  einzelne, 
an  einander  gereihte  Dreiecke  vorkommen,  welches  in  grossen  Dreiecks- 
ketten immer  vorkommen  wird,  da  nie  allenthalben  die  Einmessung  von 
Diagonalen  praktisch  ausführbar  sein  wird.  Alle  grossen  Dreiecksnetze 
geben  Beispiele  von  solchen,  darin  vorkommenden  Stellen.  Diese  schei- 
den aber  gemeiniglich  die  Verbesserungen,  die  aus  dem  Ausgleichungs- 
verfahren hervor  gehen,  so  von  einander  ab,  dass  die  der  vorhergehen- 
den Riebtangen  von  denen  der  nachfolgenden,  und  umgekehrt,  nur 
wenig  beeinflusst  werden.  Die  Einleguog  eines  Abschnittes  an  solche 
Stellen  kann  die  Verbesserungen,  die  das  Ausgleichungsverfahren  im 
gegentheiligen  Falle  geben  würde,  nur  sehr  wenig  ändern. 

In  den  meisten,  und  wohl  in  allen  Fällen,  wo  ein  Abschnitt  ein- 
geführt wird,  tritt  der  Umstand  ein,  dass  an  den  Anschlusspunkten  Ein 
oder  mehrere  Winkel ,  deren  ausgeglichene  Werthe  durch  die  Ausglei- 
chung des  vorhergehenden  Abschnittes  schon   ihre  wahrscheinlichsten 
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Werthe  gevvorden  sind,  im  neuen  Ahscimitte  unverändert  beibehaller 
werden  müssen,  da  eine  Aenderung  derselben  bewirken  würde,  das« 
Bedingungsgloichungen,  die  schon  durch  die  Ausgleichung  dos  vorher- 
gehenden Ahschni(t(^s  erfüllt  worden  sind,  nunmehr  nicht  erftillt  würen, 
und  das  ganze  Dreiecksnelz  unzusammenhängend  würde. 

Es  entsieht  daher  die  Aufgabe,  den  neuen  Abschnitt  so  auszuglei- 
chen, dass  diese  Winkel  unverändert  aus  der  Ausgleichung  dessellicn 
hervor  gehen,  und  diese  ist  die  erste  Aufgabe,  die  in  dieser  Abhandlung 
gelöst  wird.    Die  Auflösung,  die  ich  gefunden  habe,  ist  so  einfach,  (hss 
sie  mit  wenigen  Worten  beschrieben  werden  kann. 

Die  Auflösung  der  allgemeinen  Aufgabe  der  Ausgleichang  eines 
Drciecksnelzes,  die  ich  in  der  oben  angezogenen  Abhandlung  gegel)en 
habe,  erleidet  die  folgenden  drei  einfachen  Abänderungen : 

1)  Die  vorläufigen  Werlhe  der  beiden  Richtungen,  die  den  gege- 
benen Winkel  einschliessen,  oder  die  Schenkel  desselben  bilden,  be- 
stiumie  man  so,  dass  ihr  Unterschied  diesem  Winkel  gleich  wird. 

2)  Die  Slationsgleichungen  berechne  man  so,  als  wenn  kein  Win- 
kel im  Voraus  gegeben  wäre,  aber  vor  ihrer  Auflösung  addire  man  die-  \ 
jenigen  derselben,  die  den  eben  genannten  Richtungen  zukommen,  und   ; 
setze  die  Verbesserungen  dieser  Richtungen  einander  gleich.    Auf  die 
so  sich  ergebenden  Gleichungen  ist  das  bekannte  Auflösungsverfahreo. 
anzuwenden. 

3)  Im  zweiten  Theile  des  Ausgleichungsv»?rfahrens  addire  man  vor 
der  Anwendung  der  Bedingungsgleichungen  diejenigen  Coefßcientea 
derselben,  die  den  oben  bezeichneten  Richtungen  angehören,  und  hierauf 
wende  man  das  genannte,  allgemeine  Verfahren  an. 

Weiler  hat  man  sich  um  den  im  Voraus  gegebenen  Winkel  nicbi 
zu  bekümmern.  Die  Berechnung  der  Summe  der  mit  ihren  Gewichten 
multiplicirten  Quadrate  der  übrig  bleibenden  Fehler,  so  wie  die  der 
Gewichte  bleibt,  mit  Vorbehalt  der  angeführten  Additionen,  dieselbe  wi^ 
immer.  Die  Ausdehnung  der  Auflösung  auf  den  Fall,  dass  mehr  wie. 
Ein  Winkel  gegeben  ist,  ergiebt  sich  aus  den  vorstehenden  Regeln  von 
selbst. 

Die  erste  der  vorstehenden  drei  Regeln  kommt  schon  im  ersten 
Anfang  der  Rechnung  in  Betracht,  und  bedingt  die  Werlhe  der  in  den 
Siationstäfelchen  enthaltenen  Glieder.  Nun  kann  sich  aber  ereignen, 
dass  die  Stationsläfelchen  schon  berechnet  worden  sind,  ehe  man  den 
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unverändert  beizubehaltenden  Winkel  kannte,  und  es  scheint  daher,  dass 
in  diesem  Falle  die  Stationstäfelchen   von   Neuem   berechnet  weiden 
niUssten.    Dass  dieses  nicht   nothwendii;  ist,   zeii!:t  i\vv  fernere  Inhalt 
dieser  Abhandlung.    Ich  gebe  zwei  Verfahren  für  diesen  rall,   deren 
crslei-es  darin  besieht,  die  schon  vorhandenen  Slationstäfolchen  so  zu 
berichtigen,  dass  sie  der  ersten  Regel  entsprechen,  welches  durch  eine 
geringe  Arbeit  geschehen  kann.    Das  zweite  Verfahren  ist  so  eingerich- 
tet, dass  es  die  vorhandenen  Stationstäfelchen  so  lässt  wie  sie  sind,  und 
[   stattdessen  die  Veränderungen  giebt,  die  die  obigen  Regeln  erleiden; 
Verandeningen,  die  in  einigen  kleinen  Zusätzen  bestehen,  deren  Bc- 
schafTcnheit  man  in  der  Abhandlung  nachsehen  kann. 

Zur  weiteren  Erläuterung  der  entwickelten  Verfahrungsarten  be- 
rechne ich  ein  Beispiel,  welches  theils  einer  vorhandenen  Vermessung 
entnommen,  theils,  um  die  Umstände  worauf  es  hier  ankommt  mehr 
hervor  Irelen  zu  lassen,  tingirt  ist.  Ich  führe  dieses  Beispiel  auf  meh- 
rere Arten  durch,  um  die  Uebereinstimmung  der  Resullate,  die  jedes  der 
angewandten  Verfahren  giebl,  zu  zeigen.  Um  die  hier  entwickelte  Auf- 
lösung auch  auf  einen  Fall  anzuwenden,  der  in  der  Praxis  schon  vor- 
gekommen ist,  berechne  ich  auch  ein  aus  der  Preuss.  Ktistenvermessung 
i  entnommenes  Beispiel,  da  der  hier  behandelte  Fall  in  dieser  Vermessung 
;  mehrmals  in  Anwendung  gebrnchl  worden  ist.  In  diesem  Beispiel  habe 
ich  keine  Uebereinstimmung,  sondern  vielmehr  bedeutende  Unterschiede 
gefunden;  Unterschiede,  die  in  den  Winkeln  auf  fast  0''7  gehen,  und  eine 
volle  Secnnde  erreicht  hatten,  wenn  nicht  zufällig  ein  günstiger  Um- 
stand vorhanden  wäre.  Auch  die  Summe  der  Fehlerquadrate  finde  ich 
wesentlich  grösser  wie  die,  die  aus  dem  hier  entwickelten  Verfahren 
hervorgeht.  Ich  habe  keine  Krklärung  dieser  grossen  Unterschiede  liin- 
zogefllgt,  da  jeder  selbst  die  richtige  wird  linden  können. 

Das  Verfahren,  welches  ich  in  dieser  Abhandlung  zur  Lösung  der 

vorhcnannten  Aufgabe  angewandt  habe,    und  darin  besteht,  duss  die 

f    besonderen   Bedingungsgleichungen ,   die    durch  im    Voraus  gegebene 

Werthe  gewisser  Winkel  entstehen,  dem  ersten  Theile  der  Auflösung, 

«las  heissl  den  Au.sgleichungen  auf  den  Stationen  einverleibt  werden,  ist 

einer  allgemeinen  x\nwendung  föhig,  und  kann  strenge  genommen  auf 

alle  vorhandenen  Bedingung>gleichungen  angewandt  werden.    In  dieser 

Ausdehnung  angewandt  würde  es  indess  keinen  Vortheil  gewähren,  aber 

wenn  man  es  auf  eine  Anzahl  der  vorhandenen  Bedingungsgleichungen, 
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namentlich  auf  eine  Anzahl  der  vorhandenen  Winkelgleichungen  anwen- 
det, so  kann  man  allerdings  die  ganze  Arbeit,  die  das  Ausgleichungs- 
verfahren erfordert,  wesentlich  abkürzen.  Ich  habe  daher  auch  den  Fall 
entwickelt,  wo  man  eine  der  Winkelgleichungen  den  Ausgleichungen 
auf  den  Stationen  einverleiben  will,  und  aus  dieser  Entwickelung  folgt 
ohne  Weiteres,  wie  zu  verfahren  ist,  wenn  man  diese  Einverleibung  auf 
mehrere  Winkelgleichungen  ausdehnet.  Es  entsieht  hieraus  ein  neues, 
verändertes  Verfahren  für  die  Ausgleichung  eines  Dreiecksnelzes,  dessen 
Anwendung  aber  Umsicht  und  genaue  Untersuchung  des  Falles  voraus- 
setzt, auf  welchen  man  es  anwenden  will.  Stellt  man  im  Voraus  eine 
solche  Untersuchung  des  spociellen  Falles  an,  so  kann  man  durch  An- 
wendung dieses  Verfahrens  sich  die  ganze  Arbeit,  die  das  Ausglei- 
chungsverfahren verlangt,  wesentlich  abkürzen,  aber  auch  durch  Unte^ 
lassung  dieser  Untersuchung  in  grössere  Weitläuftigkeiten  gerathen.  Die 
Untersuchung  ist  dahin  zu  richten,  ob  die  VergrOsserung  der  Arbeit  der 
Auflösung  der  Stationsgleichungen  durch  die  Verminderung  der  Arbeit 
der  Auflösung  der  Endgleichungen  aufgewogen  wird,  oder  nicht.  Wenn 
jene  Vergrösserung  für  beträchtlicher  zu  halten  ist,  wie  diese  Vermin- 
derung, so  ist  die  Anwendung  des  in  Rede  stehenden  Verfahrens  nicht 
angemessen,  wenn  aber  das  Gegentheil  sich  herausstellt,  dann  ist  die 
Anwendung  desselben  mit  Vortheil  und  Zeitersparniss  verknüpft. 

Als  Maassstab  für  die  Arbeit,  die  die  Auflösung  leines  Systems  von 
linearischen  Gleichungen  von  der  BeschafTenheit,  die  dasselbe  hier  immer 
hat,  verursacht,  ist  zu  bemerken,  dass  diese  Arbeit  nahe  im  Verhältniss 
des  Cubus  der  Anzahl  der  Unbekannten   wächst,  wenn  diese  AnzaVA 
überhaupt  gross  ist,  und  keine,  oder  nur  wenige,  CoefTicienten  Null  sin  ^ 
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1. 

Belrachlen  wir  zuerst  die  Fälle,  dass  bei  der  Ausgleichung  eines 
Dreiecksnetzes  gewisse,  durch  vorangegangene  Vermessungen  bestimmte 
Winkel  unverändert  beibehalten  werden  sollen,  so  liegt  auf  der  Hand, 
dass  diese  Bedingung  ihre  strenge  Berücksichtigung  dadurch  findet,  dass 
man  die  Bedingungsgleichungen,  die  diese  unverändert  beizubehalten- 
den Winkel  geben,  aufstellt,  sie  den  übrigen  ßcdingungsgleichungen, 
die  das  Dreiecksnetz  darbietet,  anreiht,  und  darauf  das  allgemeine  Yer- 
fehren  anwendet.  Diese  Bedingungsgleichungen  haben  die  einfachste 
Form,  die  vorkommen  kann,  denn  bezeichnet  man  die  Richtungen,  die 
diese  Winkel  einschliessen,  oder  deren  Schenkel  sie  sind,  mit  3^^\  af^\ 
s^,^*\  etc.  und  die  Werthe  der  Winkel,  die  unverändert  beibehalten 
werden  sollen,  mit  A''^  A*"'",  etc.  so  werden 

a;^**)  _  ix^9)  ^  J^P^9 

/p<*'>  —  a^*^  ^  A*"'* 
etc. 
die  Gleichungen,  die  den  Winkel-  und  Seitengleichungen  des  Dreiecks- 
netzes anzureihen,  und  in  das  allgemeine  Ausgleichungsverfahren  einzu- 
schliessen  sind. 

2. 

Wenn  hiemit  alles  erschöpft  wäre,  was  sich  über  den  gegenwär- 
tigen Fall  sagen  lässt,  so  hätte  ich  diesen  gar  nicht  in  Bede  zu  ziehen 
brauchen,  denn  das  Vorhergehende  versteht  sich  von  selbst,  und  be- 
dingt gar  keine  Abänderung  des  allgemeinen  Verfahrens.    Aber  es  lässt 
sich  noch  Wesentliches  darüber  sagen.    Die  eben  beschriebenen,  hinzu- 
kommenden ßedingungsgleichungen   vergrössern  die  Anzahl  der  End- 
gleichungen,   die  in  ihrer  Gesammtheit  das  System    der  schliesslich 
aufzulösenden  Gleichungen  bilden,  und  wenn  die  übrigen  Bedingungs- 
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gleichungen  für  sich  schon  in  grosser  Anzahl  vorhanden  sind,  so  können 
die  obigen  Gleichungen,  selbst  wenn  nur  Eine  derselben  vorbanden 
wäre,  schon  die  Arbeit,  die  die  Auflösung  der  Endgleichungen  verur- 
sacht, belrächtlich  vermehren.  Es  wird  daher  von  Nutzen  sein  ein  Ver- 
fahren zu  besitzen,  durch  welches  man  diese  Bedingungsgleicliungen 
berücksichtigen  kann,  ohne  die  Zahl  der  Endgleichungen  zu  vergrössem. 
Es  wird  um  so  mehr  die  Kenntniss*eines  richtigen  Verfahrens  zu  diesen; 
Zwock  ein  Erforderniss  der  Gegenwart  sein,  da  ein  vor  zwanzig  Jahrei 
veröffentlichtes  Verfahren  durchaus  unrichtig  ist. 

Ich  habe  bereits  im  IX.  Bande  der  Astr.  Nachr.  gezeigt,  wie  mar 
die  Bedingungsglcichungcn  mit  den  Stationsgleichungen  verflechten  kann 
und  dieses  Verfahren  in  ausgedehnterer  Weise  auch  in  der  Abhandlung 
»Von  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  u.s.w.«  angegeben.  In  diesei 
Abhandlung  habe  ich  unter  andern  auch  gezeigt,  wie  man  die  »localen« 
Bedingungsgleichungen  den  Stationsgleichungen  einverleiben  kann,  ohne 
die  allgemeine  Auflösung  zu  ändern,  und  werde  hier  in  Bezug  auf  die 
oben  bezeichneten  Gleichungen  ein  ähnliches  Verfahren  entwickeln.  Diese 
letztgenannten  Gleichungen  kann  man  zwar  auch  locale  Bedingungsglei- 
chungen nennen,  aber  das  Verfahren,  welches  sie  erfordern,  fällt  etwaf 
anders  aus  als  das  für  die  in  der  Abhandlung  eben  so  genannten  Glei- 
chungen anzuwendende.  Ich  werde  mich  in  den  Entwickelungen  fün 
Erste  an  die  Gleichungen  halten,  die  die  im  Art.  1  angegebene  Forn 
haben,  und  erst  darauf  zeigen,  wie  sie  auch  auf  die  Gleichungen  an- 
gewandt werden  können,  die  das  Dreiocksnotz  als  solches  liefert. 

3. 

Zur  vollständigen  Begründung  der  folgenden  Auflösung  unserei 
Aufgabe  bringe  ich  in  Erinnerung ,  dass  in  dem  Falle,  wo,  wie  hier,  die 
Veränderlichen  nicht  von  einander  unabhängig  sind,  die  Theorie  dei 
Maxima  und  Minima  drei  verschiedene  Verfahrungsarlen  beweist,  deren 
jedes  man  nach  Belieben,  oder  nach  Massgabe  der  Umstände,  anwen- 
den kann. 

Man  kann  erstens  im  Voraus  durch  die  zwischen  den  Veränder- 
lichen statt  findenden  Bedingungsgleichungen  so  viele  Veränderlicht 
eliminiren,  wie  Bedingungsgleichungen  vorhanden  sind,  und  da  hieran 
die  noch  vorhandenen  Verändcjrlichen  von  einander  untd)hängig  sind 
so  kann  man  auf  diese  die  Theorie  der  Maxima  und  Minima  anwenden 
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die  überhaupt  für  unabhängige  VcrSlnderliche  statt  findet.  Nachdem  hie- 
mit  die  Werlhe  der  unabhängigen  Veränderlichen  ermittelt  worden  sind, 
erhält  man  die  der  abhängigen  durch  die  Substitution  jener  in  die  Be- 
dingangsgleich  ungen . 

Zweitens  kann  man  die  Function,  die  ein  Maximum  oder  Minimum 
werden  soll,  zuerst  so  behandeln,  als  wäre  die  Abhängigkeil  verschie- 
dener Veränderlichen  von  einander  nicht  vorhanden.  Man  darf  das  voll- 
ständige Differential  derselben  bilden  und  gleich  Null  setzen.  Aber  man 
darf  jetzt  nicht  wie  im  ersten  Falle  dieses  Dilferenlial  in  so  viele  Glei- 
chungen zerlegen,  wie  Differentiale  darin  vorkommen,  sondern  muss 
durch  die  Differentiale  der  Bedingungsgleichungen  so  viele  Differentiale 
eliminiren,  wie  Bedingungsgleichungen  vorhanden  sind.  Erst  nachdem 
dieses  geschehen  ist,  darf  der  Coeflicient  eines  jeden  der  noch  vorhan- 
denen Differentiale  gleich  Null  gesetzt  werden,  und  aus  den  so  entstan- 
denen Gleichungen  kann  man  auch  die  abhängigen  Veränderlichen  selbst 
durch  die  Bedingungsgleichungen  eliminiren. 

Endlich  drittens  ist  auch  folgendes  Verfahren  zulässig.  Zur  ur- 
sprünglichen, unveränderten  Function  die  ein  Maximum  oder  Minimum 
werden  soll,  addire  man  die  Bedingungsgleichungen,  nachdem  jede  der- 
selben mit  einem  unbestinmiten  Factor  multiplicirl  worden  ist.  Die  so 
gehildete  Function  differentiire  man  vollständige  und  setze  ohne  Weiteres 
den  Coeflicienten  eines  jeden,  der  darin  vorkonmienden  Differentiale, 
gleich  Null. 

Ich  ftlge  diesem  hinzu,  dass  in  der  Theorie  der  Maxima  und  Mini- 
ma, ausser  diesen  drei  Verfahrungsarten,  keine  anderen  vorhanden  sind, 
und  daher  von  den  obigen  Regeln  nie  ahgewichen  werden  darf. 

Dagegen  ist  man  in  einer  und  derselben  Aufgabe  nicht  an  Eine 
dieser  Verfahrungsarten  gebunden,  sondern  kann  sie  alle  drei,  wenn 
man  es  für  angemessen  erachtet,  uulerniischt  anwenden,  sich  also  in 
Bezug  auf  einige  der  vorhandenen  Bedingungsgleichungen  des  einen, 
und  in  Bezug  auf  andere  des  andern  oder  dritten  derselben  bedienen. 

4. 

Ich  werde  im  Folgenden  in  Bezug  auf  die  Bedingungsgleichungen, 

die  das  Dreiecksnetz  darbietet,  das  dritte  Verfahrc^n  des  vor.  Art.,  wie 

fnih(T  geschehen  ist,  anwenden,  aber  in  Bezug  auf  die  Bedingungsglei- 

chungeD,  die  im  Art.  1  aufgestellt  wurden,  und  hier  zuerst  abgehandelt 
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werden  sollen,  mich  des  zweiten  Verfahrens  bedienen.  Die  Bezeich- 
nungen, die  ich  anwenden  werde,  sollen  dieselben  sein  wie  in  der  obeo 
angezogenen  Abhandlung,  und  in  dem  Aufsatze,  welcher  kürzlich  unter 
der  Ueberschrift  »Kurz  gefasste,  rationelle  Ableitung  u.  s.  w.«  den  Be- 
richten d.  Königl.  S.  Gesellschaft  d.  W.  einverleibt  worden  ist;  den  Gan^ 
der  Ent Wickelungen  werde  ich  auf  ähnliche  Weise  fortführen,  wie  der 
Es  soll  daher  auch  hier  angenommen  werden,  dass  Richtung^ 
beobachtet  worden  sind,  da,  zufolge  der  angezogenen  Abhandlung,  d 
Fall  in  welchem  Winkel  beobachtet  worden  sind ,  auf  diesen  zurtt< 
geführt  werden  kann.  Die  wahrscheinlichsten  Werthe  der  Richtung 
seien  x,  x\  x\  etc.,  während  die  Beobachtungen  dafür  bezUgl. 

1,1,1,  etc. 
/',  /',/',  etc. 
/",  /",  /",  etc. 
etc. 
gegeben  haben,  und  diesen  Bestimmungen  an  sich  (den  nackten  Beobac 
tungen)  sollen  bez.  die  Gewichte 

p,  p^,  p^,,  etc. 
P  »  Pi'*  Pj^  etc. 

HU  U  t 

p,  p^,  P„  1  etc. 

etc. 

zukommen.    Die  wahrscheinlichsten  Verbesserungen  der  Anfangspunkt 

der  verschiedenen  Gyri,  oder  Gruppen  von  Gyris,  sollen  mit  u^  m^,  u^ 

etc.  bezeichnet  werden. 


5. 


In  der  Voraussetzung  nun,  dass  keine  Beobachtungsfehler  vorge^^ 
kommen  sind,  erhält  man  aus  den  Beobachtungen  der  verschiedenere^ 
Gyri,  oder  Gruppen  von  Gyris,  die  folgenden  Gleichungen, 

x  +  u=l,  x  +  u=:l\  x"+u=^l\  etc. 

x  +  u=sl,  x+n=^l\  x"+u  =^l'\  etc. 

x  +  u=l,  x  +  ii=^I\  x"+u^l'\  etc. 


//  //  //  //  '  II  n 

etc.  etc. 


Ich  bemerke  hiezu,  erstens  dass  die  x,  x\  x\  etc.  nicht  die  voll- 
ständigen Werthe  der  Richtungen,  und  die  /,  /',  etc.  / ,  //,  etc.  etc.  nicht 
die  vollständigen  Werthe  der  Beobachtungen  zu  bedeuten  brauchen, 
sondern  dass  man  von  jedem  /,  welches  einer  und  derselben  Richtung 
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angehört,  einen  beliebigen  unveränderlichen ,  genäherten  Werth  dieser 
\ctzteren  im  Voraus  abziehen  darf.    Es  werden  hierauf  die  x  nicht  die 
wahrschein h'ch Sien  Werihe  der  Richtungen  selbst,   sondern  die  wahr- 
scheinlichsten Verbesserungen  der  vorläufig  angenommenen  Werthe  der- 
selben sein. 

Zweitens  bemerke  ich,  dass  man  von  allen  /,  die  zu  einem  imd 
demselben  Gyrus.  oder  einer  und  derselben  Gruppe  von  Gyris  gehören, 
eine  beliebige  Grösse  abziehen,  oder  eine  solche  zu  denselben  addircn 
darf. 

Durch  zweckmässige  Benutzung  dieser  beiden  Bemerkungen  kann 
man  immer  bewirken,  dass  in  den  obigen  Gleichungen  alle  /  kloine 
Grössen  werden,  deren  Werthe  eine  kleine  Anzahl  von  Secunden  nicht 
übersteigen,  und  die  Folge  davon  wird  sein,  dass  auch  alle  x  und  u 
solche  kleine  Grössen  sein  werden. 

Die  Bedingungsgleichungen,  die  das  Dreiecksnetz  darbietet,  sollen 
wieder  die  folgenden  sein, 

rx  +  rx  +  rx  +  ...+g  =  0 

Äa;  +  sa?  +  sar  +  ...+A:=0 

etc. 
aufweiche  die  obige  Bemerkung  in  Bezug  auf  die  x  auch  anzuwenden 
ist.  Es  bedeuten  demzufolge  die  Coefßcienlen  der  Unbekannten  in  die- 
sen Gleichungen  die  Differentialquotienten  der  ursprünglichen  Gleichun- 
gen in  Bezug  auf  ^,  x\  x\  etc..  und  die  /!  /;,  A,  etc.  sind  die  Werihe  die 
rfie  ursprünglichen  Gleichungen  annehmen,  nachdem  die  angenommenen, 
vorläufigen  Werthe  der  Richtungen  darin  subsliluirt  worden  sind. 

6. 

Da  nun  der  stets  vorhandenen  Beobachtungsfehler  wegen  die  erste 
Gruppe  der  im  vor.  Art.  erhaltenen  Gleichungen  nie  erftlllt  sein  werden, 
so  raiiss  den  Grundsätzen  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  zufolge  ihre 
Bestimmung  so  getroffen  werden,  dass  die  Summe  der  mit  ihren  bez. 
Gewichten  multiplicirten  Quadrate  der  übrig  bleibenden  Fehler  ein  Mini- 
mum werde.    Hiebei  müssen  aber  zugleich  die  im  vor.  Art.  aufgeslell- 
Cen  Bedingungsgleichungen  strenge  erfüllt  werden,   da  sie  mathema- 
tische Relationen  sind,  ohne  deren  Erfüllung  kein  zusammen  hängendes 
Dreiecksnetz  möglich  ist.    Bei  der  Anwendung  des  dritten  Verfahrens 
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des  Art.  3  ist  es  also  die  folgende  Function,  die  ein  Minimum  wer- 
den muss. 

Min.=p(x  +  a—/)»+p'(x'+M— /')«+/ (a;"+tt—'r)»  +  elc. 

+p  (x  +  u—l)^+p  '(x'+u  —ly+p  "(x'+u  _/")2  +  elc. 

+  elc. 

+  2(7)   {qx  +  gV+  7 V+  ...+/*) 

+  2(77)  (ri*  +  rV+  rV+ . . .  +  jf) 

+  2(/77)  {^x  +  6'V+  äV+  . . .  +  A) 

+  elc. 
wo  (7),  (77),  (7/7),  elc.  imbesliminle  Facloren  sind.  Das  Minimum  dieser 
Function  erhält  man  dadurch,  dass  man  das  vollständige  DiiTerential  der- 
selben gleich  Null  SQtzt.  Auch  ist  zu  erwähnen,  dass  man  sich  unter 
dem  ersten  Thcil  dieser  Function  nicht  blos  die  Beobachtungen  denken 
darf,  die  eine  einzige  Station  gegeben  hat,  sondern  dass  darunter  der 
InhogrifT  aller  Beobachtungen  verstanden  werden  muss,  die  das  ganze 
Dreiecksnetz  G;elieferl  hat. 

7. 

Bevor  ich  die  Diflbrentialion  der  Function  des  vor.  Art.  vornehme, 
bemerke  ich  dass  unter  andern  dadurch  die  folgenden  Summen  sich  zei- 
gen werden, 

(/w)  =  ^d  +  i)i'  +  ^/7 

(/,/ j  =  fi^  +  y>;/;  -H  ;>;/; 

[lu  )  =  1)  /  +  w  7  '+  ;>  "l ' 

II'  In»  I   N    II  M  II     II 

elc. 
von  wolci)en  ich  in  der  angezogenen  Abhandlung  gezeigt  habe,   dass 
man  j(»(I(?  (h^rselben  iuuner  gleich  Null  machen  kann,  wodurch  sich  die 
Auflösuni?  unserer  Aufgabe  vei'einfachL 

Der  zweiten  Bcmeikung  des  Art.  o  zufolge  darf  man  statt  der  vor- 
stehenden Ausdrücke  setzen, 

(/m)  =    p(/  —  m)  +  |/(/' — m)  +  //'(/" — m)   -h  .  .  . 

elc. 
wo  m,  m  ,  m  ,  elc    durchaus  willkührliche  Zahlen  sind.    Bestimmt  man 
aber  diese  so,  dass 


^■^  .  •  . 

III        -  U  I  II 


1 1  f    .       ^    "  I  "    , 

^^^      ... 


13] 
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m 
m 


=  "-  / 


m  = 


n 


•    ff 


/' 

-'''  i:  • 
p.    ' 

p~  " 


jf 


p 


•  •  • 


r 


1/ 


worden,  naehden) 


/»  =  ;, 
/>  =  « 


// 


•        •       • 


■7^,+;^,+  •  •  • 

etc. 
gesetzt  worden  sind,  so  werden 

(/n)  =  0  ,  {lu)  =  0  ,  {lu^)  =  0  ,  elc. 

Wenn,  wie  gewöhnlich  der  Fall  ist,  die  Gevvichle  aller  Beobach- 
tungen eines  jeden  Gyrus,  oder  jedcM*  Gruppe  von  Gyris,  einantlor  haben 
gteich  gesetzt  werden  können,  dann  wird  jedes  m  gleich  dein  arilhmc- 
'ischen  Mittel  aus  allen  /  des  belreffcnden  Gyrus,  oder  der  bcircflenden 
Gruppe  von  Gyris,  und  ist  daher  sehr  Icichl  zu  berechnen. 


8. 

Nehmen  wir  jetzt  das   vollständige  Differential  der  Function   ilot^ 
Art.  6,  so  erhalten  wir 


0  =  \px 
-h  etc. 


I  / 


px 
p'x 


II    II 


I      I 


I      I 


p  X 

p'x 


U        II 


II      II 


Pu\dH 
Pu  Idu 

ff)  H 


\Qx  +pu  +pu  +/V'.  -»-..- (^  +(')«/  +(//)»•  +  (///,«  • 
lOV  +/»'«  +pu,  +  p'u^+ . .-  {Ix')  +  {I)q  +  (//)r'+  (///)*■' . 
\Q'y+pu  +;,>,+p'X+ .  ._(te")  +  {I)g"+  (//K+  (///)/. 
etc. 


Jx 
(Ix 
(Ix" 


wo  die  P,  P  ,  P  ,  etc.  dieselben  sind  wie  im  vor.  Art.  und  ausserdem 

Q  =  P  +  P,-^  P..  +  •  •  • 

Oll         II        II  _      II 
=  ?'  +  ;>,+  p  «H 


•  •  . 


etc. 
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(Ix)   =  p  {l  —  m)+  p,  {l,  -m,)+  p„  (l  — »»J  +  •  .  . 
{Ix')  =  p'  (/'- .«)  +  p,  (/' - 1»,)  +  p',,  {/'„-  mj  +  .  .  . 

{Ix")  =  p'(r-m)+  p",(r-i»,)+  p';(r,-mj+  . . . 

etc. 
gesetzt  worden  sind. 

Da  hier,  wie  oben  bemerkt  worden  ist,  unler  x,  x\  x\  etc.  kleine 
Grössen  verstanden  werden,  die  den  vorläufig  angenommenen  Werthen 
der  Richtungen  hinzugefügt,  diese  in  die  wahrscheinlichsten  Werlhe  ver- 
wandeln, und  jene  in  der  angezogenen  Abhandlung  mit 

A ,  .A  ,  .A  ,  eic* 
bezeichnet  worden  sind,  so  werden  die  wahrscheinlichsten  Werlhe  der 
Richtungen 

X  -H  a?  ,    -X'+  j?',    X'-H  x\  etc. 

nachdem  die  Werthe  der  x,  x\  x\  etc.  aus  der  vorsiehenden  Gleichung 
in  Verbindung  mit  allen  vorhandenen,  von  einander  unabhängigen,  Be- 
dingungsgleichungen ermiltelt  worden  sind. 

9. 

Wenn  wir  nun  unter  den  Bedingungsgleichungen  des  Art.  5,  die 
in  die  Minimalgleichung  des  vor.  Art.  aufgenommen  worden  sind,  nicht 
blos  diejenigen,  welche  das  Dreiecksnetz  darbietet,  sondern  auch  die  im 
Art.  1  aufgestellten  verstehen  wollten,  so  müsslen  wir  in  der  Minimal- 
gleichung den  Coefficienten  eines  jeden  der  darin  vorkommenden  Diffe- 
rentiale für  sich  gleich  Null  setzen,  und  würden  damit  auf  das  Verfahren 
hingeführt  werden,  welches  im  Art.  1  angedeutet,  und  als  selbstver- 
ständlich bezeichnet  worden  ist.  Aber  es  sollen  von  den  im  Art.  5  auf- 
gestellten Bedingungsgleichungen  die  des  Art.  1  ausgeschlossen  werden, 
welche  daher  auf  andere  Weise  zu  berücksichtigen  sind.  Zur  Berück- 
sichtigung dieser  werde  ich,  wie  angeführt,  das  zweite  Verfahren  des 
Art.  3  anwenden. 

Zu  mehrerer  Einfachheit,  und  weil  hieraus  die  Behandlung  einer 
beliebigen  Anzahl  solcher  Bedingungsgleichungen  von  selbst  hervor 
geht,  werde  ich  annehmen,  dass  nur  Kin  Winkel  vorhanden  ist,  dereinen 

4 

im  Voraus  bestimmten  Werth  annehmen  soll,  dass  dieser  der  Winkel 
zwischen  den  Richtungen  x  und  x  sei,  und  der  Werth,  den  er  annehmen 
solle,  mit  A  bezeichnet  werde.    Die  Annahme,  dass  der  genannte  Win- 
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kel  der  sei, .  den  die  beiden  ersten  Richtungen  mit  einander  bilden,  ist 
durchaus  nicht  nothwendig,  aber  er  vereinfacht  die  Darstellung;  dieser 
Winkel  kann  zwischen  beliebigen  Richtungen  liegen,  ohne  dass  das 
^esen  der  hier  folgenden  Auflosung  unserer  Aufgabe  dadurch  geän- 
dert wird. 

Die  zu  den  Bedingungsgleichungen  des  Art.  5  hinzukommende  Be- 
diDgoDgsgleichung  ist  also 

X'  +  X  —  X  —  X  =  A 

Es  unterliegen  nun  zwar  die  vorläufigen  Werthe  der  Richtungen  X,  X', 
X\  etc.  keiner  anderen  Bedingung,  als  dass  sie  den  wahrscheinlichsten 
Wertben  derselben  nahe  kommen  müssen,  aber  unbeschadet  dessen 
können  wir  in  Bezug  auf  X  und  X'  auch  die  Bedingung  aufstellen,  dass 
sie  so  angenommen  werden  sollen,  dass  die  Gleichung 

X-  X  =  A 

stall  findet,  denn  diese  lässt  sich  immer  mit  jener  Bedingung  vereinigen. 
Es  folgen  aber  hieraus  die  einfachen  Gleichungen 

X  :=  X  und  dx  =  dx 

welche  dem  zweiten  Verfahren  des  Art.  3  gemäss  anzuwenden  sind. 


10. 

Eliminirt  man  nun  durch  Hülfe  der  beiden  eben  erhaltenen  Glei- 
chungen X  und  dx  aus  der  Minimalgleichung  des  Art.  8,  und  setzt  dar- 
auf den  Coefficienten  eines  jeden  der  übrigen  Differentiale  fllr  sich  gleich 
Null,  so  bekommt  man  die  folgenden  Gleichungen 

=  [p+p]  x  +  p X  +p  X   +  .  .  .  +jPu 

etc.  etc. 

(0  +  0')«'+  (p+pO  u  +  (p,+p;)tt  +  ;,,(p„+p;)u.+ . . . 
=  [(te)  +  (te')] -(/)(?  +  ?')-(//)  (r  +  r')-(///)  («  +  *')-.- 

(Tx  +/«  +p>,  +;>;«  +  • . .  =  (/^")  -{i)q-  [iiy  -  (///)«"- .  • . 

etc.  etc. 

auf  deren  Auflösung  die  Auflösung  der  gegenwärtigen  Aufgabe  beruht. 
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11. 
Die  Behandlung  der  eben  erhaltenen  Gleichungen  ist  genau  die 
nemliche  wie  die  derjenigen,  auf  welche  man  in  den  Fällen  hingefbhrl 
wird,  in  welchen  die  hier  eingeführte  Bedingungsgleichung  nicht  vor- 
handen ist.  Da  sich  aber  zeigt,  dass  einige  besondere  Relationen  zwi- 
schen diesen  und  jenen  Gleichungen  statt  ßnden,  so  will  ich  die  Auf- 
lösung weiter  durchfuhren.  Die  erste  Abtheilung  der  Gleichungen  des. 
vor.  Art.  giebt 

p-k-p'        ,  p"      «  p'"      w 

u   —  ^      -p     X  —  -p-  X  —  -jj—  a;  —  .  .  . 

u—  p       X  p  X  p    X 

n    —  —   ^"•*"'''"  t'  —  ^""  r"  —  ?^'  x"  — 

etc.  etc. 

aus  welchen  im  gegenwärtigen  Falle  die  w,  w  ,  u^,  etc.   zu  berechnen 
sind,  nachdem  man  die  Werthe  der  x\  x\  x"\  etc.  erhalten  hat. 

In  dem  wohl  immer  vorkommenden  Falle,  dass  man  die  Gewichte 
der  Beobachtungen  eines  jeden  Gyius,  oder  jeder  Gruppe  von  Gyris  ein- 
ander gleich  setzen  darf,  vereinfachen  sich  diese  Gleichungen  und  gehen 
in  die  folgenden  über, 

u   = [2x  +  X  +  X  +  .  .  .) 

M     = (ZX  +  X   +  X    +   .   .   .) 

etc. 
in  welchen  //,  //  ,  /i  ,  etc.  die  Anzahl  der  Richtungen  bedeuten,  div  in 
dem  betreffenden  Gyrus  (oder  der  Gruppe  von  Gyris)  beobachtet  wor- 
den sind,  und  innerhalb  der  Klammern  nur  die  in  der  Thal  in  jedem 
ilieser  Gyri  (oder  Gruppe  von  Gyris)  beobachteten  Richtungen  auf- 
genommen werden  dürfen. 

Eliminirt  man  nun  durch  die  obigen  allgemeinen  Gleichungen  für 
die  M,  u  ,  u  ,  etc.  diese  Grössen  aus  der  zweiten  Abtheilung  der  Glei- 

I  II  ö 

chungen  des  vor.  Art.  so  ergeben  sich 
[ßß].r'H-  [Bcy-\-  [ßrf]/+  . . . 

=  m  +  {y)\  -  (/) {q  +  q)  -  (//) (r  +  »0  -  (///) («  +  «')-••• 

[Bc]x  +  [cc\x-\-  [cil\x-k-  . . .  =  ilx')  -  [I)q—  {Iiy-  (///)«"  —  . . . 

[Bd\x-h  [cd\x"+  [iUi]x"-i-  . . .  =  (//')-  {I)q"'-  {Iiy-  (///)»"'—  . . . 

etc.  etc. 


II 

X    + 

/// 
X 

II 

X  -H 

III 

X 

X   + 

III 
X 

J 


•     «      • 
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WO 

[BB]  =  Q  +  Q'  —  i^i±f ^  _  ^i^'-^P'''^  _  iP^'-^-P'")^ 

[Äc]   = 

[Bd\  s=  _  (p+p')p'"        (P,  +  p'Jp'",         {p..'^p\.)p 

etc. 


{PiP')p"__    (P,+P'Jp",         (P.+  P'JP"„ 
p 


p;:^ pv 

p  p 


p. 

ip.+p'.)p". 

p. 

(p.+p'.)p"'. 

p. 

p"„* 

p"»p"'. 

e(c. 

etc. 
sind.     Setzt  man  aber,  wie  früher  von  mir  geschehen  ist. 


ipp)  = 

p« 
p 

+ 

P,«       ,      P.«       , 
P,       '       P„      "^ 

ipp)  — 

pp' 
p 

+  • 

P.P',     ,     P»P'»      , 
P,       '       P-      "^  ■ 

ipp')  = 

pp" 
p 

+ 

P,P",     ,     P,4>"„     . 
P,        '       P.      "^ 

ippl^ 

pp'" 
p 

+ 

P,P'",    ,    P»P"'~     . 
P,       •       P„      "^ 

etc. 

ipp)  = 

p 

+ 

P.        '        P„      "^ 

ipp")  = 

p'p" 
p 

+ 

P',P",     ,     P'-P"-     . 
P,       '        P„      "^ 

ip'p")  - 

p'p'" 
p 

+ 

P',P"',      ,      P'^"'. 
P,          *          P„ 

etc. 

ip'p")  = 

P 

+ 

P",*      ,      P"„*      , 
P,        '        P„      "^ 

ipp")  = 

P"P"' 
P 

+ 

P",P'",      ,      P"»P"'- 
P,         *         P„ 

etc. 

ipT)  = 

P 

+ 

P,      "*        P„     "^ 

etc. 

so  erkennt  man  sogleich,  dass  die  obigen  [cc],  [cd],  etc.  [dd]  etc.  die- 
selbe Bedeutung  haben,  wie  in  dem  Falle,  wo  die  hier  besonders  be- 
trachtete Bedingungsgleichung  nicht  vorhanden  ist,  so  wie  dass 

AMukdI.  d.  R.  S.  G«tellseh.  d.  WisMnsch.  XIV.  \  4 
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[BB]  =  [aa]  + 

2[o6]  -1 

Bc]  =  [ac]  + 

[6c] 

[Bd]  =  [ad]  + 

bd] 

etc. 

sind,  wenn  wie  in  jenem  Falle 

[aa]  =  0  - 

-  iPP) 

«6]  =      - 

-  iPP') 

[ac]  =      — 

-  iPp') 

[ad]  ^      - 

-  iPP) 

etc. 

[66]  =  0"  - 

-  iPP) 

■6c]  Ä       - 

-  ip'p) 

[6d]=       - 

-  {P'PI 

etc. 

[cd]  =  0"  - 

-  (pY) 

[crf]  =        - 

-  ipY) 

etc. 

[dd]  =  Q"  - 

-  [pyi 

etc. 

etc. 

fl« 


[66] 


gesetzt  werden.  Es  folgt  hieraus  schon,  dass  die  vorstehenden  Glei- 
chungen für  die  x\  x\  x"\  etc.  erhalten  werden,  wenn  man  erst  die  ana- 
logen Gleichungen  bildet,  die  statt  finden,  wenn  die  hier  eingerührte 
Bedingungsgleichung  nicht  vorhanden  ist,  darauf  die  Gleichungen  für  x 
und  X  addirt,  und  in  allen  Gleichungen  x  in  x  verwandelt. 

12. 

Aus  den  Ausdrücken  für  die  {Ix),  {Ix),  {Ix"),  etc.  des  Art.  8  folgt 
leicht  dass 

0  =  (te)  +  {Ix')  +  {Ix")  +  {Ix")  +  ..  . 
ist,  addirt  man  nun  die  Gleichungen  des  vor.  Art.  für  die  x\  x"^  x^,  etc., 
so  ergiebt  sich  dass  ihre  Summe  idenlisch  Null,  und  folglich  jede  dersel- 
ben in  den  übrigen  enthalten  ist.  Die  Ursache  davon  ist  die,  dass  die 
Richtungen  keine  absolut  bestimmbaren  Werthe  haben,  sondern  dass  man 
sie,  und  zwar  auf  jeder  Station,  von  jedem  beliebigen  Anfangspunkt  an 
zahlen  kann. 

Dieser  Umstand  berechtigt  uns  zwischen  den  Richtungen  eine  belie- 
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r  flndinjjuogsgleichiini^  einzuführen,  wie  ich  in  der  oft  angezogenen 
llImnilhinB  gezcijit  habe,  und  diese  können  wir  sogleich  auf  alle  beob- 
ttilHen  Richtungen  uusdeiinen  und  wie  folgt  aufslelten, 
'  0  =  N'x  +  N"t"  +  N~x"  -h  .  .  . 

e  wird  in  der  Anwendung  von  selbst  in  so  viele  Gleichungen  zertiallen, 
rie  Stationen  vorhanden  sind,  da  sich  keine  auf  irgend  einer  Station 
Bobachtete  Kiclitung  auf  den  übrigen  Stationen  wiederholt.  Denken 
ir  uns  diese  schon  dem  Ausdruck  des  Minimums  des  Art.  6  einver- 
ibt,  so  wird  sie  dieser  das  Glied 

-f-  Sv^fA^VH-  iVV+  iV'V"+...l 
iozutügen,  wenn  ip  einen  nnbestimmlen  Factor  bezeichnet.     Da  diese 
inction  von  den  u.  u  ,  m  ,  etc.  unnbhyngig  ist,  so  wird  sie  in  den  aus 
»'Hinimalgleichung  hervor  gehenden  Gleichungen  dieselbe  Wirkung  aus- 
}eo  wie  die  übrigen  Bedingungsgleichungen,    und  die  Gleichungen  für 

ie  I,  j",  J-",  elc.  des  vor.  Art.  in  die  folgenden  verwandeln, 
[BB\x  +  [Bcy-t-  \Bd\x!"+  . . . 

.  l{li)  +  {£r')]  -  ^N-  (/)  [1  +  <,')  -  (//)  (r  +  r)  -  . . . 
|Be]j'+  \ccy  -+■  lcd]x"-t-  ...  =  {bT)—  yJV"—  {I)q"  —  {Il)r  —  . , . 

IJWli*+  \cd\x:'-^  [(/d|j'"+ . . .  =  (/j-"'j  —  ^!^--  {/)f  —  (Ify— . . . 
etc.  etc. 

^'rl  man  diei>e.  so  findet  man  dass  i^  =  0  .sein  muss,  indem  wir  alle 
■  positiv  annehmen  dürfen,  und  folglich  die  Summe  dieser  Grössen  nie 
fili  werden  kann.  Wollte  man  nun  grade  zu  if  ^  0  in  die  vorslehen- 
lu  Gleichungen  setzen,  so  würden  die  vorher  erhaltenen  wieder  daraus 
«rvorgehen,  und  wir  würden  den  beabsichtigten  Zweck  nicht  erreicht 
iben.  Aber  die  Gleichung  i/j  =  0  zeigt  an .  dass  die  Bedingungen 
D«rer  Aufgabe  erfüllt  werden,  wenn  wir  für  i/i  irgend  eine  linearische 
lincliun  der  t.  x,  x",  etc.  setzten,  die  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  sie 
imer  Null  wird.  Verbinden  wir  hiemit  die  Forderung,  dass  die  vor- 
elienden  Gleichungen  ihre  normale  Form  behalten  sollen,  nemlich  dass 
e  iü  horizontaler  Linie  stehenden  CoefBcienten  der  Unbekannten  den 
verticaler  Linie  stehenden  fortwährend  gleich  sein  sollen,  so  können 
TBOr 

t^  =  AfV+  N"x  -^  y"'x"+  . . . 
Pie  Snbstitution  dieses  Ausdrucks  für  t//  verwandelt  die  obigen 
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[BB]  =  [aa]  +  • 
[Bc]  =  [ac]  + 
[Bd]  =  [ad] 
elf. 
sind,  wenn  wie  in  jenem  Fallo 


.  •  i 


// 

s 

-h 

a    —  . 

•   • 

// 

r 

— 

[HI  s 

^^^    •  •  • 

// 

r 

— 

111/ 

•  •  • 

* 

Ai'. 

■  .V'^ 

.V'A^" 

N'N'" 

.Y"2 

Ä   cS\  +  A  A 


wtM'den  fini  Zweckniässigslen   so   hoslin 
Ahliandlnnii  iirzeii;t  worden  ist,    und   e 
.\  V»  nsjin  iiucli  diese  hesliinn.en  niai;,  die  Ur 
•a>  lu'isst  die  Winkel,  und  die  Ajjigreyate 


X  +  w  ,    X  -h  n  ,    elc. 


^  I  .    -    - 


^  I      y  +  //    ,    x"  -h  /(  ,    elc. 
cMe.  elc 

Wir  können  aber  hier  noch  einen  Sein  in  \V( 

..-.•luin^en  für  die  .r,  /,  ./',  x \  ete.,  die  unahhü 

•lUMi   Bedinuuniisülei«  liiini;  sind,   die   Be>tinin 

,.,    :u  welchem  Zwecke  der  obigen  Ik'dingungsgleiel 

Ax 
.  v^  nuiss.  und  er>l  hierauf  die  Gleichungen  füPj  ui 
^^. ,,  Ol»  hieraus  die  (deichungen 

////)  =  [li[t\  +  ;A  +  A7 

[lic]  =  |ßrj   +  !A^+  A-'.A^" 
JU)  =  |ß(/J  +  (A^  +  A^';A"" 
elc. 
.  *  l>ei  ih*n*  vorher  l)eschriebenen  Verfahren  nicht  in 


•  i\  V" 
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der  £,  x",  x".  etc.  erlialtenen  Glei- 

'i^n^ig.  und  geben  folglicli  immer 

'i  die  Einführung  der  obigen 


-keil  der  aus  ihnen  herech- 

,1  II.  die  sich  bis  ans  Ende  der 

hl  in  der  oft  angexogenen  Abhanii- 

iliM'iiuf  erschienenen    Siip|i|imeiilar-- 

■\orden  ist. 

.11    erliallenen  Gleichungen  f(lr  die  x.  x".  x".  etc. 

mit  die  cinfachsle  AufKisiing  derselben  zu  erhallen, 

ib.ii_*iilen  der  Bedingiinj-'sgleirhungen  abhHniiiaen  Glie- 

unil  die  Unbekaiink'n  der  so  enislehenden  Gleirhungen 

loic.  bezeichnel  werden.     Es  ergeben  sielt  sitniit  die  Glei- 


!%■- 


[Bc)y  +  {Bd)y'- 
[ccy  +  [cd-.y'  ■ 
{cd}!/'  -i-  [dit,f  ■ 


.  .  =  |(te)  +  (&■)] 
■  ■  =  M 


elc. 


elc. 


;  da  sie  blos  von  den  Grössen  abhöngen,  die  auf  den  Stationen  vor- 

,  die  Slatiunsgleichungen  genannt  weiden.  Da  auf  jeder  Staiion 

Bichlungen  vorkommen,    und  sich  keine  llichlungen  der  lihrigen 

len  wied'-i  holen,  so  /eiTailen  sie  immei'  in  wenigstens  so  viele  von 

Übt  unabhängige  Systeme  V(in  Gleichungen,  wie  Sialionen  vorlian- 

plnd.    Ddss  sie  unter  Umstanden  in  noch  mehre  von  einander  unab- 

ige  Systeme  zerlegt  werden  können,  liabe  ich  im  Supplement  S  der 

ezOgenen  Snpplemenlar-Abliandliing  bewiesen. 

Das  Verfalirin,  welches  aiiziiv\en(len  ist,  um  die  vorstehenden  Sla- 

mspleichiiiigen  zu  erhalten,  kann,  dem  Vorliergehenden  geni»ss.  dnrcti 

B  folgenileu  einfachen  Regeln  iiusgedrtirkl  wnden.     Bei  der  Wahl  der 

[fluHgen  Werilic  der  Kiclilungen  hat  mnn  daiauf  zu  sehen,  dass  die 

Icbting 

X  -  X=  A 
■ftlltl  werde;  sind  darauf  rlie  Sialionslöfclchen  wie  immer  gebildet,  so 


J 
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berechne  man  auch  die  Coefficienten  der  Stationsgleichungen  wie 
früher  erklärt  habe,  das  heisst,  wie  in  dem  Falle,  wo  die  hier  eingefUI 
Bedingungsgleichung  nicht  statt  findet.  Vor  der  Auflösung  dieser  i 
tionsgleichungen  ist  nun  nichts  Weiteres  zu  thun,  wie  die  beiden  G 
chungen  für  x  und  x  zu  addiren,  und  in  allen  Gleichungen  x  in  x 
verwandeln.  Die  so  entstehenden  Gleichungen  sind  auf  gewöhnli 
Art  aufzulösen,  wodurch  die  Werthe  der  y\  y\  y\  etc.  erbnllen  werc 


14. 

Zum  zweiten  Theile  der  Auflösung  unserer  Aufgabe  ttbergeh 
bietet  sich  zuerst  die  Bemerkung  dar,  dass  die  Zerlegung  der  elimini 
Richtung  x  in  die  zwei  Theile  y  und  z  wegfällt,  aber  dass  für  alle  tl 
gen  Richtungen  wie  früher 

I  I  t  II  U  II  Ot  III  III  . 

X  ss:  y  —  z  ,  X  ^  y  —  z   ^  x  =s  y  —  z,  etc. 

gesetzt  werden  muss.  Substituirt  man  nun  die  vorstehenden  Gleicl 
gen  in  die  Gleichungen  für  die  x\  x\  x\  etc.  des  Art.  \%  so  werdt* 
Folge  der  im  vor.  Art.  erhaltenen  Stationsgleichungen 

(ßß)z'+(ßcK+(ßd)z'"+...  =  (/)(g+(^')+(//)(r+r')-h(///)(«+«'H. 
[Bc)z  +[cc)z  +(cd)z"  -§....  =  {I)q''+{n)r'+(ni)s'+. . . . 
{Bd)z+{cd)z"^{dd)z"^,..  =  (/)/'4-(//)r"'+(///K'+ . . . 
etc.  etc. 

die  den  früher  erhaltenen  vollkommen  analog  sind.  Stellen  wir  hie 
die  unbestimmte  Auflösung  der  Stalionsgleichungen  des  vor.  Art.  in 
gender  Form  dar, 

y"=  l[2.3]i[(^-i-(/i')]-»-!  3,3 

•  y"'={[2,4]j[(te)  +  (/a;')]  +  j3.i 

etc.  etc. 

so  werden  sowie  früher, 

z'=  0?^)(/)  +  {ßx){II)  +  {ßl){III)  +  ... 

z  =  irrim  +  (yx)(//)  +  (yA)(///)  +  .  .  . 

z"=  {dtj){I)  +  {dx){II)  +  (dk){III)  +  .  .  . 
etc.                               etc. 

in  welchen  die  Coefficienten  die  folgenden  Ausdrücke  haben. 


(te")  +  |[2,ijj(//') 
{h"}  +  \  3.4  |(//') 


23] 
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(/?»)  =  j[2,2]!(r+r') 

(/?A)  =  I  [2,2]  t  (*  +  «') 
elc. 

(y7)=|[«.3]|  (?+?') 

H  =  {[2.3]|(r  +  r') 
(yA)  =  {  [2.3]  !(*  +  «') 
etc. 

(*?)={  [2.*]  1(9 +  9') 
(A.)  =  j[2,4]}  (r  +  r) 

(<tt)  =  |[2.4]t(»  +  s') 

etc. 


J[2.3] 
1[2.3] 

i[2.3] 


3,3 
!  3,3 
j  3,3 


I  3.4 
I  3,4 
j  3,4 


// 


8 


II 


II 


S 


II 


r 


8 


u 


|[t4]|9' 

\im\r" 

l[2,4]i,'« 

etc. 
I  3,4  1^ 
t  3.4  \r 

3.4  }* 

etc. 

4.4  jr- 

1  *.*  !*'" 
etc. 


Ul 


III 


III 


die  auch  den  früheren  vollkommen  analog  sind. 

* 

15, 

Zur  Krlangung  der  Endgleichungen  sind  wieder  die  Bedingtings- 
gleichungen  selbst  erforderlich,  und  es  versieht  sich  von  selbst,  dass  in 
diesen  auch  die  Richtung  x  durch  die  Gleichunu  x  =^  x  eliminirt  wer- 
den  muss.  Bereitet  man  nun  die  Seilengleichungen  so  vor,  wie  in  der 
oft  angezogenen  Abhandlung  gezeigt  worden  ist,  oder  überhaupt  die 
Bedingnngsgleichungen  so  vor,  wie  zu  Ende  des  Art.  5  erklärt  worden 
ist,  so  nehmen  sie  die  dort  aufgestellte  Form  an,  und  eliminirt  man  dar- 
auf i;,  so  werden  sie 

[q  +  q)x  +  q  X  +  q  X  -I- 

[r  +  r)x  -h  r  X  -h^  r  X   -I- 

[8    -V-  8)X   +  8  X   -V-  8  X     -I- 

etc. 
Die  Elimination  der  x\  x',  x\  etc.  aus  diesen  durch  die  Gleichungen 

I  I  i  II  n  II  Ul  f  *"      ^A 

X  =s  y  —  z,     a;=y— z,     j;=y— z,  etc. 
giebl  nun 

{q  +  q)z  +  qz  +  qt  -i- 

I  m  '\        '  -  "        "         m  lU       III         ^ 

—  {<i  +  <i)y -^  <i y  -^  q  y  ■*- 

(l\     I         ,  II     II        .  Ml    II' 

r  +  r)Z  +  r  z  +  r  z  -H 

siii  {r  +  r)y  +  ry  +  r  tj  + 

f  m  l\       f  m  "      "  m  iU     MI  ^ 

{8  +  8)Z    +  8Z    +82     + 

s  +  s)y  +  sy  +  »y  + 
etc. 


+  /'=0 
4-5=0 
■I-  A=  0 
elc. 


etc. 


\    /// 


\    nf 


«     in 


IM 


tu 


IH 


J*t 


und  wenn  man  hierauf  die  Gleichungen  für  die  z\  z\  z\  etc.  des  vo«7. 
Art.  der  Reihe  nach  mit  (9  -H  (()  ,  9",  9"',  etc.  multiplicirt,  und  die  Prc:^ 
ducle  addirt,  dann  mit  (r-l-r) ,  t\  r'\  etc.  und  hierauf  mit  («  +  «'),  s\  »"', 
etc.  multiplicirt,  und  jedes  Mal  addirt,  so  bekommt  man  mit  R Ucksie  Kit 
auf  die  vorstehenden  Gleichungen  die  folgenden  Kndgleichungen 

[rtrim  +  {V»m  +  (r/A)(///)  +  .  .  .  =  F 
(»/x)(/)  +  {xx){II)+{xX){UI)  +  ...-:  G 
{t]X}[l)  +  (xA)(//)  +  (AA){///)  +  .  .  .  =  ff 
etc.  elc. 

in  welchen  die  Ausdrücke  der  Coefficienlen  die  folgenden  sind. 

{fjrj)  =  (ßt]){q  +  q')  +  (yi/)/  +  idt])q 

iv)  =  miq  +  ?')  +  W?"  +  («^'•)9 

(,A)  =  (/?A)(.?  +  9')  +  (yA)9"  +  (()% 

etc.  etc. 

(xx)  =  (/?x)(r4-r')  -H  (yxjr"  +  {d^')r 

(xA)==(/?A)(r  +  r')  +  (yAjr"  +  (*Ay 

=  (/Jx)  («  +  »')  +  (;^>'  +  (dx)«- 
etc.  etc. 

(AA)  =  (/JA)  (« + «')   +  (yA)/  +  (dXy 
etc.  etc. 

Man  kann  auf  die  Coefficienlen  dieser  und  der  vorher  gehenden  Glei-^ 
chungen  dieselben  Substilulionen  und  Transformationen  anwenden,  die 
ich  in  der  mehrmals  angezogenen  Abhandlung  gegeben  habe. 

Ueberhaupt  geben  die  vorstehenden  Entwickeinngen  zu  erkennen, 
dass  auch  im  zweiten  Theile  der  Auflösung  die  Rechnung  dieselbe  ist, 
wie  in  dem  Falle,  wo  die  hier  eingeführle  Bedingungsgleichung  nicht 
vorhanden  ist.    Nur  muss  man  allenthalben  die  Aggregate 

(9  +  i')  '  {^  +  ^')  »  (*  +  **")  '  ®^c- 
statt  der  einzelnen   Coefficienten  q  und  q\   r  und  r\  s  und  s  etc.   an- 
wenden. 

16. 

In  Betreff  der  Berechnung  der  mit  F,  G,  H,  etc.   bezeichneten 
Grössen  halte  ich  es  für  nicht  über(lüssi&2;.  die  foUenden  Bemerkum^en 


IH  , 
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eiuzusctiaUen.     Sei  in  irgend  einer  der  Bedinguiii^sgleichungen,  die  das 
Dreiecksnelz  darbielet,  ein  Glied  vorhanden,  welches  von  der  Function 

[X^p^  +  x^p^  -X^x) 
mp  ein  beliebiger  Index  ist,  abhängt.   In  den  Winkelgleichungen  kann 
dieses  Glied  nur  mit  +  I  oder  —  1  roultiplicirt  erscheinen,  und  in  den 
Seitengleiohungen   nur  der  Sinus  oder  Cosinus  desselben  vorkommen. 
Die  Elimination  von  X  +  x  durch  die  Bedingungsi^leichung 

X'  +  x  —  X  —  x=iA 
verwandelt  diese  Funclion  in 

(Xp^  +  x^p^—X'-x+A) 
und  da  die  F,  G,  H,  etc.  die  Werthe  bezeichnen,  die  die  auf  Null  ge- 
slelilen  Bedingungsgleichungcn  annnehnien,  nachdem  darin  y\  y\  ij\ 
elc.  slatt  x\  x",  x\  etc.  substitnirt  worden  sind,  so  ist  in  die  belreff(»nde 
Bedingungsgleichung  zur  Berechnung  des  verlanglen  Werthes  derselben, 
slalt  der  vorstehenden  Function,  dei*  Werlh  der  folgenden 

zu  subslituiren.     Dieser  Satz   kann  in  folgende  einfache  Regel  gebracht 
werden- 

Nachdem   man   durch   die  Ausgleichungen   auf  den  Stationen  die 
Werihe  der  Bögen 

+  y  ,  X  +y   ,  -X  +f/  ,  elc. 
erhallen  hat,  stelle  man  die  Gleichung 

X+y  =  X'+y'—A 
auf,  berechne  durch  diese  den  Bogen  X  +  y,  und  subslilnire  diesen  statt 
-^+J  in  jede  Bedingungsgleichung,    in  welcher  der  zuletzt  genannte 
Hogen  vorkommt.     Hiemit  ist  allen  Forderungen   in  Bezug  auf  diesen 
Punkt  Gnüge  geleistet. 

Ein  specieller  Fall  des  im  Vorstehenden  b**handeUen  allg<'meinen 
Falles  ist  das  Vorkommen  der  Function 

[X'+x  —  X  —  x) 
für  welche  dem  vorstehenden  Satze  zufolge  ohne  Weiteres  der  Bogen 

A 
subslituirt  werden  muss.     Ich  führe  noch  zu  mehrerer  Deutlichkeit  an, 
(lass  die  Berechnung  der  nifferentialquolienlen 

9,  q\  r,  r\  s,  8\  elc. 
der  Bedingungsgleichungen  so  ausgeführt  werden  muss,  als  wäre  die 
hier  eiDgeßihrte  Bedingungsgleichung  nicht  vorhanden.   Ferner  bemerke 
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ich,  dass  die  Berechnung  der  Sumnue  der  mit  ihren  Gewichten  multipli 
cirten  Fehlerquadrate,  ohne  Aenderung  durch  die  von  mir  früher  zu  die 
sem  Zwecke  entwickelten  Ausdrücke  erhalten  wird,  so  wie  dass  dasselb 
mit  einer  dem  Vorhergehenden  analogen  Addition  der  lietrefifenden  Dil 
ferentialquotienten  in  Bezug  auf  die  Berechnung  der  Gewichte  statt  fin 
det.    Es  werden  diese  beiden  Sätze  weiter  unten  bewiesen  werden. 


17. 

In  die  vorstehende  Auflösung  unserer  Aufgabe  habe  ich  die  Bc 
dinguug  eingeführt,  dass  die  vorläufigen  Werthe  der  betreffenden  Ricti 
tungen  so  anzunehmen  sind,  dass  sie  der  Gleichung 

r—x  =  A 

gnügen.    Diese  Bedingung  ist  zwar  für  die  Erlangung  einer  richtige 

Auflösung  nicht  durchaus  nothwendig,  aber  sie  vereinfacht  die  Aufld 

sung,  und  dieses  ist  die  Ursache,  weshalb  ich  sie  eingeführt  habe. 

Nun  können  aber  Fälle  vorkommen,  in  welchen  die  Stationsläfel 

chen   schon  früher  zu  anderen  Zwecken  berechnet  worden  sind,  un 

man  dabei  die  Werthe  von  X'  und  X  anders  angenommen  hat,  es  \i 

dciher  nothwendig  zu  zeigen,  wie  man  diese  Stationstäfelchen  so  abön 

dern  kann,  dass  sie  der  obigen  Bedingung  entsprechen.    Da  es  an  sie 

klar  ist,  dass  man  den  einen  der  beiden  Bögen  X'  und  X  unverändei 

lassen  kann,  und  nur  den  andern  zu  ändern  braucht,  so  will  ich  annet 

men,  dass  man  X'  unverändert  lassen,  und  X  verbessern  wolle.   Sei  de 

ursprünglich  zu  Grunde  gelegle  Werth  dieser  Richtung  X  ,  und  in  Folg 

dessen 

X'—X  =  A 

so  ergiebt  sich 

X  =  X  +  a 
wenn  man 

a  =  A  —  A 

setzt,  und  aus  dem  Werthe  von  a  entspringen  die  Verbesserungen,  d 
den  Angaben  der  Stalionstäfelchen  hinzuzufügen  sind.  Da  nun  die  m 
/,  / ,  /  ,  etc.  bezeichneten  Grössen  die  Ueberschüsse  der  Beobachtungc 
über  den  für  X  angenommenen  Werth  bedeuten,  oder 

/  =  ß— X  ,  /  =  B  —X  ,  /  =Ä  — X  ,  etc. 

sind,  wenn  B,  B  ,  B  ,  etc.  die  Werihe  bezeichnen,  welche  die  verschii 
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üeneu  Beobachtungen  für  die  llichtung  x  gegeben  haben,  so  erhall  man 

die  Gleichungen 

/_  a  =  B—X 

i—a = B—X 
elc. 
id  folglich  müssen  den  Grössen 

d^  ersten  Stationstäfelchens  bez.  die  Verbesserungen 

—  pa,  —pa,  —pa„.  etc. 
1^ i nzogefittgt  werden,  während  alle  übrigen  Grössen  dieses  Tdfelcbens 
ta  nverändert  bleiben.    Es  folgl  hieraus,  dass,  um  die  Bedingungen 

(/m)  =  0 ,  (/w )  =  0 ,  (/u )  =  0 ,  etc. 
cfti«  durch  die  obigen  Zusätze  verletzt  worden  sind,  wieder  herzustellen, 
ivKi  zweiten  Stationsläfelchen  den  Grössen 

pl  ,     pl\     p"l\     etc. 

M»    P/r^  P,T'   etc. 
p  /  ,   p'l\  P  "l\   etc. 

i    M    n  M    II     II  ^      M    II       II    ^ 

etc. 
sz.  die  folgenden  Verbesserungen  hinzuzufügen  sind, 

—  ^-^ — Pfly-i pa  y       — pa,    etc. 

—  ^-^^ — pa,       — »a,       — pa,    etc. 

elc.  etc. 

^^c  fi,  fi  ,  fi^,  etc.  die  Anzahl  der  Richtungen  bedeuten,  die  in  den  betr. 

Gyris  (oder  Gruppen  von  Gyris)  eingeschnitten  worden  sind.    Man  sieht 
hieraus,  dass  eine  Umrechnung  der  Stationstäfelchen  nicht  nöthig  wird, 
sondern  dass  man  die  zunächst  vorstehenden  Verbesserungen  sofort  an 
die  Grössen  des  zweiten  Stationstäfelchens  anbringen  kann,   und  das 
erste  gar  nicht  zu  ändern  braucht,   da  dieses  nicht  weiter  gebraucht 
wird.    Für  die  Gyn  (oder  Gruppen  von  Gyris),  in  welchen  die  Richtung 
X  Dicht  beobachtet  worden  ist,  sind  selbstverständlich  diese  Verbesse- 
rungen gleich  Null. 

Zu  bemerken  ist  noch,   dass  man  jetzt  bei  der  Berechnung  der 

GrQsse  (//) ,  die  für  die  der  Summe  der  Fehlerquadrale  erforderlich  ist, 

sieb  der  Quadrate  der  Grössen 
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Hansek, 

(f/-^ 

-P«j . . 

(;»''•  + 

^p«^ 

(M  -  ^ 

-f«)  . 

'  1 '      . 

/.,  ^''«^ 

ip  i       ''""' 

-P,«)  ' 

1        \ 

etc. 

bedienen  niuss. 

ri8 


(/ ■  // 


-  -^P,«)  .  etc. 

-  ~VJ^)  .  etc. 


etc. 


18. 

In  (lern  im  vor.  ArL  belian  leiten  Falle,  wo  vor  der  Berechnung  der 
Stationstäfelchen  die  Gleichung 

X'—X  =  A 
nicht  erfüllt  worden  ist,  kann  noch  ein  anderes  Verfahren  angewandt 
werdon,  bei  welchem  die  vStationstiifelchen  unverändert  gelassen  wer- 
den. Ich  werde  im  Folgenden  dieses  Verfahren  auch  durchführen,  da 
es  in  manchen  Fällen  der  Verbesserung  der  Slalionsiafelchen  vorzuziehen 
sein  möchte. 

Sei  zufolge  der  Werlhe.  die  man  für  X  und  X'  angenommen  hat. 

die  Gleichung 

X'—X  =  A 

vorhanden,  wahrend  die  einzuführende  Bedingungsgleichung  wie  oben 

X'  +  X  —   X  —  X  =:  A 

ist.    Es  folgt  hieraus  sogleich 

j;  =  j;'  -H  a 
wenn  wieder  wie  im  vor.  Art. 

a  =  A  —  A 
gesetzt  wird,  wahrend  immer  noch  wie  früher 

dx  =  dx 
ist.    Wenden  wir  im  Folgenden  diese  beiden  Gleichungen  auf  die  Ent- 
wickelungen  an. 

19. 

Eliminirt  man  nun  wieder  dx  aus  der  Minimalgleichnng  des  Art.  8, 
so  bekommt  mnn  dieselbe  Zerlegimg  dieser  Gleichung  in  mehrere,  wie 
vorher,  aber  ehminirl  man  x  durch  die  Gleichung 

a;  =  0?'  +  a 
so  werden  die  durch  die  Zerlegung  entstehenden  Gleichungen  die  fol- 
genden. 
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=  pa  +(;>  -hp  jx  +p  X  +p  X  +..  .  +  /'m 
=  pa  -^{p^+pjx  -hp^x  +p^  X  +...  +  ",w 

J   H  \t  II  r  H  /  In  in  II    II 

etc.  etc. 

(0 + (?>' +  (/> +p>  -•-  (r+p,')«  +  (/'„-•-?'„')«  +  ■  •  • 

=  m  +  (te')  -  0«]  -  (/)  [q  +  q)  -  m  (r  +  r)  -  {III)  (s  +  s)-.., 

ov  +p'u  +p'u-i-pju^+. . .  =  {Ix) — {i)q"—{ii/— {in/—. . . 

Qx  +p  u+p^  u.-^Pi.  w„+...  =  [Ix  )  —  [I}q  —{U)r  —[111)8  — ... 

etc.  elc. 

die  von  den  vorher  erhaltenen  verschieden  sind,  aber  auf  deren  Auf- 
lösung jelzt  die  Auflösung  unserer  Aufgabe  beruht. 


-20. 
Die  erste  Abtheilung  der  im  vor.  Art.  erhaltenen  Gleichungen  giebt 


jetzt 


P       r.  P-^P'       ^'  P"     J'  P 


tn 


t#    —   —     ^,   ö  —         -       X  —  -p-  X  —  —^  X  —  .  .  . 

p,  p,+p/     '         p/'    "       p/"    "' 

etc.  etc. 

aus  welchen  jetzt  die  u,  m  .  ti  ,  etc.  zu  berechnen  sind,  nachdem  man 
die  Werihe  der  x\  x\  x"\  etc.  erhalten  hat.  In  dem  im  Art.  11  berühr- 
ten, wohl  immer  slalt  findenden  Falle  gehen  die  vorstehenden  Gleichun- 
gen in  die  folgenden  über, 

etc.  etc. 

bei  welchen  die  a.  a.  0.  aufgestellten  Bemerkungen  auch  Geltung  haben. 

Eliminirt  man  nun  durch  die  obigen  allgemeinen  Gleichungen  fUr 
die«,  u^y  u^,  elc.  diese  Grössen  aus  der  zweiten  Abtheilung  der  Glei- 
chungen des  vor.  Art.,  so  gehen  die  folgenden  hervor 


u 

= 

— 

1 

■(« 

+ 

2x' 

+ 

X 

1 

a?" 

w 

=z 

— 

4 

■(« 

+ 

2x 

+ 

II 

X 

+ 

u 

u 

^ 

— 

4 

(a 

+ 

2x' 

+ 

X 

+ 

x'" 
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{BB)x'-h  [Bc)a;'+  {Bd)x"'-i- . . . 
=  {B[)-{I){q  +  q')-iII){r  +  r')^lIII)(s  +  s)-... 

{Bc)x  +  (cc)x'-{-  Hx"-|-  ...^[cl]  —  {I)q  —  {II)r'—  (///)«'—  . . . 
(Bd)x  +  {cd}x+  {dd)T"-h  ...={dl)-  (/)?"-  (//y-  (///)«"—  . . . 

elc.  etc. 

JD  welchen 

[Bt)  =  (Ix)   +  {Ix-)  +  \(pp)  +  ipp')  -  Qia 
{et)   =  {Ix")  -4-  {pp")a 
{dl)  =  {Ix")  +  {ppy 
elc. 
sind,  wahrend  alle  übrigen  Glossen  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  im 
'  Art.  12.     Man  kann  bemerken,  dass  zufolge  der  Gleichung 

Q  =  {pp)  +  {pp)  +  [pp")  +  ipp'^  +  .  .  . 

die  ich  früher  nebst  anderen  ahnlichen  bewiesen  habe,  hier  die  Gleichung 

0  =  (fi/)  +  (c/)  +  ((//)  +  ... 
statt  findet.    Die  Stalionsgleichungen  werden  nun,  statt  der  für  die  vor- 
her gehende  Auflösung  im  Art.  13  erhaltenen,  die  folgenden, 

{BB)y'+  {Bc)y^  {Bd)y''+  .  .  .  =  (Ä/) 

{Bc)y'  -h  {cc)y"  +  {cd)y'"  +  .  .  .  =  (ci) 

[Bd)y'  +  {cd)y-  +  {dd)f^  +  ...^{dl) 

elc.  *  etc. 

in  welchen  auf  dieselbe  Art,  die  ich  in  der  oft  angezogenen  Abhandlung 

entwickelt  habe,  immer  bewirkt  werden  kann,  dass 

(Bc)  =  0  ,  (fid;  =  0 ,  etc. 
und 

{cd)  =  0 
werden. 

21. 

Die  eben  erhaltenen  Gleichungen  geben  schon  zu  erkennen,  wie 
man  in  zusammen  gesetzteren  Fällen  zu  verfahren  hat,  um  die  Stations- 
gleichungen zu  bilden,  allein  um  dieses  deutlicher  zu  machen,  will  ich 
ein  Verfahren  angeben,  welches  aus  den  eben  erhaltenen  Gleichungen 
entspringt,  und  geeignet  ist,  in  zusammen  gesetzteren  Fällen  die  Sta- 
tionsgleichungen, ohne  Irrthum  befürchten  zu  müssen,  zu  erhalten.  Die 
Stalionsgleichungen  des  vor.  Art.  kann  man  sich  auf  folgende  Art  ent- 
standen denken.    Man  stelle  zuerst  die  folgenden  Gleichungen  auf. 


311  NBUE  Ausgleichung  EINES  Dreiecksnktzks.  ^15 

(fl«)(y  —  «)  +  {ab)y'  ■+■  {ac)y  ■+■  [adjy"  -|-  .  .  .  =  (a/) 
{ab){y  -  a)  +  {bb)y'  +  {bc)y"  +  (6%'"  +  .  .  .  =  (6/) 
(ac)  ^  —  a)  +  (6c)y'  +  (cc)y"  +  {cd)y"'  +...  =  («/) 
(ad)(y  -  a)  +  (6%'  +  {cd}y"  +  (rf(/)y"'  +  .  .  .  =  (d/) 

etc.  etc. 

n  ^^v^elcbeD  die  Coefficienten  der  Unbekannten  diejenigen  sind,  die  statt 
Funden  hätten,  wenn  die  hier  eingefübite  Bedingungsgleichung  nicht 
handen  gewesen  wäre,  dahingegen  die  völlig  bekannten  Glieder  die 
^1  Senden  Ausdrücke  haben, 

{al)  =  (te)  +  \{pp)  -  Q\a 
{bt)  =  (te')  -I-  {pp)a 
(cl)  =  {Is)  •+■  [pp')a 
(dl)  =  (UT)  +  {pp')a 
etc. 
^u.   AArelcben  bemerkt  werden  kann,  dass  die  Gleichung 

0  =  {al)  -h  [bt)  +  (c/)  +  (d/)  +  .  ,  . 
siati  findet. 

Diese  Gleichungen  sind  von  denen,  die  jenem  Falle  angehören,  nur 
durch  die  mit  a  multiplicirten  Glieder  verschieden.  Addirt  man  nun  die 
^^iden  ersten  dieser  Gleichungen,  und  schreibt  in  allen  j^' statt  j^  —  a, 
so  ergeben  sich  die  Stationsgleichungen  des  vor.  Art.  Dieses  Verfahren 
ist  einfach,  und  kann  in  jedem  Falle,  ohne  Irrthuni  befürchten  zu  müs- 
s<>n,  angewandt  werden.  Ich  will  dieses  durch  zwei  Beispiele  ei  läutern. 
Ich  nehme  erst  an,  dass  dieselbe  Bedingungsgleichung 

X  =z  X  +  a 

^^'le  früher  einzig  statt  finde,  aber  dass  man  x  statt  x  eliminiren  wolle; 

6^  ist  leicht  einzusehen,  dass  man  von  den  zwei  in  Betracht  kommenden 

Dichtungen  eine  beliebige  eliminiren  darf.    In  den  oben  aufgestellten 

Gleichungen  sind  nun  die  Aenderungen  zu  machen,  dass  man  y  statt 

if— a,  und  y  —  a  statt  y  schreiben  muss. 

Man  bekommt  ferner  statt  der  oben  gegebenen  Ausdrücke  der  völlig 
bekannten  Glieder  die  folgenden 

{al)  =  {Ix)   +  {pp')a 

{bt)  =  {Ix')  +  \{pp)  -  Qy 

{et)  =  {Ix")  +  {ppy 

{dl)  =  {Ix')  +  {pf)a 
etc. 
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in  welchen  a  =  —  a,  und  deren  Summe  auch  gleich  Muli  ist.    Addirl 

man  nun  wieder  die  beiden  erslen  der  obigen  Gleichungen,  und  schreib^ 

in  allen  y  statt  y  —  a,  so  ergeben  sich  die  diesem  Falle  zukommendei^ 

Stationsgleichungen. 

Als  zweites  Beispiel  nehme  ich  an,  dass  auf  einer  Station  fünf  Rief"»' 

tungen  beobachtet  worden  sind,  und  dass  die  Winkel  zwischen  den  dr^^ 

letzten  dieser  vorher  bestimmte  Werihe  bekommen  mtlssen     Die  zw^* 

Bediiigungsgleichungon,  die  aus  dieser  Bestimmung  heiTor  gehen,  solle  ^ 

die  folgenden  sein, 

a?  =  0?    +  a 

u'  n-      .         Ol 

zugleich  nehme  ich  an,  dass  man  die  Richtungen  x"  und  x^  eliminireo 
wolle.  Dem  Vorhergehenden  zufolge  sind  nun  zuerst  die  folgenden 
Gleichungen  aufzustellen, 

{aa)y  +  (a6)y'+  {ac){y^  a)  +  {ad){tf  ^  a")  +  {aeY  =  [al] 
{ab)y  +  ibb]y'  +  (6c) {y  -  «")  +  (bd) (f  -  a")  +  {be)y'  =  (6/) 
{ac)y  -+-  [bc^y  -»-  [cc)  [y  —  a)  +  {cd)  (y"  —  a'")  +  {ce)y"'  ^  {et) 
{ady  +  {bd)y'+  {cd){y"  ^  a")  +  (ddjiy"  —  a")  -h  [deY  =  {dt) 
{ae)y  +  {be)y' +  {ce)(y"  -  a")  -i-  {de)iy'"  -  a")  +  (e%'"  =  (et) 

in  welchen 

{al)  =  {Ix)  -h  (/)/j>*  -H  ippy"" 

{bl)  =  [h')  ■+■  {i/p"]a"  ■+■  {p'p"')a 
{et)  =  {h-)  +  \{pp)  -  Q"\a   +  {/p')a 
{dl)  =  (/x"')-l-  (////"  aV  if ;/>'")  -  Qy 
(e/)  =  {/j;  j  -I-  (y;  ;j  )a  -|-  {p  p  )a 
zu  setzen  sind.  Um  die  wirklichen  Slationsgicichungen  zu  erbalten,  sind 
nun  die  drei  letzten  der  obigen  Gleichungen  zu  addiren,  und  allenlhai- 
ben  y"  stall  »/" —  a  und  y" —  «"'  zu  setzen.    Es  werden  demnach 

{aa)y  +  {ab)y'  +  {aE)y"  =  {al) 
(ah)y  +  {bb)y  +  {bE)y'  =  {bt) 
{aE)y+ {bEjy' +  {EE)y"  =  {Et) 


in  welchen 


(aE)  =  (flc)  +  {ad)  ■+■  {ae) 
{bE)  =  {bc)  +  {bd)  ■+■  (be) 
{EE)  =  {cc)  +  'i{cd)  ■+■  2(ce) 

+  {dd)  ■+■  2[de) 
+  {ee) 
{Et)    =  {et)  +  {dl)  +  {el) 
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sind,  die  in  diesem  Falle  statt  findenden  Stationsgleichungen,  und  es  ist 

wieder 

0  =  (al)  +  {bt)  +  (El) 

Man  kann  dies<>  Gleichungen  auch  so  einrichten,  dass 

{ab)  =s  0,    {aE)  =  0,    {bE)  =  0 
werden,  und  dieses  geschieht  wieder  durch  die  in  der  oft  angezogenen 
Abhandlung  dafür  entwickelten  Ausdrücke.     Die  obigen  Stationsglei- 
chungen  würden  zu  dem  Ende  zuerst  die  folgenden  werden 

[aa]y  ■+■  [ab]y'  +  [aE]  =  (a/) 
[ab]y  +  [bb]y  +  [bE]  =  (bt) 
[aE]y  •+■  [bE]y'  •+■  [EE]  —  {El) 
■wo 

[aE]  er  [ac]  +  [ad]  +  [ae] 
[bE]  ^  [bc]  +  [bd]  +  [be] 
[EE]=s  [cc]  +2[cd]  +  2[ce] 

+    [dd]-i-2[de] 
+  [ee] 
ZU  setzen  wttren.    Durch  ilie  entsprechende  Bestimmung  der  iV,  N\  N" 
werden  diese  in 

[aa)y     ^  {al) 
{bb)y     =(6/) 
{EE)y'  =  {El) 
übergehen. 

22. 

In  Betreff  des  zweiten  Theils  der  Auflösung  ist  es  von  selbst  klar, 
dass  alle  Gleichungen  des  Art.  1 4,  so  wie  die  Berechnung  der  Coeffi- 
^^ienten  der  Unbekannten  der  Endgleichungen,  die  im  Art.  15  gezeigt 
worden  ist,  unverändert  dieselben  bleiben.  Nur  in  Betreff  der  völlig 
bekannten  Glieder  der  Endgleichungen  ist  eine  kleine  Auseinandersetzung 
erforderlich.  Statt  der  im  Art.  1 5  aufgestellten  Bedingungsgleichungen 
bekommen  wir  jetzt 

{q  +  qjx  +  q  X   +  q  x    +...+/+(jfa  =  0 
r  +  r)x  +  rx  +  r  X    +...+y  +  ra=0 

(/\    /       .         u    II      ^         III    Hl        ,  ■       L      ■       ->—    A 

8  -^  s)x  -^  s  X  -^  s  X    +...  +  Ä  +  «a  =  ü 

etc.  etc. 

und  folglich 

AbhwdL  d.  K.  S.  GeMUteb.  d.  WisMoseb.  XIV.  4  5 
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.+/•-♦.  ga  =  F 

{r+r)y  +ry   -*-  r  y    +  .  . 

.  +  g  -¥  ra  ^=i  G 

.  +  h  -^  sa  ^ss  H 

etc. 

etc. 

die  man,  wenn  die  folgende  Gleichung  eingeführt  wird, 
auf  die  folgende  Form  bringen  kann, 

qy-*-qy  +  ^y  -t-qy  +...■*- f  =  F 

ry+ry  -♦-rs   +ry    +...  +  9  =  6 

elc.  etc. 

Hieraus  folgt  derselbe  Satz  wie  im  Art.  1 6,  den  man  auch  auf  die 
folgende  Weise  aussprechen  kann.  Nachdem  man  durch  die  Ausglei- 
chung auf  der  Station  die  Werthe  der  Btigen 

JL+j/,A    +y,Ä    -♦-y,etc. 
erhalten  hat,  berechne  man  durch  die  Gleichung 

X  +  //  =  X'  +  y'  —  i4 
den  Werth  des  Bogens  X  +  j^;  die  Substitution  dieser  Werthe  von 

X  +  y  ,  X'  +  y  ,  X*  +  y"  ,  X*^  +  y'"  ,  etc. 
in  die  ursprünglichen  auf  Null  gestellten  Bedingungsgleichungen  gieht 
die  verlangten  Werthe  von  F,  C,  H,  etc. 

23. 

Wir  kommen  jetzt  zur  Berechnung  der  Summe  W  der  mit  ihren 
Gewichten  multiplicirten  Quadrate  dier  übrig  bleibenden  Fehler.  Da  die 
Bedingungsgleichungen  alle  strenge  erfüiU  werdea«  so  zeigt  die  Glei- 
chung des  Art.  6  ohne  Weiteres,  dass  in  allen  Fällen  W  dea  folgendes 
Ausdruck  hat, 

+  p>  +  u  -  /j^  +  p:{x'  +  u  -  ly  +  p:[x+  u-  ly  + . . . 

-h  etc. 
und  durch  die  blose  Entwickelung  der  QuadratOt  verbuBden  mit  den 
allgemeinen  Gleichungen 

(/w)  =  0  ,  {lu)  =  0  ..  (/fij  =  0  ,  elc. 
bringt  man  diesen  Ausdruck  zuerst  auf  die  folgende,  auch  allgemeine. 
Form, 
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+  jOV+  /»  +  p>,  ^  p>,-l-  ...•*-  (te*)!^' 

+  etc. 
und  nimmt  man  noch  nicht  auf  die  hier  eingeführte  Bedingung^gfeichtm^ 
Rücksicht,  so  geht  diesier  Ausdruck  durch  die  Eütninatioft  der  fi,  u^u^,  etc. 
in  dien  folgenden  (Iber^ 

w^\{U)^  {y)x  ^  (to>'—  (i/ji?*— . .  .| 

-I-  j(aA)ir  +  (66)ä'h-  (6c)ar+  .  .  .  —  (te')}a:' 
+  j(ac)a?  +  {J)c)x  +  (cc)rc*  +  .  .  .  —  {lx")\x'' 
-+-  etc. 
indem  durch  die  Einführung  der  iV,  iV',  N\  etc.  die  Aggregate 

a:-f-t#,a:'+u   ,a*-|-ii   ,  etc. 

a?  +  tt^  ,  a:'+  t#^  ,  x"  -¥  u^  ,  elc. 

a:  +  t#  ,^'+u  ,  x" -^  u  ,  etc. 

etc.  etc. . 

^"^  einzigen  Functionen  der  x  und  der  ti,  die  in  dem  ursprünglichen 

Ausdruck  von  W  vorkommen,  unverändert  bleiben. 

Nehmen  wir  Jetzt  auf  die  hier  eingeführte  Bedingungsgleichung 

a?  =  a;'  +  a 
"^^c^ksiclit,  und  eliminiren  damit  x  in  dem  obigen  zweiten  allgemeinen 
^^^«5dnick  für  IV,  so  entsteh!, 
^   ={(//)  —  {lx)a  —  [{Ix)  +  [lx)]x—  {IxY—  (te V—  ...  I 

+  {(0 + (yy-K  (p-Kp> + (p +p>4.  (p. +?>.-.....  [(te) + (ixyQa]  \x 

+  etc. 
^ie  in  diesen  AusdiUckdA  mit  (U)  bezeichnete  Ghösse  ist  wie  friifier  die 
^umme  der  mit  deA  bez.  p  divrdirten  Qiradrate  der  ern^efneit  Glieder 
der  rweifeii  SCätioti^fetcheün. 

Die  Elimination  der  ti,  u  ,  ti  ,  etc.  durch  die  aflgen^einen  Ausdrücke 
des  Art.  20  für  diese  Grössen  aus  dem  vorstehenden  Ausdruck  giebt  für 
H^  einen  Atfsd rock,  der  leicht  auf  die  folgemh)  Form  gebracht  werden 

kann, 

15* 
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P,  A 

..  Hansbn, 

W 

= 

\{LL)  . 

-  (B/)x'  - 

-  {cl)x' — 

'  (<%". 

• 
•    •    • 

+ 

\{BB)x' 

'  +  {Bc)x" 

+  (Bdy 

r 
^^t       •     •    ■ 

—  {Bt)\x' 

+ 

\{Bc)x' 

•+■  {cc)x' 

-1-  {cd)x"' 

"■"    •    •    • 

—  {cl}\x" 

+ 

\{Bd)x' 

■+■  {cd)x" 

+  {dd)x'' 

^^r       •    •    • 

-  WK 

+ 

etc. 

in  welchem 

[3( 


(LL)  ^{U)  +  \[Q-  {pp)]a  -  iilx)\a 
ist.    Dieser  Ausdruck  für  W  ist  dem  obigen,  welcher  der  ADuahroe  an — 
gehört,  dass  die  hier  eingeführte,  und  besonders  betrachtete  Bedingungs— 
gleichung  nicht  vorhanden  ist,  völlig  ähnlich,  und  er  muss  daher  bei  der- 
weiteren  Entwickelung  genau  dieselbe  Form  annehmen  wie  jener. 

24. 

In  allen  vorhergehenden  Entwickelungen  ist  es  unzweirelhaft,  und 
an  sich  klar,  wie  zu  verfahren  ist,  wenn  mehr  wie  Eine  Bedingungs- 
gleichung der  hier  besonders  betrachteten  Gattung  vorhanden  ist,  und 
auch  aus  den  Entwickelungen  des  vor.  Art.  kann  man  schon  entneh- 
men, .welche  Veränderuilgen  der  Ausdruck  von  (LL)  in  diesem  F^lle 
erleidet.  Da  wir  aber  hier  mit  einer  quadratischen  Form  uns  beschäf- 
tigen, so  tritt  die  Abänderung  minder  klar  hervor,  wie  in  Bezug  auf  die 
vorhergehenden  Ausdrücke,  die  alle  linearisch  sind.  Ich  werde  daher 
die  Substitutionen  und  Entwickelungen  des  vor.  Art.  hier  auf  zwei  Be- 
dingungsgleichungen ausdehnen.    Seien  diese 

X  ^:=  x"  +  a 

X  =i  X  +  a 
Die  Elimination  von  x  und  x  aus  demselben  Ausdruck,  der  im  vor.  Art. 
dazu  gedient  hat,  giebt  zuerst 

W=\{ll)  —  [lx)a  —  {Ixy—  [{Ix)  +  (Ix)  +  {lx'')]x"—  [Ix'y— . . . } 
+  \Qx  +pu  -^pu  +pu^^  + . ..  —  [{Ix)  —  Qa]\a 

+  { 0V+  p'u  +  fu^-^pX-^  •  •  •  —  W)  —  0'«']  W 
+  \[Q  +  Q'+  Q'y+  {p  +p+p)u  +  {p^+p;+p:)u 

+(/>,+p>p;K+----[(^)+(^')+(^VO«-(?al!^' 

+  \Qx+p  u+p^  u+p^  u^+,.,  —  {lx  )\x 

+  etc. 

und  die  Gleichungen,  die  zur  Elimination  der  u,  u  ,  u^,  elr.  dienen  müs- 
sen, sind  jetzt 


37]  NEUE  AcSGLEICHUNG  EINES  DrEIECKSNETZES.  221 

_  pa-^p'a'  P-^P'-^P''       •  P"'   j» 

u    —  — •  p         —  -  p  j,  —      -p     Jj    —  . . . 

U     —  p^  p  X  —X    —  ... 

-.    PfA-^pJa'  P»±Pl±pJ'''  P»"    J" 

»„  —  ""  p         ""  p  ^  ""  —p  —  ^   —  ... 

etc.  etc. 

Aus  dem  Vorhergehenden  geht  unzweifelhaft  hervor,  dass  im  gegen- 
wärtigen Falle  die  folgenden  Gleichungen 

(0%"  +  (dd)y'"  +  .  .  .  =  (dO 
etc.  etc. 

in  "welchem 

[CG)  =  {aa)  +  2(fl6)  -i-  2(oc) 

+  (66)    +  2(6c) 
+  (cc) 
(Cc{)  =  (ad)  +  (6d)    -|-  (cd) 
etc. 

(C/)  =  {Ix)  +  (te')  +  (te")  +  |(pp)  +  (p;/)  +  (pp")  -  Oia 

+  \{vv)  +  (p'p')  +  (p'p-)  -  (?>' 
(cö)  =  (£e")  +  [pp')a  +  (pp>' 

etc. 

"'e  Stationsgleichungen  sind.  Eliminirt  man  nun  die  u,  u  ,  »^,  etc.  durch 
"'e  obigen  Gleichungen  aus  dem  vorstehenden  Ausdruck  für  IV,  so 
^^lA  sich 

W  =  {(LL)  —  (C/)x'—  (d/)/'-  .  .  .| 

+  |(cc>"+  (c'd)x"+  ...  —  ((;/)!x" 

+  \{Cd)x  +  (dd)a;"'  +  .  .  .  —  (d/)!«" 
+  etc. 
in  >»Velchem 

{LL)  =  (//)  +  1[(?  -  (pp)]a  -  {j>p')a--  ^Ix)  \a 

+  l[ö'- (K/OK- (P/'>  -  2(te')|a' 

\s^*  Dieser  Ausdruck  von  W  ist  wieder  dem  früheren  vollständig  ahn- 
Vi<^h,  und  muss  daher  auch  bei  der  weiteren  Knt Wickelung  dieselbe  Form 
a^Dehmen  wie  jene.  Der  vorstehende  Ausdruck  für  {LL)  zeigt  unzwei- 
deutig,   wie  dessen  Zusammensetzung  in  jedem  anderen   Falle  sein 

fDUSS. 
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25. 

leb  könnte  biemit  schon  diesen  Gegenstand  als  abgehandelt 
trachten,  werde  aber,  um  möglichst  vollständig  zu  sein,  die  noch 
zuführenden  Umformungen  kurz  durchgeben,   und  dabei  wieder  an 
men,  dass  nur  die  besondere  Bedingungsgleicbung 

vorhanden  sei,  da  die  FSille  von  mehreren  solchen  Bedingungsgleichu 
daraus  von  selbst  folgen. 

Setzt  man  in  die  erste  Zeile  des  letzten  im  vorvor.  Art.  ft 
erhaltenen  Ausdrucks 

a:  =  y  —  z  ,  X  ^=i  y  —  z  ,  x  =s  y  —  z  ,  etc. 
und  vergleicht  darauf  den  übrigen  Theil  desselben  mit  den  Gleichui 
für  die  x\  x\  x"',  etc.  der  Art.  20  u.  22,  so  bekommt  man  leicht 
W  =  \{LL)  -  (Ä%'-  (cl)y'-  (4%"-...} 
+  \{Dl)z'-h  {c[)z'-t-  {d[)z''  +  ...\ 
+  (/■+  qa)il)  +  (j^  +  ra){II)  +  {h  +  sa){lU)  +... 

Die  Stationsgleichungen  des  Art.  20  geben  aber 

{Bl)z  +  {cl)z  +  {dl)z''+...  =  \{BB)z  +  {Bc)z''+{Bd}z'"+...\y' 

+  I  {Bc)z  +  {cc)z''  +  (crfjz"'  + . . .  |y* 
+  j {Bd)z'  +  {cd)z  +  [dd)z"  + . . .  jy 
+  etc. 

und  die  ersten  Gleichungen  des  Art.  1 4,  die  in  beiden  Verfahrungsj 
gelten,  machen  die  rechte  Seite  dic'ser  Gleichung 

=  l(/)(?  +  9'J+(/^)('-  +  r')  +  (///)(s  +  *')  +  .. 
+  !(/)<?"  ^{U)r  +(///)/         +.. 

+  l(/)7'"         +(W)r"'         +(///)«•"         +.. 
+  etc. 

Die  Gleichungen  des  Art.  22   für  die  F,  6\  //,  etc.   geben   biemit 

Gleichung 

{Bt)z  +  [cl)z  -h  [dl)z  +  .  .  . 

=  (F_  /•_  qa){l)  +  (G  -g-ra){II)  +  [U  -h-sa){W)  - 

und  biemit  bekommt  man  sogleich  wie  früher 

W  =  \{LL)  -  (Ä%'-  (c%-  (%'"_ . .  .| 
+  |F(/)  +  G(//) +//(///) +  ...1 

Da  ferner  wieder  für  jede  einzelne  Station 


u 


m 
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{LL)  -  (Ä)y'-.  {%"- (dOy--- .  .^.  «  («,») 
ist,  wenn  n  die  Anzahl  der  Richtungen  y\  y\  y"',  etc.  oder  vielmehr  die 
Anzahl  der  Slationsgleichuiigen  bezeichnet^  die  auf  dieser  Station  vor- 
banden sind,  und  im  sweiten  Tfaeiie  der  Auflösung  wieder 

F(/)  +  G(II)  +  H{in)  +  ...  =  /(, 
ist«  weon  q  die  Anzahl  der  Bedingungsgleichungen  bezeichnet,  die  hier 
berttcksichtigt  worden  sind,  so  wird  schliesslich 

W  =  ^{ll^n)  +•  Ä, 
wie  in  dem  Falle,  wo  die  hier  besonders  betrachtete  Bedingungsglei- 
chung nicht  vorhanden  ist.    Der  einzige  Unterschied  in  dieser  Berech- 
nung besteht  in  dem  Unterschiede  zwischen  (LL)  und  (//),  da  aber  die- 
^r  verschwindet,  wenn  a  s=  0  ist,  so  ist  der  am  Ende  des  Art.  16  in 
Be^ug  auf  die  Summe  der  Fehlerquadrate  aufgestellte  Satz  hiemit  zu- 
g'eich  bewiesen. 

Ich  wiederhole,  dass  man  aus  dem  im  vor.  Art.  fUr  den  gegenwar- 
^'Sen  Fall  erhaltenen  Ausdruck  für  [LL)  den  bez.  Ausdruck  für  jeden 
o^ttglichen  Fall  leicht  erhalten  kann.    Man  erkennt  z.  B.  aus  demselben, 
d^&£  fllr  das  im  Art.  21  aufgestellte  erste  Beispiel 

{LL)  =  (tt)  +  i[(y  -  {py)]a^  -  2(te')|a 
u^c]  (Ur  das  dortige  zweite  Beispiel 

{LL)  =  («)  +  \[Q'  -  (pV)]«"  -  ippla"-  2{br)\a 

+  |[Ö"~  ip'plV-  ipVy  -  2(te")ia"' 
^v^rd,  und  sieht  zugleich  daraus,  welchen  Ausdruck  [LL)  in  jedem  an- 
deren Falle  annimmt. 

26. 

Man  erkennt  zwar  leicht,  dass  im  gegenwärtigen  Falle  auch  die 
Berechnung  der  Gewichte  nach  den  allgemeinen  Ausdrucken,  die  ich 
dafbr  gegeben  habe,  auszuführen  ist,  aber  um  keinen  Zweifel  darüber 
^rig  zu  lassen,  werde  ich  die  Ableitung  derselben  mit  Berücksichtigung 
der  hier  eingeführten  Bedingungsgleichung  wieder  aufnehmen,  und  auf 
ähnliche  Weise  durchführen,  wie  es  in  meinem  oben  angezogenen  Auf- 
salze »Kurz  gefasste,  rationelle  Ableitung  u.  s.  w.«  geschehen  ist. 

Vor  Allem  bemerke  ich,  dass  hier  ohne  Ausnahme  die  Ausdrücke 
für  die  hier  gegebenen  beiden  Yerfahrungsarten  dieselben  werden  müs- 
sen, da  der  Unterschied,  den  die  beiden  Gleichungen 

X  =  X  und  X  sss  X  +  a 


darbietet,  und  auf  welchen  die  Verschiedenheit  der  beiden  Verfahruni^ 
arten  beruht,  hier  nicht  die  mindeste  Verschiedenheit  bewirken  kan 
Die  Function,  deren  Gewicht  zu  ermitteln  ist,  soll  wie  in  dem  angez* 
genen  Aufsatze,  und  wie  in  der  oft  angezogenen  Abhandlung 

J2  =  €ö  +  fcp  +  Kx  +  fe  V  •+•  fc  V  +  .  .  . 

sein,  welche  vermittelst  der  zweiten  der  beiden  vorstehenden  Gleichui 
gen  in  die  folgende  übergehl, 

« 

J2  =  0)  +  &a  +  (fc  +  U)x  -I-  &V+  fcy -♦-  .  •  . 

und  darauf  in 

J2  =  CO  -I-  &a  +  (fc  +  k')y  +  k^y"  +  k"'y"'  -¥  .  .  . 

—  (&  +  k)z  —  &V  —  feV  —  ... 
verwandelt  werden  kann.    Multiplicirt  man  aber  die  Gleichungen  für  die 
z\  2",  z\  clc.  des  Art.  1 4,  die  in  beiden  Verfahrungsarien  Geltung  haben, 
bez.  mit  fc  +  ft'i  k\  k"\  etc.  und  addirt  die  Producte,  so  entsteht 

=  {fjM){!)  -I-  (xJ»f)(//)  -I-  (AM )(///)  +  .  .  . 
nachdem 

(f,M)  =  {ßf]){k  +  k')  +  {ytl)k' +  {dfi)k' 

(xW)  =  (/?x)(&  +  &')  +  fyx)r  +  {ik)k' 

{XM)  =  {ßk){k  +  k)  +  {yk)k"  +  {dX)k' 

etc.  etc. 

gesetzt  worden  sind.    Stellt  man  aber  die  Gleichungen 

{7]t])a  +  [ii%)ß  -h  [iiX)Y  +  .  .  .  =  (//M) 
[r^%)a  +  (xx)/?  -I-  (xA)y  +  .  .  .  =  (xM) 
(^A)a  +  (xA)/?  +  (AA)y  +  .  .  .  =  ißl) 
etc.  etc. 

auf,  so  erhalt  man  durch  die  Verbindung  derselben  mit  den  P]ndg|pi- 
chungen  des  Art.  15,  die  in  beiden  Verfahrungsarten  Gültigkeit  haben, 
die  Relation 

(^/i^/)(/)  +  (xM)(//)  +  (AM)(///J  +  .  .  . 
=  /  a  -h  G/S  +  //y  +  .  .  . 

wodurch 

J2  =  ö>  +  &a  +  (fc  -h  fc')/y'  +  k"y"  +  k'y"  -¥-  .  .  . 

—  Fa  —  G(i  —  IJy  —  .  .  . 

wird.  Die  Substitution  der  ersleri  Ausdrücke  für  die  F  ,G,  H,  etc.  des 
Art.  22  giebt  hierauf 


Hl 


M 


MI 
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J2  =  cö  +  fca  —  (/'  +  (]a)u  —  {g  +  ra)ß  —  (A  +  m)y  —  ... 
+  Ky  +  Ky  +  K  y    +... 

K'  =(fcHHfc')-(g  +  g>-(r+r')/?-(«+.>-.  .  . 
K*  =     k"       —     q^a       —     rß      —     /y       —  ... 
=     fc        —     q  a       —     r  ß      —     8  y      —  ... 
etc.  etc. 

gesetzt  worden  ist.   Da  in  diesem  Ausdruck  flJr  Jl  alle  Grössen,  die  von 
den  Beobachtungen  abhängen,  in  den  y\  y\  tf,  etc.  enthalten  sind,  so 
Vann  der  Satz  des  Art.  23  der  oft  angezogenen  Abhandlung  darauf  un- 
mittelbar  angewandt  werden,  und  giebt,  wenn  das  Gewicht  der  Function 
Sl  mit  P  bezeichnet  wird, 

-i-  =  r2|[2,2]}  +  ?rr{[2.3]!  +  2rir"{[2,4]i  + . . . 

+  K"2|  3,3  j  +  %KT\  3,4  {  +  •  .  . 


+  K'^^l  4,4 

+  etc. 
wo  die  CoefBcienten  der  verschiedenen  K  diejenigen  sind,  die  im  Art.  1 4 
eingeführt  und  erklärt  wurden. 

27. 

Stellen  wir  jetzt,  um  den  Ausdruck  von  P  zu  reduciren,  die  fol- 
genden zwei  Systeme  von  Gleichungen  auf 

[BB)B  +  [Bc)  C  +  {Bd)D  =  K' 

[Bc)B  -^[00)0  +  {cd)D  =  K" 

{Bd)B  +{cd)C  +  {dd)D  =  K'" 

etc.  etc. 

{BB)B'  +  {Bc)C  +  (Bd)ü  =  fc  -I-  fc 

{Bc)B  +  [cc)C  +  [cd)D'  =  k" 

iBd)ß  +  {cd)C'  +  [dd)D'  =  r 

etc.  etc. 

Da  in  diesen  Gleichungen  die  Coefßcienten  der  Unbekannten  dieselben 
sind,  wie  in  den  Stationsgleichungen  der  Artl.  13  u.  20,  so  erhalten  wir 
durch  die  unbestimmte  Auflösung  derselben 

B«![2,2]|Ä'+{[2,3]|Ä''+  \[i,i]\K- 
C  =s  }[2.3]jÄ'  +  1  3,3  jr  +  t  3,4  \K' 
1>=|[2,4]JÄ'  +  1  3,4  jr+  t  4,4!Ä' 
etc.  etc. 


rUI 

"^^    ... 

'lU 

"^■^      ... 


•     •      • 


Ä'=  i[2.2]{(fc  +  &')  +  j[ä,3]|r  +  \[%W  +  •  •  • 

C  =  }[2,3]j(fc  +  &')  +  I  3.3  jr  +  I  3,4  \kr  +  .  .  . 

ö'==  {[2.4]i(ifc  +  k')  +  \  3,4  Ife"  +  j  4,4  {&"  +  .  .  . 
etc.                                 etc. 

wie  im  Art.  1 4.  Nimmt  man  von  diesen  Gleichungen  die  Unlerschiedo, 
und  substituirt  die  Ausdrücke  der  K\  K",  if^  etc.  des  vor.  Art.,  sa 
ergeben  sich  sogleich 

ß  -8  =  (/?»;)«  +  (/?x)/?  +  0?A> 

D  —  D==  (*/)«  +  {<k){i  +  {dk)y 
etc.  etc. 

und  hieraas 

0  =  (ir  —  Ä)Ä'  +  (C"  —  C)K"  -*-  {D'  —  D)K'"  +  .  .  . 

Endlich  gelten  die  vorstehenden  Gleichungen  auch  leicht 

B'K'  +  CK'  +  DK"  +  .  .  .  =  fi(jt  +  fc)  +  Ck'  -¥  Dk"  +  ... 

Durch  Hülfe  dieser  Gleichungen  erhält  das  Gewicht  P  nach  und  nach  die 
folgenden  Ausdrücke 


... 


P   = 


Blfc+fcO  +  Cr+D* 


w 


p  =  — i- 


wo 


R  =  B\k  +  &')  +  er  -I-  or  +  .  . . 

sind.  Da  diese  zuletzt  erhaltenen  Ausdrücke  auf  dieselbe  Weise,  wie  in 
der  oft  angezogenen  Abhandlung  gezeigt  ist,  in  die  folgenden  umgewan- 
delt werden  können, 


R  = 


(BB)   ^     {cc,\)    ^    (dd,2) 


~  in^)  ^  (««.<)  ■*"  (^.«)  ■*"••• 
so  erkennt  man,  dass  die  Berechnung  der  Gewichte  hn  gegenwärtigen 
Falle  dieselbe  ist,  wie  in  dem  Falle,  wo  die  hier  eingeführte  Bedingungs- 
gleichung nicht  vorhanden  ist,  nur  muss  man  im  gegenwärtigen  Falle, 
gleichwie  bei  der  Berechnung  der  Wertbe  der  Unbekannten  selbst,  von 
den  CoefGcienten,  die  den  Richtungen  angehören,  die  Schenkel  des  vor- 
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ir  bestimmten  Winkels  bilden,  allenthalben  die  Summe  anwenden. 
Hiemit  ist  der  zweite  zu  Ende  des  Art.  16  ausgesprochene  Satz  bewie- 
sen, und  man  erkennt  überdies,  dass  in  beiden  im  Vorhergehenden  ab- 
g^eleiteten  Verfahrungsarten  die  Berechnung  der  Gewichte  genau  die- 
selbe ist. 

28. 

Es  ist  an  sich  klar,  dass  die  Anwendung  des  hier  erklärten  Ver- 
fahrens nicht  auf  die  Gattung  von  Bedingungsgleichungen  beschränkt 
ist,  auf  die  es  hier  angewendet  worden  ist.    Man  sieht  leicht  ein,  dass 
es  auch  auf  eine  beliebige  Anzahl  der  Bedingungsgleichnngen,  ja  strenge 
genommen  auf  alle,  die  das  Üreiecksnetz  als  solches  darbietet,  angewen^ 
del  werden  kann.    Wenn  man  aber  dieses  Verfahren  auf  die  Seitenglei- 
chungen anwenden  wollte,  so  würde  man  in  ziemliche  Weitläufligkeiten 
gerathen,  während  die  Anwendung  auf  die  Winkelgleichungen  weit  ein- 
facher wird.    Da  es  scheint,  dass  diese  Anwendung  in  manchen  Fällen 
von  Nutzen  sein  kann,  zumal  wenn  man  nicht  allzuviele  Winkelgleichun- 
gen hinein  zieht,  so  will  ich  die  Ausdrücke  für  die  Behandlung  Einer 
Winkelgleichung  auf  diese  Art  ableiten. 

29. 

Die  Winkelgleichung ,  die  ich  der  Betrachtung  unterziehen  werde, 
soll  einem  Dreieck  angehören,  und  kann  daher  in  der  folgenden  Gestalt 
aufgestellt  werden, 

{X'  +  x)  _  (X  +  a?)  +  (X"  +  O  -  {X"  +  x) 

+  (r  +  /)  -  {r+  x")  =  180«  -h « 

wenn  €  den  sphärischen  Excess  dieses  Dreiecks  bezeichnet.  Nun  kann 
man  aber  immer  ohne  Mühe  sogleich  am  ersten  Anfange  der  Rechnung 
die  vorläufigen  Werthe  der  Richtungen  so  annehmen,  dass 

Jf'—  X  -I-  X"—  X'-h  r-  X"=  180«  +  e 

wird,  und  hieraus  folgen  die  Gleichungen 

a?  —  a?    +  X    — a?     -^  x     — a;     =0 
cte  —  da?'  -♦•  dir"  —  dx"'  +  dx""  —  dx   =  0 

die  ini  gegenwärUgeD  Falle  nach  dem  zweiten  Verfahren  des  Art.  3  an- 
zuwenden sind. 


Von  den  sechs  Gliedern,  aus  welchen  jede  der  beiden  vorsteh^^  ■ 
den  Gleichungen  besteht,  gehören  je  zwei  einer  andern  Station  an,      £ 
dass  drei  verschiedene  Stationen  in  Betracht  kommen.   Es  wird  dienlm  d 
sein,  dieses  in  der  Bezeichnung  der  betreffenden  Grössen  auszudrtlck 
und  es  soll  daher  die  bis  jetzt  angewandte  Bezeichnung  ungehindert 
Tür  die  Station  gelten,  die  man  die  erste  nennen  will;  für  die  beid 
anderen  Stationen  sollen  zwar  auch  dieselben  Buchstaben  und  dieselbe ^ 
an  diesen  angebrachten  Striche  angewandt  werden,  aber  jeder  soll  \0^ 
Klammern  eingeschlossen,  und  ausserhalb  dieser  unten  mit  Einem  be?  ^ 
zwei  Strichen  versehen  werden.    Es  werden  demnach  für  die  zweite 
Station  die  Richtungen,  und  die  Verbesserungen  der  Anfangspunkte  der 
Gyri 

H»  (fl'  (A'  etc.     (tt),,  (tt)  ,  (iij,,  etc. 
und  für  die  dritte  Station  dieselben 

W„.  (^').»  (A'  e^c-    W.'  W«'  W.'  ®^- 

sein,  und  die  bisherige  Bezeichnung  aller  übrigen  Grössen  soll  auf  die- 
selbe Weise  Für  die  zweite  und  dritte  Station  abgeändert  werden.  Die 
Gleichungen  des  vor.  Art.  stellen  sich  daher  jetzt  auf  folgende  Weise  dar, 

X'  -  X  +  {X'\  -  (X)^  +  (XI -  (X)^  =  1 800  ^  , 

x  —  x-^  (^),   —  (^'),   +  (^).  —  (^'l    =  0 
dx  —  da?'  +  d(a:)^  —  d{p)^  +  {/(ä?)^^  —  d(d?')^  =  0 

31. 

Wenden  wir  uns  zur  Minimalgleichuug  des  Art.  8 ,  so  könnten  wir 
diese  durch  die  Einführungen  der  obigen- Bezeichnungen  in  beliebigem 
Maassc  erweitern,  aber  ich  halte  dieses  für  unnöthig,  da  sich  aus  der- 
selben auch  in  der  Ausdehnung,  die  ihr  dort  gegeben  worden  ist,  die 
hier  erforderlichen  Gleichungen  in  der  neuen  Bezeichnung  ableiten  las- 
sen. Eliminiren  wir  aus  dieser  Minimalgleichung  zuerst  dx^  und  machen 
darauf  jeden  CoeiTicienten  aller  übrig  bleibenden  Differentiale  für  sich 
Null,  so  ergeben  sich  zuerst  die  folgenden  Gleichungen, 

für  die  erste  Station 
0  =  po;  +  pV  -h  p V  -h  .  .  .  -h  A* 

Oll.  "        "  m  m  Wk 

=  px  +  p,X    +  p,X    -h  .  .  .   -h  PU^ 

m 

etc.  etc. 
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Qx  +  0'x'+  (p  +  p')u  +  (p,  +  p/)«,  +  . .  . 

=  m  +  (^]  -  (w+  9)  -  mr'-*-  ♦•)-••• 

OV  +  p'u  +  pX  + . . .  =  {Ix')  —  (/)?"  —  (/7)r"  —  . . . 
Q-x"  +  p-tt  +  p>,  + . . .  =  (te")  -  (/)f  -  (//)r"'  -  . . . 

etc.  etc. 

für  die  zweite  Station 

0  =  (p),H  +  (p'M  +  (p")K),  +  •  • .  +  (nw, 

0  =  (P,)K  +  {p>'),  +  (p."),{^a  +  . . .  +  (/»,),(«.), 

etc.  etc. 

-  0*— p« — p  «, — . . .  -»-  (0),(^),  +  (p),(«), + (p,),(u ), + . . . 

=  [(/(x) j  -  (te)l  -  {/)((9),  -  9)  -  W(W,  -  r)  - . . . 

+  ox+p., +p,tt, + . . . + (0')/^^'),  -»-  (p'),(«),  -»-  (!>;),(«,), + •  •  • 

= [(/(x-),) + (ix)]  -  mq). +q)-  mn + o  - . . . 
((r),{0,+ {p')H+  (p;)M+  •  •  •  =  (^(^a)  -  m").  -  mr).- . . . 

etc.  etc. 

für  die  dritle  Station 

0  =  (P)»«  +  (P')>')„  +  (/)>").  + .  • .  +  {P)JA, 

0  =  (p,)»„ + (p;)>')„ + (p;).(^")„ + . . . + {/*,)„(«)„ 

etc.  elc. 

-  0^ — P« — p  tt,  — . . . + {QUA  +  (p1(«)„ + (p;)„(« ).  +  ■ . . 

«  [{l{x)J  -  {Ix)]  -  {l){{ql  -q)-  {II){{rl  -  r)  - . . . 

Qx  +jm  +pu +...-*-  {Q'lixX  +  {p\{ul  +  (p;)„(m,)„  +  . . . 

=  [(¥1) + m  -  (/)((?').+ 9)  ~  (//)((0,+ »•)-•.. 
«r)>"),+(p")»„+(p;)(«  )„+.■•  =  (/(x) -(/)(a-(//)(r")-... 

etc.  etc. 

32. 

Die  Elimination  von  x  durch  die  bez.  Gleichung  des  vorvor.  Art. 
giebt  hierauf 

fUr  die  erste  Station 

0  =  (p  -Hp>'  +pV  +px"'  +...—p{x)^  +p{x'\—p{xl  +pix\  +Pu 

etc.  etc. 
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(0'  +  (?)x  -  Q{xl  +  Q{xl  -  Q{xi  +  Qix'l 

+  {p  -!-/»> + (p,  +p;)u, + . . . 

:=[(to')4-(to)]  -  (/)(,'  +  ,)  -  {//)(r  +  r)  - . . . 

OV  Hh  ?'«+?>,  +  . . .  -  (te")  -  (/)f  -  (//)f'  -  . . . 
0-a;'"  -i-  p"«  +  p>,  +  . . .  =  (te")  -  (7)9-  -  {II)r"  - . . . 

etc.  elc. 

fitir  die  zweite  Station 

0  =  (p,),(4 + (p/)/^'), + (p;)/o. + .  •  • + (a(« ). 

elc.  etc. 

-  Qx  -i.{{Ql+Q){x\-Q{x),-^Q{x)-Q[xl 

—  pu— pu  ~  . . .  +  {pl{u\  ■+■  {pXH.  ■»-••• 

=  [(M)  -  (te)]  -  (1)  ((g),  -  9)  -  (//)  {(r),  -  r)  - . . . 

+  0^"'  -  0(0^),  +  {{Ql  4-  (?)  (4  -  0(4,  +  0  (^X 
+  pu  +  PU+...  +  {p'){u\  -*-  (;*,'),(«,),  + . . . 

=  [{l{x),)  +  {Ix)]  -  (/)  {{ql  +  ,)  -  (//)  ((0,  +  r)  - . . . 

(o').(n+ (p  ),H+  (p;),w.+ •  • .  =  ('(A)  -  (')(?•)-  (i/)n-  •  • . 

etc.  elc. 

für  die  dritte  Stalton 

0  =  (p)».  +  ipWi  +  ipWl  + .  •  •  +  if).i*), 
0  =  (p,lH + (p,l(^').  -•-  (P/KA + • .  • + (^,)M 

etc.  etc 

-  Qx-  +  Q{xl -  0(x'),  -I-  {{Ql  +  Q) {x)-  Q{x\ 

—  pu  —  p,u—...'h  {p\{Hl  -*-  (p,)„(u  )„  -!-... 

=  [(/(x)  J  -  (te)]  -  (/)  {(9).  -  ?)  -  (//)  ((r)„  -  r)  -  . . . 

+  Öx'-0(4  +  0(«'),-0W„-l'(m-K0)n 

■»-  P"  +  P,«  + .  • .  +  (p').(m)„  -»-  (?,')„(«).  +  •  •  • 

= _[{^')J  +  m  -  (/)  ((9l  +  9)  -  W  {(0. + r)  - . . . 

"  (0")„M.+>p\K+ (p.K« ).+ •  • .  =  f/(A)-(')(A-™0.— •• 

etc.  elc. 
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33. 

Durch  die  Elimination  endlich  der  verschiedenen  u  aus  diesen  Glei- 
lungeo  entstehen  die  folgenden. 

[BB]x'  +  [Bey  +  [Bdlx"  -t-... 

-  [aBMxl+[aB]{x')-[aB]{xX+[aB]isl 

=  [(to')M-(to)]~(/)(g'4-y)~(JJ)(r'-|-r)--... 

[Bc]x  +  [cc]x'  +  [cdlx"  + . . . 

-  [ac]{x\  +  [ac]{x'l-[ac]{xl  +  [ac]{xX 
=  {lx')-{I)q-{Iiy-... 

[Bd]x  -f-  [cd]x  -f-  [dd]x"  + . . . 

-  [ad\{xl+[ad]{x')-[ad]{xl+[ad\{xl 
=  (te-)-(/)g'"-(i/)r--... 

etc.  etc. 

-  [aB]x  —  [oc]  j:*  —  [a(f]x'^  —  ... 

-»-  [«>*].(^).  +  [«ß],(^'), + M,M, + •  •  • 

+  [aa]{x)^  —  [aa]{x\ 

=  [( W  -  m  -  {/)  U  -  9)  -  (//)  (H  -  r)  - . . . 

+  [aß]»,  +  [ß6],(a;').  4-  M,(A  4- . . . 

=^W))  +  {lx)]  -  (/)  ((9'),  +  9)  -  (//)  ((r ),  4-  r)  -  . . . 

=  (/(/),) -(/)(?'),-(^/)(0-..- 

etc.  etc. 

-  [aß]  x'  —  [ac]x"  —  [adlx"  — . . . 

+  [«o](x),--  [ao](«'), 

+  [Aa]».  +  [aß]>')„  4-  [ac]>'),  + . . . 

=  [(/(x)J_- (te)]  -  (/) ((9).- 9)  - (//)  ((r).  -  r)  - . . . 

[aß]  x'  4-  [ac]  x  +  [od]a;"'  + . . . 

-  [a«](^),4-  M(aj'), 
4-  [oß]»„4-[6ß](x)„4-[H{A4-... 
=  [(/(x'U  4-  (te)]  -  (/)  ((g'),  4-  9)  -  (//)  (n  4-  r)  -  . . . 


/M 
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[«c],W,  +  [bcU^X  4-  M.(0,  +  •  •  • 

etc.  etc. 

Nehmen  wir  die  Bedeutung  der  mit  zwei  Buchstaben  des  kleinen 
Alphabets  bezeichneten  und  in  viereckige  Klammem  eingeschlossenen 
Grössen  eben  so  wie  früher,  nemlich 

[aä]  ^Q-{pp) 

[ab]  =       —  [pp) 

[ac]  =       —  {pp") 
etc. 

[66]  =  Q-  {pY) 

[bc]  =       —  (pY) 

etc. 

[cc]  =  0"  —  (p  pO 
etc. 

und  behalten  ilUr  die  erste  Station  diese  Bezeichnung  unverttndert  bei, 
während  wir  für  die  zweite 

[aa]^  ,  [ab]^  ,  etc.  [66]^  ,  etc.  etc. 
und  für  die  dritte 

[flfl]^  ,  [ab]^^ ,  etc.  [66]^^ ,  etc.  etc. 
schrcihen,  so  sind  in  den  vorslehonden  Gleichungen  die  auf  diese  Weise 
bozeichnelon  Coofficienten  erklärt.     Die  übrigen  CoefTicienten  sind  durch 
jeno  auf  folgende»  Art  gegeben, 

[BD]  =  [66]  +  2[a6]  +  [aa] 
[De]  =  [bc]  +  [ac] 
[DJ]  =  [bd\  +  [ad] 
etc. 

[aB]  =  [ab]   +  [aa] 

[aA]^^=  [aa]^  +  [aa] 
[ani  =  [abi  -  [aa] 
etc. 


m  _=  [bbi  +  [««] 

lAa''-    =  faal    +  \aa] 
\bBl  =  [bbl  +  [««] 
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3i. 

Man  kann  nun  die  mehrmals  angeführte  Bedingungsgleichung 

0  =  Nx  +  N'x  +  iVV  +  A' V  +  .  .  . 

in  die  Gleichungen  des  vor.  Art.  einführen,  diese  dadurch  in  von  einan- 
der unabhängige  verwandeln,  und  bewirken,  dass  eine  gewisse  Anzahl 
der  Coefßcienten  verschwindet,  wodurch  ihre  Auflösung  vereinfacht 
wird.  Die  Einführung  dieser  Bedingungsgleichung  kann  auf  verschie- 
dene Weise  ausgeführt  werden.  Man  kann  sie  unmittelbar  in  die  obigon 
Gleichungen  einführen,  man  kann  sie  aber  auch  in  die  ursprünglichen 
Gleichungen  der  drei  hier  in  Betracht  kommenden  Stationen  einführen. 
Schliessen  wir  zum  Zeichen,  dass  diese  Einführung  auf  die  eine  oder 
die  andere  Art  vorgenommen  worden  ist,  wie  früher,  die  CocfBcien- 
len  in  runde  Klammern  ein,  und  trennen  die  Glieder  ab,  die  von  den 
bis  jetzt  nicht  berücksichtigten  Bedingungsgleichungen  abhängen,  so 
bekommen  wir  im  gegenwärtigen  Falle  die  folgenden,  sich  auf  alle 
drei  hier  in  Betracht  gekommenen  Stationen  erstreckenden  Slationsglei- 
chungen, 

(Ä%' + (ß^y + (Äc/)/  + . . . 

-  {aB)(yl+  {aB){yl - {aB)[yl  +  {ali){i,\  =  (Lr)  +  (/:r) 
(ßc)y'  +  {cc)y"  +  {cd)y"  -h  . .  . 

[Rit)y  +  {cd)y  +  (dJjy"'  +  . . . 

etc.  etc. 

—  («/%'  —  (flc)y*  —  My'*'  —  •  •  • 

+  (aÄ).(y),  4-  {aB),{y'l  +  (acKy'),  +  . . . 

+  W(y).  -  H{y\  =  iW  -  (^) 

{aB)y'  -f-  {ac)y"  +  {ad)y"  + . . . 

etc.  etc. 

AMiaBdI.  d.  K.  S.  (SMelltrh.  d.  Wisiiensnh.  XIV.  10 
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+  (««)(y) — («ö)(y'), 

(aß)  y  +  (ac)y"  +  (od)!/"  -»-... 
—  (aa)(y),+  (*«)(y'), 

«(yl  +  (H(y')„+  «(»').  +  •••  =  (/(A) 

etc.  etc. 

in  welchen  immer  eine  Anzahl  der  CoefBcienlen  gleich  Null  gemacht 
werden  können.  Ausser  dem  oben  darüber  schon  angeftahrten,  verweise 
ich  auf  das  unten  folgende  Beispiel. 

35. 

Betrachten  wir  jetzt  den  zweiten  Thcil  der  Auflösung,  so  folgt  aus 
den  Entwickolungen  dieser  Abhandlung  unmittelbar,  dass  sie  oben  so 
durchgeführt  werden  muss,  als  wäre  die  oben  bezeichnete  Bedingungs- 
gleichung den  Stationsgleichungen  nicht  einverleibt  worden.  Nur  darf 
diese  nicht  unter  den  übrigen  Bedingungsgleichungen  einbegrifTon  -wer- 
den,  und  man  muss  allenthalben  in  den  dem  zweiten  Theil  der  Auf- 
lösung zufallenden  Hedingungsgleichungen 

9'  +  (/ 
r   +  r 

S     +  8 

etc. 

(7),  -  '/ 

etc. 

(»■'),  +  *• 

etc. 

(«l  - « 

otc. 
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n  +  r 

etc. 

inenden.  Auch  die  Berechnung  der  Summe  der  Fohlerquadrate,  und 
der  Gewichte  bleibt  nach  Anwendung  der  vorstehenden  Additionen 

Subtractionen  dieselbe  wie  früher. 

Man  kann  die  vorsiehenden  Entwickelungen  leicht  auf  so  viele 
kelgleichungen  ausdehnen  als  man  will. 

36. 

Die  Entwickelungen  dieser  Abhandlung  sollen  jetzt  durch  einfache 
piele  erlilulert  werden.  Ich  nehme  zuerst  ein  Viereck  vor,  und  be- 
ine  die  Eckpunkte  oder  Stationen  desselben  mit  den  Zahlen  (1),  (2), 
(4),  so  wie  die  wahrscheinlichsten  Werlhe  der  Richtungen  auf  der 

Station  (1)  nach  (2)  mita:(i), 

»         »      »     (4)    »    a;(2)i 
»         »      »     (3)    »    ir(3)i 

Station  (2)  nach  (4)  mit  x{i  )2 

»         »      »     (3)    »    x{2}i 

»  »  »        (1)      »      X(ß)2 

Station  (3)  nach  (1)  mit  x{i}i 
»  »       »     (2)    »    ar{2)3 

»         »      »     (4)    »    aj(3)3 

Station  (4)  nach  (3)  mit  x{i)A 
»  »  »  (1)  »  x{i)i 
»         »      »     (2)    »    j:(3)4 

orlHufigen  Werlhe  dieser  Richtungen,  die  mit(i)i,  (2)i,  (3)i,  (1)2,  elc. 
ehnet  werden  sollen,  seien  mit  Einschluss  der  Centrirungen 

(1),  =  359«  59'  27"369 

(2)i  =    55    59  19.167 

(3)t  =    82    23  13.969 

{1)2  =  359    59  59.853 

(2)2  =    51    22  37.000 

(3)2  =     93    55    17.369 

46* 


(1)3  =  359.  59 
(2)3=  55  3 
(3)3=  137  16 
(1)4  =161  4 
(2)4  =177  24 
(3)4  =  207  29 


43.969 
20.000 
3.776 
40.000 
31.316 
22.000 


wonach  man  dieses  Viereck  leicht  aufzeichnen  kann.    Die  BediagurA^ss- 
gleichungen,  die  dasselbe  liefert,  können  wie  folgt  aufgestellt  werde' 

.  .  a;(3),  —  a;(l),+a;(3)2  — x(2)2  +  a;(2)3  — «(1)3  =  180«  0'  2" 
.  .  a;(2)2--x(1)2  +  a;(3)3  — x(2)3+a;(3)4  — x(1)4  =  180  0  5. 
.  .  a;(2)i  —  x(1 ),  4-  x(3)2  —  x{\  )i  +  a;(3)4  —  a;(2)4  =  1 80    0    5. 


sin  (a:(8)i— a!(8)i)  sin (a;;8)g— x(ä)i)  sin (a;(»)«— .r(< )«) 
sin(x(8),-x(l),)  sin  {x{i]t-xH)i)  8in(:r(»)4-a;(4)4) 


=  1 


(77). 
(777)  . 

{IV). 

welchen  ich  die  Bedingungsgleichung 
(V)  .  .  .  x{i)i—x{i),  =  55«  59'  51"798 

hinzuftige,  wodurch  dem  Winkel  zwischen  den  beiden  Richtungen  x{\ 
und  x{Z)\  im  Voraus  ein  bestimmter  Werlh  beigelegt  wird,  welcher  au 
den  Ausgleichungsrechnung(^n  wieder  hervorgehen  muss.     M»n  sieht, 
dass  die  oben  angeführten  vorläuGgen  Werlhe  dieser  beiden  Richtungen 
so  angenommen  worden  sind,  dass  sie  schon  der  Bedingungsglcichuni; 
(V)  gnügen,  gleichwie  im  Art.  7  verlangt  wurde. 

37 

Die  Ueberschüssc  über  die  obigen  vorläufigen  Werthe  der  Rich- 
tungen, die  durch  die  Reohaclitungen  erhallen  worden  sind,  sollen  die 
folgenden  sein,  die  ich  sogleich  in  der  Form  der  zweiten  Stalionstäfel- 
chen  aufstelle,  da  die  Kenntniss  der  ersten  StationsUlfelchen  hier  von 
keinem  Interesse  ist. 


H 
6 


St. 

(<). 

Nr. 

1 
2 
3 
4 

{/x) 

0 

p 
p" 

_  .^^^ 

- 1 5"750 
-2.000 
-7.8.34 

+7"250 
+  15.750 

-4-5.417 

(3) 

-7''25Ö 

-♦.2.000 
-4-2.417 

P 

22 

2 
10 

p 

1 4.0 
11.0 

1.0 

3.. 333 

"56" 
44 
4 
30 

-2o"584 

-4-28"417 

— 2"833 

134 

34 

P 
15.333 

60 

40 

1.34 

P' 

P" 

14.333 
28.333 

4.333 
17.333 
18.333 

^^ 

34 
60 
40 

1 

53] 
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(//)  =  39.96 
logiV  =  0.2772  ,  logiV'  =  0.8791  ,  logiV"  =  0.3596 

St.  (2). 


Nr. 

{' 

S 
3 

(te) 

M) 

— 8"486' 
+4.500 

(8) 

(3) 

P 

24 

5 
6 

P 

"63 
40 
42 

85 

p»:P 

7.0 
2.5 
3.0 

^3"457 
-4.500 
-5.700 

+44"943 
+5.750 

— 6"956 

— 4O"707 

+  17"633 

J?_ 

26 

32 

27         J 

85 

P 

P' 

P" 

P 

{,. 
P 

9.5 

9.5 
42.5 

7.0 
40.0 
40.0 

^ 

26 
32 

27 

logiV=  0.41  n,  logiV' 


22.64 

0.5663  ,  logiV'  =  0.4337 


St. 

(3). 

Nr. 

4 
2 
3 
4 

-4  "250 

+  49.374 

+7.750 

+25"874 

(«) 

(») 

P 

45 
24 
45 

7 

P 

*30 
42 
45 
14 

131 

p2:P 

7.5 

10.5 

5.0 

3.5 

— 49"37i 
—5.750 
—7.375 

— 32"499 

+  4  "250 

-2.000 
+7.375 

(te) 

+6"625 

_  Q_ 

51 

43 

37 

131 

P 

P' 

P" 

P 

23.0 

45.5 
49.0 

4  2.5 

8.5 

46.0 

K_B 

51 
43 
37 

logiV 


0.6789  ,  logiV' 


57.56 

0.5114  ,  logiV  =  0.4180 


St.  (4). 


Nr. 

2 
3 
4 

"  [Ix) ' 

+9"083 
+0.750 

-7.500 
+2"333 
30 

(«) 

— 29"168 
-0.750 
-1.000 

— 30"918 

28 
--  p' 

(8) 

+20"Ö85" 

+  1.000 
+7.500 

+28"585 

28 

P" 

P 

22 
4 
2 
4 

P 

66 
8 
4 
8 

86 

p2:P 

7.333 
2.0 
1.0 
2.0 

86 

11.333 

9.333 
10.333 

9.333 

8.333 

10.333 

^^ 

30 

28 
28 

(W)  =  90.18 
log  N  =  0.5096  .  logiV'  =  0.4604  ,  logA"'  =  0.4604 


Ncich  diesen  Vorbereitungen,  die  jedes  rationelle  Verfahren  erfor- 
dert,  soll  das  Beispiel   den   vorhergehenden   Entwickelungen  gemäi»^ 
durchgefiihrt  werden.     Da  die  Bediugungsgleicliung  (V),  durch  vvelclie 
einem  der  in  unserm  Viereck  vorkommenden  Winkel  ein  im  Voraus  be- 
stimmter Werth  gegelien  wird,  sich  auf  die  beiden  ersten  Richtungen 
der  ersten  Station  bezieht,  und  keine  anderen  Bedingungsgleichungen 
(lieser  Gattung  vorkommen,  so  sind  es  nur  die  Grössen,  die  sich  auf 
diese  Richtungen  beziehen,   die  ein  verändertes  Verfahren  erfordern. 
Die  vorstehenden  sich  auf  die 

St.  (1) 
beziehenden  Grössen  geben,  ohne  auf  die  genannte  Bcidingungsgleichung 
Rücksicht  zu  nehmen,  durch  das  allgemeine  Verfahren,  welches  ich  in 
der  oben  angezogenen  Abhandlung  entwickelt  habe,  die  folgenden  Sta- 
tionsgieichungen 

22.2ÖI  w{\)  =  —  25"584 

88.967  w{2)  =  +  38.417 

26.906  w{:i)  =    —  2.8:i3 

aber  zufolge  des  Art.  13  dürfen  die  beiden  ersten  dieser  nicht  einzeln 
für  sich  angewandt  werden,  sondern  es  kommt  blos  die  Summe  dersel- 
ben in  Betracht,  in  welcher  u;(1)  in  ir(2)  zu  verwandeln  ist.  Unsere 
Stationsgleichungen  sind  also  jetzt 

111.218  tt;(2)  =  +  2"833 
26.906  m;(3)  =  —  2.833 
und  diese  geben 

a;(2)  =  +  0"025 
!e;(3)  =  —  0.1  Oö  ,  (//,2)  =  39.59 
Addirt  man  diese  zu  den  im  Art.  36  gegebenen  vorläufigen  Werthen,  so 
erhält  man 

y(2)  =  55«  59'  1 9"1 92 
y(3)  =  82   23  13.864 

welchen  ich  den  nach  der  Regel  des  Art.  i  6  berechneten  Werth  von 

y(1)  =  359«  59'  27"394 
hinzufüge,  welcher  zur  Berechnung  von  F(/),  etc.  mit  zu  verwenden  ist. 
Ich  mache  auf  eine  kleine  Abweichung  von  der  in  der  allgemeinen 
Ableitung  angewandten  Bezeichnung  aufmerksam,  die  ich  in  den  An- 
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Wendungen   immer  gebraucht  habe,   weil  sie  mir  l)e(]iiemer  zu  sein 
scheint.    Die  im  Art.  36  mit  angehängter  Stationsnummor  fUr  die  vor- 
laufigen Werlhe  der  Richtungen  angewandte  Bezeichnung  (1),  (2),  etc. 
ist  mit  der  X,  X',  etc.  der  allgemeinen  Ableitung  Übereinstimmend,  und 
die  tr(1),  w{2),  etc.  sind  die  dortigen  y ,  y',  etc.    Es  folgt  hieraus,  dass 
die  Aggregate  (1)+f<»(1),  (2) +»(2),  etc.,  diey(1),  y(2),  otc.  genannt 
worden  sind,  die  Aggregate  bezeichnen,  die  dortX-i-j^,  X'-t-y',  elc. 
genannt  wurden.   Zur  Ernutlelung  der  Grössen  F,  G,  etc.,  oder  wie  sie 
hier  genannt  werden  sollen,  F(/),  F{ll),  etc.  sind  also  die  y{i),  j/(2),  elc. 
in  die  Bedlngungsgleichungen  zu  substitairen. 


39. 

Die  Behandlung  der  übrigen  Stationen  i.st  nun  diesolb«  wie  im  all 
gemeinen  Falle.    Auf  der 

St.  (2) 

werden  die  Stationsgleichungen 

23.150  tt;(1)  =  —  6"9Ö6 
33.07  w{2)  =  —  10.707 
2i.368n;(3)  =  +  17.633 

und  hieraus  folgen 

w{i)=  —  0"300 
H)(2)  =  —  0.324 
a;(3)  =  -H  0.72Ö  ,  (//.3)  =  4.2S 


und 


y(1)  =  359»  Sa*  ft9"ft53 
y(2)  =  51  22  36.676 
y(3)  =     93   55   18.094 

St.  (3) 

50.79  w(1)  =s  -I-  25"874 
34.54  t»{2)  =  —  32.499 
27.855  w(3)  =     -I-  6.625 

«)(1 )  =s  +  0"509 
»(2)  =  —  0.941 
»(3)  =  +  0.238  ,  (//.3)  B  12.21 
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y{1)  =  359«  59'  44"478 
y{;i)  =  55  3  1 9.059 
y{3)  =r  137    16     4.0U 

St.  (4) 

29.122  w(1)=  4- 2  "333 
26.00  M>(2)  =  —  30.918 
26.00    to(3)  =  +  28.585 

M>(1)  Ä  +  0"080 
ip(2)  =  —  1.190 
w(3)  =  -*-  1.100  .  (tf,3)  =  21.77 

y(l)  =  161«  4'  40"080 
y(2)  =  177  24  30.126 
y(3)  =  207   29  23.100 

womit  der  cr^ite  Theil  der  Auflösung  ausgeführt  ist. 


c« 


40. 

Zum  zweiten  Thcilo  übergehend,   ergeben  sich  zuerst  durch  c 
Substitution  der  eben  erhaltenen  Werthc  der  y(r),   in  die  vier  ersten  li^^ 
dingungsgicichungon  des  Art.  36 

F{I)     =  —  0"402  ,  F'JI)  =  —  0"390 
F(/7/)  =  —  2.483  ,  F{IV)  =  +  3.046 

wobei  ich  bemerke,  dass  die  Bedingungsglciciiung  {IV)  mit  der  Zahl  50 
(livldirt  worden  ist.  Berechnet  man  nun  die  Diflerentiulquoticnlen  der 
Bedingungsgleichungcn,  ohne  auf  die  Gleichung  (V)  Rücksicht  zu  neh- 
men, so  ergeben  sich  diejenigen  derselben,  welche  der  Station  (1)  an- 
gehören, wie  folgt, 


r 

s              q[r,l) 

q'rjl)       i       q'rJU) 

qir.lV] 

2 
3 

\ 

tli 

— 

-1 
-Hl 

-HO. 0502 
—0.8484 
+  0.7922 

Aber  zufolge  des  Art.  1  i  dürfen  diese  nicht  so  angewandt  werden,  son- 
dern man  inuss  die  Summe  der  zu  den  Richtungen  1  und  2  gehörigen 
DifTerenlialquotienlen  der  ferneren  Rechnung  unterwerfen.  Nimmt  man 
diese  Summen,  und  fügt  die  Diflerenlialquolienten  der  übrigen  Stationen 
hinzu,  die  unverändert  bleiben,  so  ergicbl  sich  die  folgende  Tafel, 
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H\ 


r 

s 

g[r,!) 

qirJ!) 

girJU) 

log  q[r,IV) 

2 
3 

1 
2 
3 

1 

3 
4 

—  1 
+  1 

^— 

_.^_ 

9.8988n 
9.8988 

9.5271 

9.9006n 

9.r»f)16 

—  1 
+  1 

-1 
+  1 

-1 

+  1 

\ 

2 
3 

-1 
+  1 

-1 
+  1 

— 

— 

1 
2 
3 

— 

tli 

—  1 
+  1 

0.0155 

0.1575n 

9.6029 

deren  Angaben  die  Werlhe  der  /(r,/),  /(r,//),  etc.  nach  dem  allgc 
nen  Verfahren,  welches  ich  gegeben  habe,  folgen.    Nemlich 


r 

s 

»oj?  Tir,/) 

IogA(r.//) 

log  /(r,///) 

log  f{r,lV) 

2 
3 

1 
2 

3 

4 

7.9538n 
8.5702 

^^ 

7.8526n 
8.4690 

1 

2 
3 

8.4805n 
8.6131 

8.6354n 
8.4805 

8. 635 4 w 
8.6131 

8.1625 

8.38Hn 

8.2747 

1 
2 
3 

1 

2 
3 

8.2943n 
8.4618 

8.4618n 
8.5552 

— 

8.5359/1 
8.5851 

8. 585 In 
8.5851 

8.5514 

8.7426W 

8.1880 

aus  wieder  nach  meinem  allgemeinen  Verfahren  die  folgenden  Werlhe 
Coefficienlen  der  Endgleichungen  hervorgehen. 


/                // 

///                  IV 

P{    ) 

/,     0.16608 

—0.05920 
0.2H12 

+0.0  i  103 

+0.08166 

0.16116 

+0.071)44 

—  0.05877 

+0.07499 

0. 18414 

— 0"402 
-0.390 
-2.483 
+3.046 

41. 

Durch  die  Auflösung  dieser  Endgleichungen  ergeben  sich  die  Un 
kannten  derselben 


(/) 

^ 

-  0.82 

[li) 

^ 

4- 

33.27 

{111) 

^ 

— 

55.36 

(/V) 

^ 

+ 

5Ü.0Ü  , 

lix 

=  277.3 
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und  die  Logarithmen  der  dabei  vorkommenden  Hülfsgrössen,  die  z 
Berechnung  der  Gewichte  dienen, 

(2),  =  (!).5Ö20)  ,  (3),  =  (9.3928«)  ,  (4),  =  (9.6797n) 

(3)j  =  (9.7047tt)  ,  (4)i  =  (9.2049) 

(4),  =  (9.8406n) 

(/,/)  =  (9.220;l)  .  {II, lU)  =  (9.2788)  ,  [111,111,2)  =  (9.009Ö) 

{IV,IV,S)  =  (8.9648) 

woraus  man  mit  Zuzielmng  der  obigen  Wcrihe  der  /'(r,/)  .  fifJl)  , 
<lie  folgenden  Werthe  der  «(r),  erhall, 

z(1)j  =  -l-  r682 
z(1),  =  —  0"350  .  z(2)j  =  —  0.173 
z(3),  =  A-  1.444  ,  z(3)2  =  —  1.363 

z{\).,  =  +  0"016  .  2(l)i  =  4-  0"ü39 
«(2):,  ==  —  0.987  ,  z(2)4  =  —  0.637 
s(3);,  =  -I-  1.194  ,  z(3)4  =  —  0.078 

Ziolil  man  diese  von  den  in  den  Arll.  38  a.  39  erhaltenen  Weithen  der 
y{r),  ab,  so  ergeben  sich  die  folgenden  wahrscheinlichsten  Werlhe  der 
Uichtungen, 

a;(1)2  =  359«  59'  57"871 
a;(2),  =  55"59' 19"542  ,  a:(2)i  =  51  22  36.849 
.r(3),  =  82  23  12.420  ,  a;(2);,  =  93  53  19.547 

x{\},  =  359"  59'  44"4G2  ,  x{i)t  =  1()1«  4'  39"441 
x(2);,  =  55  3  20.046  ,  a(2)4  =  177  24  30.763 
j;(3)3=137  16  2.820  ,  j:(3)i  =  207  29  23.178 

Die  Uichtung  .i;(t)i  wird  diin-li  die  liedingungsgieichung  (V)  aus 
d(!Ui  vorstehenden  Worlho  von  a;(2)i 

x{\)i  =  359«  59'  27"744 
gefunden. 

42. 

Kür  die  Summe  W  clor  mil  ihion  Gevviclilen  imiitipliciiien  Quailnito 
der  übrig  bleibenden  Fehler  erhallen  wir 


oOl 
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(«,2), 

^ 

39.59 

(«,3)2 

^ 

4.28 

(«.3)3 

^ 

12.21 

(«.3)4 

^ 

21.77 

-^•(«.1») 

^ 

77.8 

li, 

II      II 

277.3 

W 

355.1 

woiriit  die  Auflösuni;  durchgcflüirt  ist. 


43. 

Berechnen  wir  dieses  Beispiel  auch  nach  dem  im  Art.  18  u.  f.  ent- 
w'iokelten  Verfahren,  und  nehmen  zu  dem  Ende  an,  dass  statt  des  im 
An.  39  angegebenen  vorläuGgen  Werthes  der  Richtung  (2)i,  bei  der 
Borechnung  der  Stationstäfelchen  der  folgende 

(2),  =  55«  59'  20"667 
zti   Orunde  gelegt  worden  wlire.    Statt  des  im  ArL  37  gegebenen  /Avei- 
lön    Stalionstäfelchens  der  Slalion  (1),  ergiobt  sich  demgemäss  füi   die 
jelzt  auszufübrenden  Rechnungen  das  folgende 

Sl.  (1). 


Nr, 

(<) 

{«) 

(3) 

P 

P 

p2    p 

\ 
2 
3 
4 

+ 0*^7  50 
—2.000 
—2.834 

-13"750 
-0.7Ö0 

-4.583 

-hrr750 

4-2.000 
+7.117 

(Ix)  1     -4"084 

— 19^083      4-23"1()7 

Q 

■*^   Ablheilungen,  die  ich  hier  leer  gelassen  habe,  bleiben  dieselben  wie 
-Art.  37,  so  wie  die  dort  gegebenen  Werthe  der  {pp) ,  {pp) ,  etc.  un- 
^•^iindert  bleiben.     Nur  (//)  bekommt  einen  anderen  Werth,  und  wird 

(//)  =  25.96 


44. 


Der  im  vor.  Art.  angenommene  Werth  von  (2)i  giebt  in  Verbindung 
^^H  dem  des  Art.  36  für  ('l)i   und  der  Hedingungsgleichung  (V)  in  der 
^^^ichung 
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für  a  den  Werth 

der  den  folgenden  Rechnungen  zu  Grunde  zu  legen  ist.     Zufolge  de^ 
Art  21    sind  ferner  jetzt  die  Stationsgleichungen,   da  im  Art.  38  de 
Coefficicnt  {Bc)  =  0  gemacht  worden  ist, 

{ÜB)  t.(2)  =  {Ix)  +  (/*')  +  [{pp)  +  ipp)  -  Q]a 
(cc)  w(3)  ^  {Ix")  +  {pp')a 

und  aus  dem  Art.  38  ist  unverändert  zu  entnehmen 

{BD)  =  in. 21 8  ,  {cc)  =  26.906 
Hs  werden  ferner 
(;>;j)  -I-  {pp')  —  0    =      1 5.333  +  i  4.333  —  34.0  =  —  4.333 
[{pp)  +  {pp')  -  OJa  =  -  Ü.SOO 

(;)p")a  =         4.333a  =  +  6.300 

woraus  mit  den  {Ix),  {Ix'),  {Ix")  des  vor.  Art.  die  Gleichungen 

m.218tt>(2)  =  —  29"667 
26.906  »(3)  =  +  29.667 
hervorgehen,  die 

«.(2)  =  —  0"207 

tip)  =  +  1.10:2  ,  (//,2)  =  {LL)  —  40.04 

gehen.  Addirt  man  diese  zu  den  vorlüuGg  angenommenen  Werlhon 
der  Richlungcii  (2)i  und  (3)i,  so  crhUil  man  für  die  Station  (1) 

y(2)  =  55"  59'  20"400 
y(;j)  =  82   2{   15.071 

woraus  durch  Zuziehung  der  BeiHngungsgleichung  (V) 

y{\)  =  359»  59'  28"602 

folgt.  Da  die  Unterschiede  dicsei-  Richtungen,  oder  die  Winkel,  die 
daraus  hervorgehen,  mit  denen  des  .Art.  38  identisch  sind,  so  erkennt 
man,  dass  die  beiden  angewandten  Verfahrungsarten  bis  dahin  wi»nii;- 
slens  übereinstimmende  Uesullale  ^eben. 

Für  die  Summe  der  Fehlerquadrate,  in  so  weit  die  Ausglcichuni; 
auf  der  Station  dazu  einen  Beilrag  liefert,  haben  wir  zufolge  des  Arl.  23 
zuerst  zu  berechnen, 

[Q.—  {pp)]a=    18.6ü7a  =  28.0 
\[Q  —  {pp)]a  —  2(U')!«  =  (^8-<>  +  8.1()S)a  =  54.2;i 
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und  bekommen  also  durcli  Zuziehung  des  Werlhes  von  (//)  des  vor.  An. 

{LL)  =  80.21 
Nun  wurde  aber  oben  gefunden 

(//,2)  =  {LL)  —  40.Ü4 
und  folglich  wird 

(//,2)  =  39.57 

auch  mit  dem  Art.  38  Ubereinslimmond.  Da  somit  die  Ausgleichung 
auf  der  Station  vollständig  mit  dem  vorher  gehenden  Verfahren  überein- 
stimmt, und  der  zweite  Theil  der  Auflösung  in  beiden  Verfahren  der- 
selbe ist,  so  müssen  auch  die  Endresultate  mit  einander  übereinstimmen, 
und  es  ist  nicht  nölhig  die  Rechnungen  nach  dem  gegenwärtigen  Ver- 
fahren fortzusetzen. 

45. 

Um  zu  zeigen,  dass  dieselben  Resultate  auch  hervorgehen,  wenn 
^lie  allgemeine  Auflösung  angewandt,  und  folglich  die  Bedingungsglei- 
^hung  (V)  den  übrigen  vier  Bedingungsgleichungen  angereiht  wird,  soll 
^Hesos  Beispiel  auch  nach  diesem  Verfahren  behandelt  werden. 

Die  Stationsgleichungen  des  Art.  38  für  die  Station  (1)  müssen  nun, 
Sieichwie  die  der  anderen  Stationen,  einzeln  angewandt  werden,  und 
^•'5  sind  folglich  jetzt  die  drei  Gleichungen 

22.251  w{\)  =  —  25"584 
88.967  fr(2)  =  +  28.417 
26.906^(3)  =     —  2.833 
vorzunehmen,  deren  Auflösung 

w{i)  =  —  1"150 
tt;(2)  =  +  0.319 
w(3)  =  —  0.105  ,  (//,3)  =  1.17 
g'^bi,  aus  welchen  man 

y(1)  =  359«  59'  26"219 
y(2)  =    55   59    19.486 
y(3)  =     82   23    13.864 
erhält.  Man  sieht,  dass  die  aus  diesen  Richtungen  hervorgehenden  Win- 
kel von  denen,  die  die  beiden  vorher  gehenden  Verfahren  gegeben  hai)en, 
W^entlich  verschieden  sind. 

Die  y(r),  der  übrigen  Stationen  l)l('il)en  unverändert  dieselben,  die 
im  Art.  39  erlialten  wurden. 


ua 
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46. 

Die  SubstitulioD  der  jetzigen  Wertbe  der  y{r),  in  alle  Bedingungs- 
gleichungen giebl  ^ 

F{I)  =  +  0"773  ,  F{II)  =  —  0"390  .  F{III)  ==  —  1"013 
F{IV)  =  +  2.730  .  F{V)  =  +  1  .469 

die  auch,  mit  Ausnahme  von  F{II),  wesentlich  anders  sind  wie  im  vor- 
her gehenden  Verfahren. 

Die  Differentialquotienten  der  Bedingungsgleichungen  in  Bezug  auf 
die  Station  (1)  sind  nun  unverändert  beizubehalten,  und  daher  diesel- 
ben, die  das  erste  Tafelchen  des  Art.  38  angiebt,  nur  kommen  diejenigen 
hinzu,  die  der  Bedingungsgleichung  (V)  augehören.    Es  wird  also  jel/.l 


r 

s 

Q{rJ) 

q(rM) 

9(r,///) 

log^ir./F) 

Qir.V)        1 

1 

2 
3 

1 

-1 
-hl 

Iti 

8.7497 

9.9286n 

9.8988 

Iti 

raus 

r 
_._ 

2 

s 

log  Ar./} 

log  Ar.//) 

log  firJII) 

log  firJV) 

»ogAr.T) 

1 

8.6527n 
8.5702 

8.6527n 
8.0507 

7.4024 

7.9793n 

8.4690 

8.6527fi 
8.0507 

folgt.  Mit  Anwendung  dieser,  so  wie  der  übrigen  aus  dem  Art.  40  un- 
verlindert  zu  entnehmenden  Grö.sson  ergeben  sich  die  folgenden  Coefli- 
cientcn  der  Kndgleichungen, 


1 

// 

111 

IV 

V 

P[    ) 

/ 

// 
/// 

IV 
V 

0.20204 

—  0.05920 
0.21112 

-hO.OH598 

-h0.08166 

0.21735 

-hO. 06979 

-0.05877 

-h0.06292 

0.18673 

-hO. 04495 

0 
+0.05619 
-0.01207 

0  05619 

-h0"773 
—0.390 
-1.013 
-h2.730 
-hl. 469 

die   auch   grössten  Theils   von   denen  des  vorhergehenden  Verfahrens 
wesentlich  verschieden  sind. 


47. 

Die  Auflösung  dieser  Endgleichungen  giebt  für  die  Unbekannten 
derselben  die  folgenden  Werl  he 
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(/)  —     —0.83 

(//)  =s  +  33.25 
(///)  =  —  55.32 
{IV)  =  -I-  50.03 

(V)  =  +  92.88  ,  Ä5=  315.4 

und    für  die  Hairsgrössen 

(2),   =  (9.4668) ,  (3),  =  (9.6289n) ,  (4),  =  (9.5383n) ,  (5),  =  (9.3472m) 

(3)j  =  (9.741 5n) ,  (4)2  =  (9.2961)  ,  (5)2  =  (8.8322m) 

(4)3  =  (9.6495n).  (5)s  =  (9.3884n) 

(5)4  =  (9.4664) 

(Z,/)  =  (9.3055)   ,  (//,//,1)  =  (9.2873)  ,  (///,///,2)  =  (9.0858) 

(/V,/V,3)  =  (9.1166)  ,  (V.V.4)  =  (8.4282) 

Hier  haben  wir  zuerst  das  merkwürdige  Resultat,  dass  die  Wcrthc 
der  (/),  (//) ,  (///),  {IV)  dieselben  geworden  sind,  die  das  vorhergehende 
Verfahren  gegeben  bat.    Denn  die  kleinen  Unterschiede,  die  die  Verglei- 
chung  der  vorstehenden  mit  denen  des  Art.  41  in  der  letzten  Stelle  zeigt, 
sind  den  Fehlern  der  letzten  Steile  der  angewandten  Logarithmen  (von 
vier  Decimalen)  zuzuschreiben,  und  wurden  verschwinden,  wenn  man 
die  Rechnung  mit  Logarithmen  von  grösserer  Ausdehnung  wiederholen, 
und  zugleich  die  bekannten  Glieder  der  Endgleichungen  mit  mehr  Deci- 
malen berechnen  wollte. 

Aus  dieser  Gleichheit  der  Wcrthe  der  vier  ersten  Unbekannten  folgt, 
dass  die  wahrscheinlichsten  Werthe  der  Richtungen  der  Stationen  (2), 
(3),  (4)  dieselben  werden  müssen,  die  das  vorhergehende  Verfahren 
gegeben  hat,  und  es  sind  daher  nur  die  Richtungen  der  Station  (1 )  näher 
zu  untersuchen.    Zu  dem  Ende  geben  die  vorstehenden  Data 

z(1)i  =  —  1"525 
z(2)i  sr  —  0.056 
z(3)i  =  +  1.442 

womit  die  wahrscheinlichsten  Werthe 

x{i)i  =  359«  59'  27''744 
ir(2)i  =  55  59  19.542 
x{3)i  =     82  23   12.422 

erhalten  werden.    Die  Vergleichung  dieser  mit  denen  des  Art.  41,  die 
aus  dem  vorhergehenden  Verfahren   hervor  gegangen  sind,   giebt  nur 
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einen  Unterschied  von  0  "002  in  der  Richtung  !r(3)i ,  welcher  auch  den 
Fehlern  der  letzten  Stelle  der  angewandten  Logarithmen  zuzuschrei- 
ben ist. 

48. 

Die  Berechnung  von  W  steht  jetzt  so, 

(//,3)i  =       1.17 

{11,3)2  =      4.28 

(//,3)3=    12.21 
(«,3)4=    21.77 


21[//,n)   =    39.4 
Ä5  =  315.4 


»V  =  354.8 

von  dem  des  Art.  42  nur  um  0.3  verschieden,  welcher  Untei'schied  der 
eben  angeführten  Quelle  auch  zuzuschreiben  ist.  Alle  jetzt  erballeneD 
Resultate  stimmen  also  mit  den  durch  die  beiden  vorhergehenden  Ver- 
fcihrungsarten  erhaltenen  Uberein. 

Ich  mache  darauf  aufmerksam,  dass  sich  hier  ein  Beispiel  der  Be- 
hauptung vorfindet,  die  ich  im  Art.  6  des  Supplements  2  der  »Fort- 
i^'osotzte  geodätische  Untersuchungen  u.  s.  vv.«  betitelten  Abhandlung 
aufgestellt  habe,  nomlich,  dass  die  (//,w)  und  die  lig  unbestimmte  Giösson 
sind,  die  sich  bei  einer  Aenderung  des  angewandten  Verfahrens  ändrrn 
können,  dass  aber  alle  Aonderungen,  welchen  sie  unterliegen,  immer  so 
beschaffen  sind,  dass  in  jedem  einzelnen  Falle  derselbe  Werth  von  IV 
daraus  hervorgeht.  Hier  fanden  sich  beim  zuerst  angewandten  Ver- 
fahren 

(//,2),  =  39.59  ,  R,  =  277.3 

und  beim  zunächst  vorhergehenden  Verfahren 

(//,3),  =     1.17  ,  Ä5  =  315.4 

aber  ungeachtet  dieser  Verschiedenheiten  sind  die  Summen  dieser 
Grössen  bis  auf  einen  kleinen,  erklilrbaren  Unterschied  einander  gleich, 
so  dass  die  Werihe  von  VV,  die  daraus  hervorgehen,  auch  einander 
gleich  werden. 


I 
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Um  auch  zu  zeii;en,  ilass  die  oben  eolwickellen  Ausdrücke  der 
Gewichte  Übereinstimmende  ßesullale  geben,  welche  der  ebeü  erklärten 
Vei'fahrungsai'ten  man  auch  anwenden  möge,  will  ich  für  unser  Beispiel 
Eins  ilei'selben  beiechnen. 

Ich  wähle  dazu  das  Gewiclit  des  zwischen  den  Richtungen  x{3), 
und  j-;2;,  eingeschlossenen  Winkels.  Da  das  Resiillal  der  obigen  Ent- 
»vickL- hingen  zeigte,  dass  die  Berechnung  bei  den  verschiedenen,  be- 
Irachlelen  Verfahrunggiirlen  dasselbe  ist,  wenn  man  bei  dem  ersten  und 
zweiten  derselben  nur  die  betreffenden  k  addirl,  so  kann  in  jedem  Falle 
nach  den  Ausdrucken  verfahren  werden,  die  ich  im  §  0  der  oft  angezo- 
genea  Abhandlung  gegeben  habe. 

Die  aufzustellende  Function  ist  nun 

Jl  =  :r(3).  -  ^(2), 
folglich 

ki%),  =  —  !    ,  A(3)i  =  +  1 
ütwl  hei  Anwendung  des  ersten  Verfahrens  folgt  liieiaus 

(M,2)i  =  —  1   ,  (Af,3)t  =  +  1 

uad    alle   llbrigen   Grössen    dieser  Gattung   sind    Null.      Die   Addition 

k{^]i  •+■  k{i),  föllt  weg.  da  hier  fc(1)i  =  0  ist.    Durch  Hülfe  der  im  Arl. 

3S  gegebenen  Coefficieuten   von  w{'ij  und  «'(3)  der  Slalionsgleichungen. 

UQil  zwar 

(2,2,1)  =  111.218  ,  (3,3.2)  =  26.90G 
unJ  durch  die  Ausdrücke  dos  angezogenen  §  6  ergeben  sich 

Q(Af,2),  =  (7.9Ö39n)  ,  0(Jf,3j,  ==  (8.Ü701) 
«ml  liieraus  fUr  ß 

0.00899 
0.03716 

R  =  0.04615 
Man  erhalt  lerner  durch  die  Ausdrücke  des  angezogenen  §  ü 
{IM)  =  +  0.04615  ,  (ll.Mj   =        0 
{III.M)  =        0  ,  (/V,M)  =  ■+.  0.03050 

woraus 
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{IU^^)  =  ■+■  0.0I64Ö 

(///,Af,2)  =  —  0.01974 
(/V,M,3)  =  +  0.03080 
folgen,  und  ftlr  S  sich  die  folgenden  einzelnen  Thcile  ergeben, 

0.01283 

0.00142 

0.003Si 

0.01029 


S  =  0.02835 

Aus  R  und  S  orhüU  man  das  Gewicht 

/'  =  56.2 

Die  Werthe  der  q{r,J) ,  clc,  die  bei  dieser  Berechnung  ar 
werden  mussten,  sind  selbslvcrslSindlicli  die,  wch^he  das  zwe 
chen  des  Art.  40  giebt. 

50. 

Um  dasselbe  Gewicht  nach  dem  allgemeinen  Verfahren  zi 
nen,  ist  wie  im  vor.  Art. 

Jl  =  ;rf3)i  —  .r;-')i 
zu  setzen,  woraus  wieder 

A;.(2),  =  —  1    .     /.■{3),  =  -I-  1 

(M,2),    =    -    1      ,     (iW,3;,    =     -I-     I 

folgen.  Die  anzuwendenden  Divisoren,  um  die  Q[M,''i)]  und  Q 
erhalten,  sind  aber  jetzt  aus  den  Slationsgleichungen  des  Ai 
entnehmen,  nemlich 

(2,2,1)  =  88.967  ,  (3,3,2)  =  26.906 
womit  sich 

0(A/,2),  =  (8.0508«)  .   (>(iW.3)i  =  (8.5701) 

lotzlerer  wie  vorher,  ergeben.     Man  ei'hiilt  zuer-sl  hieraus  für  / 

0.01124 
0.03716 


It  =  0.04840 

Es  ergeben  sich  ferner 

iUI)  =        0.03716  ,  {IUI)  =       0  ,  {III,M)  =  —  0, 
{IV,M)  —  +  0.03892  ,  (V.itf)  =  —0.1124 
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UD(I  hieraus 

(77J/,I)  =  -h  0.01089 
(///,A/,2)  =  —  0.03305 

{l\\M,:i)  =  +  0.04304 
(WMA)  =  -h  0.00043 

die  alle  von  denen  des  vor.  Art.  bedoulcnd  verschieden  sind.    Für  S 
erhalten  wir  jetzt  die  einzelnen  Glieder 

0.00G84 

0.00061 

0.00897 

0.01416 

0.00001 


S  =  0,03059 

ungeachtet  der  grossen  Verschiedenheit  der  einzelnen  Glieder,  erhalten 
wir  aus  den  hier  gefundenen  Worthen  von  /{  und  S  wieder 

P  =  56.2 
mit  dem  Resultat  des  vor.  Art.  übereinstimmend. 

Die  Werthe  der  q(rj} ,  die  hier  angewandt  werden  mussten,  sind 
die,  welche  das  bez.  Täfelchen  des  Art.  33  enthült. 


51. 

Bei  dem  hier  in  Rede  stehenden  Falle  kann  es  sich  ereignen,  dass 
er  auf  eine  Weise  vorkommt,  die  von  (ter  vorhergehenden  Darstellung 
etwas  verschieden  ist.  Es  wurde  angenommen,  dass  beide  Schenkel 
des  vorher  bestimmten  Winkels  Stücke  des  auszugleichenden  Dreiecks- 
netzes  sind,  statt  dessen  kann  aber  auch  der  Fall  eintreten,  dass  nur  der 
Eine  dieser  beiden  Schenkel  ein  Stück  des  auszugleichenden  Dreiecks- 
netzes  bildet^  und  der  andere  in  diesem  Dreiecksnetze  gar  nicht  eintritt. 
Auch  kann  sich  ereignen,  dass  beide  Schenkel  nicht  eintreten,  und  blos 
in  der  Ausgleichung  auf  der  betr.  Station  in  Betracht  kommen. 

Diese  beiden  Fälle  bilden  durchaus  keine  Ausnahmen  von  den  hier 
eDiwickelten  Regeln,  sondern  sind  nur  specielle  Fälle  des  entwickelten 
allgemeinen  Falles,  in  welchen  die  sich  auf  den  letzteren  beziehenden  Re- 
geln die  Vereinfachung  erleiden,  dass  keine  Coefficienten  der  Bedingungs- 
gletcbangen  vor  ihrer  Anwendung  zu  addiren  sind.  Denn  wenn  der  eine 
Schenkel,  oder  bez.  beide,  keine  Stücke  des  auszugleichenden  Dreiecks- 

17* 
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netzcB  sind,   so  können  deren  Richlungen   in  keiner  der  Bedinguogs— 
gleichungen,  die  dieses  Netz  darbietet,  vorkommen. 


52. 

Um  auch  wenigstens  den  einen  dieser  iieiden  Falle  durch  ein  Hei 

spiel  zu  crlltulern  will  ich  annehmen,  dass  au.«ser  den  drei  Richtungen 
die  auT  der  Station  (i)  des  vorhcrt;clienden  Beispiels  vorkommen,  nocK~-i    J*' 
eine  vierte  Richtung  eingeschnitten  wurden  sei,  die  mit  der  drillen,  iwi 
Folge  vorangegangener,  anderweitiger  Ausgleichungen  einen  liebliinim  — 
ten  Winkel   bildi-n  soll.     Diese  neue  Bcdingungsgleichung  soll  die  Tol- 
gende  sein, 

x[i),  —  4I),  =  152"  30'  38"000 
und  nachdem  dieser  Werth  den  vorläufigen  Annahmen  der  Werihe  d^r 
Richlungen  zu  Gnmde  gelegt  worden  ist,  habe  man  das  folgende  zwei*-* 
Stationsiafekheu  erliallen. 

Sl.  (4). 


Nr. 

(M        J           (») 

(Sl 

,., 

T 

p 

r-.r 

1 

+  B"08:i 

—  f9"16« 

-(-20"0S5 

— 

it 

66 

7.333 

S 

+  0.750 

-  0.750 

— 

8 

9.0 

:i 

_ 

—   I.7S0 

-t-  o.sno 

+  räoo 

6 

0.667 

i 

-10.800 



4-    1.800 

-t-  5.100 

ti 

1.333 

ü 



+20.000 



-JO.OOO 

SO 

in 

10.0 

e 

— 

— 

— ao.ooo 

+eo.ooo 

so 

10 

10.0 

(fa!)  1  -  0"367 

-irees 

+  5")  33 

+  (,"900 

1 

Qj      30 

i8 

t8 

16 

= 

(7S 

1 

1    ' 

f' 

P" 

p- 

p     1       lü.iiT? 

9.333 

8.667 

1 .33a 

^ 

30 

P-    i 

*».o 

8.0 

10.667 

s= 

i8 

P"    1 

(9.333 

18.0 

= 

1« 

P"  • 

iä.O 

= 

t6 

((/)  =  liä.SO 
log  JV  =  »MU  ,  log  A"  =  0.4676 
log  JV  =  0.4333  ,  log  iV  =  9.62«5 

33 
Ohne  Rücksicht  auf  die  BedinguDgsgleicfauiig  erhallen   nun  die 
CoeflicTCnlcn   der  SlalionsgleicfaungeD   der   Station  (4)   die    rolgeoden 
Werllw 


Jj 
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i 


2 


1)  29.444  .   0 

2)  36.615 

3) 

*) 


iL  Jl 

0   ,     0 
0   ,  —9.4359 
36.095  ,  —10.8572 

24.1758 


nnd  da  jetzt  die  dritte  und  vierte  Stationsgleichung  adüiit,  und  der  In- 
dex 4  in  3  verwandelt  werden  müssen,  so  werden  die  aufzulösenden 
Stalionsgleichungen, 

29.444  »»(1)  =  —    0"367 

36.61 5  w(2)    —    9.4359  w(3)  =  —11 .668 
—  9.4359w(3)  +  38.5546  w(3)  =  +  12.035 
durch  welche  man 

log/?"  =  9.4111   ,   w(l)  =  —  0"016 

«.(2)  =  —  0.254 

«.(3)  =  -I-  0.250  ,  (//,-3)  =  136.83 
und 

y(|)  =  161»    4'  39"984 

y(2)  =  1 77   24   31 .062 

y(3)  =  207  29    22.250 
erhall,  wahrend  flir  die  übrif;en  Stationen  diese  Grössen  die  Werthe  bei- 
behalten, die  in  den  Artt.  38  und  39  angegeben  sind. 

54. 

Die  Substilution  in  die  vier'  ersten   Bedingungsgleichungen  des 
Art.  36  giebt  jetzt 

F{I)  =  -  0"402  ,    F{II)  =  —  ri44 
F{III)  =  —  4.269  ,  F(/V)  =  +  1.260 
Das  Tafelchen  fiir  die  q{r,I),  etc.  des  Art.  40  bleibt  unverändert,  wahrend 
in  dem  fllr  die  /"(r,/)  etc.,  desselben  Art.  nur  die  drei  ersten  Stationen 
unverändert  bleiben,  und  für  die  vierte  Station  das  folgende  entsteht. 


r 

s 

log '?(*'./) 

\ogrj{rJI) 

loj?ij(r.///) 

\oiiri{rJV) 

0.0155 

0.1575n 

8.4833 

1 
2 
3 

4 

— 

0.          n 
0. 

0.         n 
9.8706 

r 

s 

log  Ar./; 

IorTv^//) 

log  f{r,Hl) 

log  rr./r) 

1 
2 
3 

4 

8.53Hn 

7.8534 

8.4423 

8.3426n 
8.3129 

8.5466 
8.591  in 
6.9^56 
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55. 
Die  GocfHcienCcn  der  Endgleichungen  werden  hiemit 


I 

II 

III 

IV 

F[     ) 

/ 

// 

/// 

IV 

0.16608 

-0.05920 
0.19996 

4-0.  OH  03 

-h0.06374 

0.12678 

-h0.07944 

—0.07296 

4-0.0i415 

0.15453 

-0.402 
-1.1i4 
—  4.269 
-hl. 260 

und  geben  durch  ihre  Auflösung 

(/)  =  +  6.19 
(//)  =  +30.1 4 
(///)  =  —63.87 
{IV)  =  +37.40  ,  ß,  =  282.9 

z(1)2  =  +  2"00I 
2(2)2  =  —  0.1 7() 
z(3)2  =  —  1.662 

z{\),  =  +  0"29i 
z(2)4  =  +  0.160 
2(.S),  =  —  0.446 

r(1),  =  359«  59'  57  "552 
r(2>2  =  51  22  36.852 
r(3),!  =     93  55    19.756 

r(1)4  =  161«    4'  39"690 

r(2\  =  177   24  30.902 

r(3;,  =  207   29  22.696 

r(4)4  =  360     0  0.696 

Man  sieht  aus  diesen  Zahlenwerlhen,  dass  wenn  wir  die  z{r),,  die  den 
Uichtungen  der  vorl)estinin)tcn  Winkel  angehören,  hier  s(2'i  und  s(3)i, 
hinten  im  Voraus  ohne  Weiteres  gleich  Null  setzen  wollen,  wie  anderswo 
geschehen  ist,  die  Resultate  wesentlich  unrichtig  geworden  wären. 

56. 
Die  Hercchnung  der  Summe  VV  der  Fehlor(]uadrate  sieht  jetzt  so, 

(«,2),  =  39. .■)9  ....  Art.  38 


s(2),  =  —  0"323 
2(3),  =  +  1.333 

2(1),=  —  0"122 
2.'2):,  =  —  0  694 
2(3):,  =  +  1 .082 

r(1)i  =  359"  59'  27"717 
»•(2),  =  55  59  19.515 
r(3),  =  82  23  12.531 

r(1);,  =  359"  59'  44"600 
r(2):,  =  55  3  19.573 
r(:j);,  =  137  16  2.932 


Art.  39 


(//,3)2  =  4.28^ 
(H,3):,  =  12.2IJ 
(«,3)4  =  13().83  ....  Art.  53 


'] 
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2'(//.«)  =  i92.9 
7?,  =  282.9 


W  =  475.8 


57. 


Um  wieder  zu  zeigen,  dass  dieselben  Resultate  hervorgehen,  wenn 

oian  die  allgemeine  Auflösung  anwendet,  habe  ich  dieses  Beispiel  auch 

danach  berechnet,  und  werde  von  dieser  Rechnung  die  Ilauplmoniente 

angeben.    Es  sind  jetzt  »uf  der  vierten  Station  die  ursprünglichen  Sta- 

/ibosgleichungen  aufzulo-sen,  deren  Goefticienten  ira  Art.  53  gegeben 

wurden.    Diese  Auflösung  giebt 


log/  =  9.4111 

w{'\)  =  —  0"013 

«.(2)  =  —  0.243 

«.(3)  =  ■+■  0.231 

«.(4)  =  +  0.294 


log  /'  =  9.4782 


(//,4)  =  13G.70 


und  somit 


y(1)  =  161"  4'  39"987 
y:i]  =  177  24  31.073 
_//(3)  =  207  29  22.231 
y  4)  =  360      0      0.294 


5«. 


jMau  bekon)uit  fcrnei' 


FJ)  = 
FJV)  = 


0"773 
0.924 


F{V) 


1"166  ,    Filll)  = 
1.469  ,   F{YI)  = 


—  2"829 
■+■  0.063 


r          * 

!  \o'^fj:r,I)      lofi  Tj  r,I! 

Iot:»;ir,///; 

loiiVirJV] 

\0iir]{r,V 

\oiifi  r.VI) 

f         4 
3 

1 

0.          ;/ 

0. 

9  4782 

0.              71 

0. 
8.6340 

0.0155 
0.  I575?i 
9.6027 
9.3976W 

0.              7? 

9.8H7 

r          s 

9 

:1    i 

*    1 

'loti/jr,/) 

log  fir.JI) 

'8.5310;/ 
7.6226 
8.5131 
8.2115 

log  f{r,W) 

8.4267« 

8.4533 

7.3673 

8.5465 
8. 6307^1 
7.8476 
8.1309W 

log/'(r,r) 

7.9891 

8.2I27W 

8.5780 

während   für  die  erste  Slalion  die  Täfelchen  des  Art.  46,  und  für  die 
zweite  und  dritte  Station  wieder  die  des  Art.  40  Geltung  haben. 
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59. 
Die  Coefficienten  der  hieraus  folgenden  Endgleichungen  sind 


/ 

r 

II 

III 

IV                V                VI 

F(   ) 

Vojr"^ 

0.20^04 

-0.05920 

4-0.08598 

HhO.Ö6979 

-hO. 04495 

0 

// 

0.20485 

-h0.07159 

--0.06675 

0 

-0.01632 

-1.15^ 

/// 

0.19552 

-h0.04198 

-h0.05619 

—0.02607 

-2.8^0 

IV 

0.16491 

-0.01207 

—0.02056 

+0.92  ^ 

V 

0.05619 

0 

-hl. 460 

VI 

1 
1 

0.05417 

-hOM^ 

deren  Auflösung 

(/)  =  +    6.16 

(//)  =  +  30.11 
(///)  =  —  63.85 
{IV)  =  +  37.47 

(V)  =  +  93.11 
{VI)  =  —    6.28  ,  Äc=  321.3 

giebt.  Ilievon  sind  die  (/) ,  (//) ,  (///) ,  {IV)  wieder  von  denen,  die  das 
andere- Verfahren  gegeben  bat,  so  wenig  verschieden,  dass  sie  für  die 
Endresultate  der  Stationen  2  und  3,  aufweiche  (V)  und  {VI)  nicht  ein- 
wirken, dieselben  Resultate  geben  nitlssen,  wie  vorher.  Wir  haben 
daher  hier  nur  die  Resultate  der  Stationen  (1)  und  (4)  zu  untersuchen. 
Hieftlr  bekommen  wir 


2(1),  =  —  i"498 

,  2(1)4  =  -1-  0"296 

2(1  )2  =  —  0  029 

,  2(2)4  =  +  0.170 

2(1)3=  -1-  1.332 

,  2(3)4  =  —  0.466 
2(4)4  =  —  0.403 

und  hieniit 

»•(1)1 

=  339«  59'  27"717 

,    r(1)4  =  161»    4' 

39"691 

r(2). 

=    55   59   19.512 

.    r(2)4  =177  24 

30.093 

»•(3). 

=     82    23   12.532 

,    r(3)4  =  207   29 

22.697 

r(4)4  =  360     0 

0.697 

die  mit  den  Resultaten  des  anderen  Verfahrens  übereinstimmen. 
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.     60. 
Für  W  bekommt  man  jetzt 

(W,3),  =       1.17] 

(«,3)i  =       i,28    .  .  .  An.  48 

{«,3)3  =     I2.4l) 

{«,4)»  =  136.70    .  .  .  All.  57 

:tm,n)   =  154.4 
Bft  =  321.3 
W  =  475.7 
von  dem  llesultal  ties  Art.  56  nur  um  0.1  verschieden. 

Ol. 
Es  wird  unler  den  slall  findenden  Umsianden  woh!  dienlich  sein, 
ein  der  Wivkliclikeit  entnommenes,  zusammengesetzteres  Beispiel  zu 
^eben.  Es  soll  dieses  ans  der  Pr.  Kilslenvermessung  entlehnt  werden, 
iü  welcher  der  hier  behandelte  tall  mehrmids  vorkomnit.  Das  Haiipt- 
ilreiecksnelz  dieser  Vermessung  erstreckt  sich  in  der  Nühe  der  Küste 
der  Ostsee  von  Wildenhof  liis  l-tlbeck.  und  von  den  Stiitionen  Vogelsang 
und  Kleistberg  zweigt  sich  in  der  Hichtung  nach  Berlin  ein  zweites 
Netz  ab. 

Auf  der  Slalion  Vogelsang  wurden  die  Richtungen  nach 

Anklam (4) 

Lehbin (5) 

Sprengelsberg  ....  (0) 

Kleistberg (7) 

Bahn (1) 

Koboldsberg (2) 

Luckow (3) 

eingeschnitten,  von  welchen  die  drei  ersten  ausschliesslich  dem  Haupl- 
neU,  die  vierte  beiden  Netzen,  und  die  drei  letzten  ausschliesslich  dem 
Zweignetz  angehören.  Auf  der  SlalioTi  Kleistberg  wurden  die  Rich- 
tnngen  nach 

Bahn (1) 

Stargard (a) 

Vogelsang (2j 
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Sprengelsberg  ....  (3) 
Klorberg (4) 

eingeschnitten,  von  welchen  die  erste  dem  Zweignotz  angehört,  die 
zweite  eine  überzählige  Richtung  ist,  die  dritte  beiden  Netzen,  und  die 
beiden  letzten  dem  Hanptnetz  ausschliesslich  angehören. 

Zu  mehrerer  Einfachheit  werde  ich  im  Folgenden  die  Station  Voge/- 
sang  mit  (1),  die  Station  Kleislberg  mit  (2),  und  die  auf  diesen  Stationen 
eingeschnittenen  Richtungen  mit  den  Zahlen  bezeichnen,  die  oben  def 
Namen  derselben  beigefügt  worden  sind. 


62. 

St.  (1). 

Die  durch  die  Ausgleichung  des  Hauptnetzes  gegebenen  Winkel 
sind  (Küsten verm.  S.  367) 

x{b),  —  ir(4),  =  45^»  23'  22"364 
a;(6),  _  a;(5),  =  47  47  16.169 
x{l)i  —  a;(6)i  =  52    49   30.983 

die  in  der  Ausgleichung  des  Zweignetzes  dieselben  Werlhe  bekonunon 
müssen.  Ich  habe  demzufolge  die  vorliiufigon  Worthe  aller  Richtuni!:en 
mit  Einschluss  der  Cenlrirungen  wie  folgt  angenonmien, 

(1)  =  219"  31'   43 "000 

(2)  =  250    20    35.509 

(3)  =  270  22   6.000 
f4)  =   0   0   5.562 

(5)  =  45  23  27.926 

(6)  =  93  10  44.095 

(7)  =  146   0  15.078 

in  welchen,  wie  man  sieht,  die  vorstehenden  Bedingungsgleichungen 
bcrücksichligt  worden  sind.  Durch  Zuziehung  dieser  nebst  den  Beob- 
achtungen (Küstenverm.  S.  147  u.  f.)  wurden  die  Stationsläfelclien  und 
die  Stationsgleichungen  berechnet.  Ohne  Rücksicht  auf  die  obigen  Be- 
dingungen wurden  die  letzteren  wie  folgt  gefunden, 
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80.8097  u;(4)  '  =-5r'9l8 

9.8384  16'(2)          +   0.2321  u;(4)-   0.2174  ti;;5)                 0m;(6)-   0.6007  m;(7)  =  +24.866 

80.7053  U'(8;+   8.7552  ti;;4) +  16.5223  ir(5)                  0  i6'(6; +20.8887  u;(7)  =  +29.508 

•f M321  k;;2)  +   8.7552  ft*(3]  +  85.1946i^;(4)-   6.3003  a*::5)-   5.8388  t<;(6}-   4.8980  U)(7)  =  +18.884 

-fl.2l74M;(2)  +  46.5223  w(3)-   6.8003  iü(4) +79  2003  it;(5)--11 .8381  *(;(6)—   8.3867  u;(7)  =  -   2.874 

0u;;2)                 0tt;(3)-   5.8838  ti?(4)-11. 8333  «;i5)+28. 1667  m;(6)-10. 5000  m;(7)  =  -    1.856 

-0.6007  U7(S; +20.3387  ti;(3)-   4.8980  u;(4)—   8.8867  u;(5)- 10.5000  u;(6)  +  77. 4888  fi;(7)  =  —16.574 

Da  nun  hier  die  Richtungen  (4),  (5),  (6),  (7)  gegebene  Winkel  oin- 
schliessen,  so  müssen  die  vier  letzten  dieser  Gleichungen  vor  der  Auf- 
lösung  addirt,  und  »(4) ,  w(5) ,  «»(6)  in  «,'(7)  verwandelt  werden ,  somit 
bekommen  wir 

.30.8097ip(1)  =— 51"918 

9.83:}4w(2)  —O.o860«'(7)  = +24.366 

80.70.')3»<;i)-|-  45.61 62tt<7)  =  +29.508 
— 0.5860  tt)(2)+45.6I  02tp(3)+ 1 30.4886tt'{7)  =  —  1 .93« 

deren  Auflösung 

log  /  =  8.77519  .  log  /'  =  9.7ö222n 

tv{\)  =  —  1"68o 
w(2)  =  +  2.468 
w(3)  =  +  0.458 
w{7)  =  —  0.164  ,  (//,4)  =  (//)  —  161.5 

gicbt.     Fttgt  man  diesen  die  ohigon  vorlaufigen  Werthe  hinzu,  so  findet 
man 

j/(1),  =  219»  31'  41"315 
»/(2),  =  250  20  37.977 
y(3),  =  270  22  6.458 
j/(7),  =  146      0    14.914 

denen  man  noch  die  folgenden  hinzufügen  kann, 

y(4),  =  0»  0'  5"398 
j/(5},  =  45  23  27.762 
y(6],  =  93    10    43.931 

die  aber  hier  nicht  gebraucht  werden. 

63. 

St.  (2). 

Die  durch  die  Ausgleichung  des  Hauptnelzes  gegebenen  Winkel 
sind  hier  (KUstenvorni,  S.  367) 
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a:(3)2  —  x{2)2  =  60«  33'  3"689 
x{i)2  —  x(3)2  =  51    2i    6.288 

die  in  der  Ausgleichung  des  Zweignetzes  auch  dieselben  Werthe  bekoi 
men  müssen.  Es  sind  demnach  die  vorläufigen  Werlhe  aller  Richtung! 
dieser  Station,  mit  Einschluss  der  Centrirungen,  wie  folgt  angenomrot 
worden, 

(a)  =     11»     3'  36"000 

(1)  =00      0.000 

(2)  =    40    35    33.944 

(3)  =  101      8    37.633 

(4)  =  152   29    43.921 


in  welchen  die  vorstehenden  Bedingungsgleichungen  berücksichtigt  wo. 
den  sind.    Nachdem  hiemit,  und  mit  Zuziehung  der  Beobachtungen  an/ 
der  Station  (2)  (Küstenverm.  S.  144  u.f.)  die  Stationstafelchen  berechnet 
worden  waren,  ergaben  sich  ohne  Rücksicht  auf  die  obigen  Bedingungs- 
gleichungen die  folgenden  Stationsgleichungen 

7.8002 u;((i)  =  -  fm 

30.1460m;(I)  —  5.7709u;(4)  =—  TOM 

5l.8892t^(2)-U.66C7u;(3)  — H.2222tt;(4)  =  +13.341 

-14.6667  u;(3)-+-36.3333m;(3)-2I. 6667  m;(4)  =—  5.5« 

-  5.7709u;(1)-M.:?222j6'(2)-21.6667m;(3)-I-56.5346u;(4)  =  —    \A\{ 

Da  nun  hier  die  Richtungen  (2),  (3),  (4)  gegebene  Winkel  einschliessen, 
so  müssen  vor  der  Auflösung  die  drei  letzten  der  vorstehenden  Glei- 
chungen addirt,  und  w{3)  nebst  ttj(4)  in  tr(2)  verwandelt  werden.  Hiemit 
ergeben  sich 

7.8002  w{a)  =  —  2"633 

30.1460  u'(1)  —    5.7709  tr(2)  =  —  1.066 
—    5.7709  fr(1)  +  49.6460  /r(2)  =  +  3.699 
durch  deren  Auflösung  man 

log/^'  =  9.28201 
w{a)  =  —  0"338 
ti»(l)=  —  0.022 
n'(2)  =  +  0.072  ,   (//,3)  =  (//)  —  1.2 


und 


y{a)2  =  ir»  3'  35"622 
y(1)2  =  359  59  59.978 
y(2)2  =     40    35    34.016 
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erhält.    Ausserdem  bekommt  man  durch  die  Bedingungsgleichnngen 

y(3)2  =  101«     8'  37"705 
y(4)2  =  152    29    43.993 

die  aber  hier  nicht  gebraucht  werden. 


64. 

Um  in  Erfahrung  zu  bringen,  welche  Endresultate  hieraus  hervor- 
gehen, habe  ich  noch  die  drei  folgenden  Stationen  hinzugezogen  : 

Bahn (3) 

Koboldsberg  ...  (4) 
Luckow (5) 

Dod  die  beobachteten  Richtungen  auf  diesen  Stationen  wie  folgt  be- 
zeichnet : 

Von  Bahn  nach  Koboldsberg (Ijs 

»        *        »     Luckow (2)3 

DD»     Vo^clsang (3)3 

»        1)        »     Kleist  berg (4)3 

Von  Koboldsbcrg  nach  Luckow  ....  (1)4 
»  »  »  Vogelsang.  .  .  (2)4 
»  »  »     Bahn (3)4 

Von  Luckow  nach  Vogelsang (1)5 

»         »  »      Bahn (2)5 

Ä         »  »      Koboldsberg.  .  .  .  (3)5 

Die  Ausgleichungen  auf  diesen  Stationen  habe  ich  so  angenommen, 
vie  man  sie  in  der  Küstenvermessung  angegeben  findet.    Nemlich 

y(1)3=       0^    0'  0" 

y(2)3  =    48    30  9.629 

y(3)3=    99    30  5.890 

y(4)3=  165   23  12.042 

Unbestimmte  Auflösung  der  Stationsgleichungen  (3) 

0.06933((2)— (1))  +  0.02478((3)— (1))  +  0.01539((4)— (1)) ; 
0.02478((2)— (1))  +  0.0611 1;(3)—(1))  +  0.021 56((4)—(1)); 

0.01o39((2)— 0))  +  0.021 56((3)—(1))  +  0.06689{(4)— (1)); 
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31/(1)4  =  131«  23'  26"012 
»/(2)4  =  1 57  47  58.026 
1/(3)4  =  207    28    37.938 

ünhcstimmic  Auflösung  der  Slation.sgleichungon  (4) 

-I-  0.1  1003(1)  +  0.07I9(;(2)  +  0.07403(3); 
-I-  0.07196(1)  +  0.12902(2)  -C-  0.07543(.3); 
+  0.07463(1)  -I-  0.07543(2)  +  0.10882(3); 

y(1  )r,  =         0"      0'       0" 

y(2).,  =  78  9  40.220 
y(3)s  =  133    33    59.489 

Unbestimmte  Auflösung  der  Stationsgleichungcn  (5) 

+  0.06827((2)— (1))  +  0.02599((3)— (1)); 
-I-  0.02399((2)— (1))  +  0.03545((.3}— (1)). 


R-      i 


65. 

Die  Bedingungsgleichungcn  /.wischen  den  vorbenaDnlen  Beobarh- 
lungen  dieser  fünf  Stationen  sind 

(/)...  a;(1),  —  ar(7),  -8-  «(2)2  —  x{])2  +  .r(4>,  —  a;(3):,  =  180»  C  7"032 

(//)...  x(3),—a;(1),  -I- «-(.3):,  —  a;(2):, -h  .r(2)5  —  a;(1  )5  =  1 80   0  3.219 

(///) . . .  x(2);,  —  x{i ):,  +  d-(3)4  —  x(\ ;,  +  .r(3),  —  x(2]r,  =  1 80    0  2.084 

{IV} . . .  x[2)t  —  x{] ),  +  43):,  —  .r(1 ),  +  .r(3;4  —  .r(2),  =  1 80    0  3.464 

(V)  siii(g(3l3-.gfäi3)  sin  lx:3^t-.rVi)  sin  (.r;3:.-,-.r;i),-,'      __    4 

^     '*"        sin  (.r(3)3— ./-(l);,)  .sin(.-B(2)4— .r(1)4':  sin  ij.ii.i— .x  l's) 

und  subslituirl  man  hierin  die  vorstellenden  Werllie  der  ]f\i% ,  so  erhlilt 
man 

F{l)  =  —  0"441   ,  F{II)  =  —  r'39.">  ,  F{III)  =  —  r'260 
F{IV)  =  —  1.000  ,  F{V)  =  -s-  1.046 

wobei  zu  bemerken  isl,  dass  die  Gleichung  {V)  mit  der  Zahl  50  dividirl 
worden  isl. 

06. 

Es  ergeben  sich  nun  aus  dem  Vorhergehenden  die  folgenden  Werihe 
der  q{rj) ,  etc. 
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1           r 

s 

9(r,/) 

9(r,//) 

q[rM) 

q{rJV) 
+  1 

lop^v.n 

\ 

3 
4 

\ 

2 

3 

• 
4 

5 

—  1 

4-1 
-1 

;                        1 

1 

til  1  1    tli     !it   1 

:                                     ! 

_  _^^_  __ 
+  1 

2 

+  1 
4-1 

9.5328m 
9.6U5 

9.9284 

0.0810/1 

9.5529 

'    8.9455W 
9.6038» 

! 

13,-1 

~~- 

UD<1  hieraus  bekommt  man 


\o%r[rJ)         \o^f{rJl]       \ofif{r,m}  \    log  Ar,/!')        log /-(r.r) 


i 

2 
3 
4 

4 

1 
2 

2 

^-1 
4.-1 

3 

1 
% 
3 

4 

2,-1 
3,-1 

5 

8.5M3 
6. 755 in 
7.7324 
7.9802« 


8.476971 
8.221^6 

7.9727« 
8.5971» 
8.6564 


8.5H3» 
6.5076» 
8.1886 
7.7324» 


8.6iS9» 

8.5602 

7.7903 


H.83i2 
8.41 i8 


8.8409 
8.3941 
8.1872 

8.61 72»' 

7.5403 

8.5339 

8.6i6V» 
8.4692 


8.ÖM3n 
9.0074 
6.5076n 
6.7554 


8.3941 
8.7861 
8.3337 

7.4265 

8.7291» 

8.5236 


8.1287» 

8.2227 

7_5J)99^ 

875839" 
8  8295» 
8.05i5^ 

8y2f6r»" 
8.3902» 


Nv^s  diesen  Daten  erhielt  ich  die  folgenden  Goefficienten  der  Endglei 
chungen, 


I 

// 

III 

IV 

V 

F{     ) 

! 

0.47353 

—  0.05722 

—  0.00939 

-0.07258 

—0.01307 

-1)^441 

" 

0.19704 

—  0.08683 

4-0.06847 

4-0.01369 

—  1.595 

III 

0.21668 

4-0.05550 

-0.04865 

—  1.260 

IV 

0.28227 

4-0.09549 

—  1.000 

h 

• 

0.14070  14-1.046  1 

67. 

Die  Auflösung  dieser  Gndgleichungen  giebl  für  die  Unbekannten 
derselben  die  folgenden  Werthe, 
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[80     * 


(/)  = 

(77)  = 
(///)  = 

(/V)  = 
(F)  = 


8.384 

14.630 

1 0. 1 03 

2.225 

6.095 


«5  —  48.3 


womit  man 


z(i),  =  +  0"275 
i(2),  =  —  0.217 
z(3)i  =  —  0.270 
z(7),  =  +  0.1 58 

z(1)4  =  +  0"646 
2(2)4  =  —  0.328 


2(1)2  =  +  0"251 
2(2)2  =  —  0.140 


2(2,-1)3=  —  0"107 
2(3,-1),  =  —  0.485 
2(4,-1)3  =  —  0.652 


2(2,— 1)s  =  —  0"672 
2(3,-1).,  =  —  0.828 


2(3)4  =  —  0.351    . 
erhält,  und  hiemit  und  durch  die  y{r),  der  Artl.  62,  63,  64  ergeben  sich 


die  folgende 

x{i) 
x(2) 
x(3) 
x{l) 


X  Endresultate, 

=  219»  31'  41  "040 
=  250  20  38.194 
=  270  22  6.728 
=  1 46      0    1 4.756 


a;(1)3=  0»     0'  0" 

x(2)3  =  48    30  9.7.36 

x(3),  =  99    30  6.375 

t(4)3=  165   23  12.694 

ir(1)8=:  0»    0'  0" 

a<2)5  =  78      9  40.892 

ar(3)i=  133    34  0.317 


a;(1>i  =  359»  59'  59"727 
d:(2)2  =     40   35    34.156 


x(1)4  =  131»  23'  25"a66 
x{2),  =  157  47  58.354 
43j4  =  207    28    58.289 


68. 

Die  Vcrgieichung  dieser  Resultate  mit  den  in  der  Küslenverniessung 
angegebenen  zeigt  bedeutende  Unterschiede  in  den  daraus  hervorgehen- 
den Winkeln,  allein  man  kann  strenge  genommen  diese  beiden  Resultate 
nicht  mit  einander  vergleichen,  da  hier  nur  die  ersteu  fUnf  Stationen  des 
Zweignetzes,  dort  aber  alle  Stationen  desselben  in  Betracht  gezogen 
worden  sind.  Um  die  Data  zu  einer  rationellen  Vergleichung  zu  erhal- 
ten, müssen  wir  dieselben  fünf  Stationen,  ohne  Hinzuftlgung  der  übrigen, 
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nnch  dem  in  der  Küsten  Vermessung  angewandten  Verfahren  behandeln. 
Dieses  soll  im  Folgenden  ausgeführt  werden. 

69. 

Die  Ausgleichungen  auf  den  Stationen,  so  wie  die  obigen  fünf  Be- 
dingungsgleichungen  bleiben  nun  dieselben  wie  in  der  Küstenvermes- 
sung.  Auch  die  Resultate  der  Substitutionen  in  die  Bedingungsgleichun- 
gen bleiben  unveri^lndert,  wie  sie  dort  S.  29ö  u.  296  angegeben  worden 
sind,  mit  der  Ausnahme  jedoch,  dass  das  dort  angegebene  logarithmische 
Resultat  der  Seitengleichung,  mit  der  Zahl  50  dividirt,  anzuwenden  ist. 
Ks  werden  demnach 

F(/)  =  —  0^299  ,  F(//)  =  —  r'699  ,  F(///)  =  —  1"260 
F(/V)  =  —  1.100  ,  F{V)  =  +  1.038 

Zufolge  des  im  angeführten  Werk  angewandten  Verfahrens  werden 
die  Verbesserungen  der  auf  den  Slationen  (1)  und  (2)  beobachteten  Rich- 
longen  weggelassen,  und  von  den  Tüfelchcn  des  Art.  53  für  die  q[rj),  etc. 
und  f[rj) ,  etc.  fallen  daher  jetzt  die  beiden  ersten,  sich  auf  die  Statio- 
nen (1)  und  (2)  beziehenden  Abtheilungen  ganz  weg,  während  die  drei 
übrigen,  sich  auf  die  Stalionen  (3),  (4),  (5)  beziehenden,  Abtheilungen 
unverändert  beizubehalten  sind.     Berechnet  man  nun  aus  diesen   die 
Coetficienten  der  Endgleichungen,  so  erhalt  man  die  folgenden  Werlhe 
derselben. 


^  i     ' 

// 

///                      IV 

V 

—  0.01307 
4-0  01369 
-0.04865 
-HO  09549 
0.14070 

F[     ) 

—  O'^äQ^ 

—  1.699 
-1.560 

—  1.100 
-♦-1.038 

I  '    0.08i88 

II  \ 
11  f 
IV  \ 

—  0.03016    — 0.ü0i;3y     -().039:)5 

0. 14915    —0.08683    4-0.03633 

,     0.2166«    4-0.0öö.')0 

1                           0. 14809 

1 

die  mit  den  Angaben   der  Küstenvermessung  S.  336  übereinstimmen, 
nachdem  die  auf  V  sich  beziehenden  Coefficienten  mit  dem  Factor,  des- 
sen log  =  0.3755,  und  der  CoefGcient  (V,  V)  mit  dem  Quadrat  dieses 
Factors  mnltiplicirt  worden  sind. 


70. 

Die  Auflösung*  dieser  filndgloichungen  giebt 

(/)  =  —  15.101 
(77)  =  —     6.091 

AlilMudl.  d.  K.  S.  (iMcIlM-h.  d.  \ViK)U!ii«<li.  XIV. 


18 


266  P.  A.  Hansen,  [R« 

(///)  =  -I-    5.894 
{IV)  =  —  31.513 
(F)  =  +  29.991   .  Rr,  =  73.2 

womit  man 

;(2,  — 1),,  =  _  0"362  ,  z(1)4  =  +  0"823  .  2(2,-1)5  =  —  V'l^ 
z(3,-_1).,  =  _  0.903  ,  2(2)4  =  —  0.316  ,  2(3.-1)5  =  —  0.7? 
z(4,— 1>,  =  —  1.202  ,  2(3)4  =  —  0.512  , 

und 

a;(1):,  =  0«     0'  0"         ,  «(1)4  =  131«23'  25"189 

a;(2)3  =  48    30  9.991   ,«(2)4=157    47    58.342 

43):,  =  99    30  6.793  ,  x{3}i  =  207    28    58.450 

.r(4):,  =  165    23  13.244  , 

x{i),  =       0»    0'     0" 
a-(2)5  =    78      9    41.379 
a;(3)5  =  133    34      0.210 

erhall,  wozu  noch 

t(1),  =  219"  31'  3ö"o83  ,  ic(1)2  =  359»  59'  59"970 

42),  =  250    20  32.145  ,  ip(2)2  =    40   35    34.037 

ir(3),  =  270    22  0.622  , 

x{l)i  =  1 46      0  9.069  , 

die  ich  aus  der  Küstenvermessung  S.  367  habe  entnehmen  können ,  d 
sie  von  den  hier  in  Betracht  gezogenen  Ausgleichungsrechnungen  an — 
berührt  bleiben. 

71. 

Die  Vergleichung  der  Winkel,  die  aus  den  eben  erhaltenen  Rich- 
tungen folgen ,  mit  denen,  die  <lie  Kuslenvermessung  enthält,  giebt  nur 
sehr  kleine  Unterschiede,   woraus  folgt,   dass  die  hier  weggelassenen 
Stationen  nur  geringen  Einiluss  auf  diese  Richtungen  üussern ;  ein  Um- 
stand, der  sich  auch  schon  durch  die  Figur  des  Netzes  im  Voraus  erken- 
nen lUssl.    Desto  grösser  sind  aber  die  Unterschiede  mit  den  nach  dem 
hier  entwickeilen  Verfahren  berechneten,  und  im  Art.  67  erhaltenen  Re- 
sultate.   Ich  will  diese  nebst  den  Unterschieden,  die  daraus  folgen,  hier 
zusammen  stellen,  werde  ahei-  nur  die  Secunden  der  Winkel  anfuhren, 
da  diese  hinroicliend  sind. 
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Art.  67.  Art.  70.  Unterschiede. 

x(1),  —  a;(7),  =  26"284  26"5I4  +  0"230 

ar(2),  —  x{\)t  =  57.134  5().ü62  —  0.592 

a5(3),  —  x(2),  =  28.534  28.477  —  0.0.=>7 

a;(2),  —  x(7),  =  23.438  23.076  —  0.362 

43),  —  x(4),  =  25.688  25.039  —  0.649 

-c(3),  —  x(7)i  =  51.972  51.553  —  0.419 

«(3)2  —  x(1)2  =  34.429  34.067  —  0.362 

a?(2),  —  a<1)3  =     9.736  9.991  -|-  0.255 

x{3)3  —  x{2)3=  56.639  56.802  -I-  0.163 

x(4)3  —  «(3)3  =     6.319  6.451  +0.132 

x(3)3  —  «(1  ja  =    6.375  6.793  +0.418 

a;(4)3  —  a<2)s  =    2958  3.253  +  0.295 

44)3  —  «(1)3  =  12.694  13.244  +  0.550 

x{2)t  —  41)4  =!  32.988  33.153  +  0.165 
x{S)t  -  a;(2)4  =  59.935  60.108  +  0.173 
x(i)i  —  x{\)i  =  32.923       34.261        +  0.338 

a;(2)5  —  a;(1)5  =  40.892  41.379  +0.487 
43)5  —  x{2)i  =  19.425  18.831  —  0.594 
a;(3)5  —  «(1)5  =    0.317         0.210       —0.107 

Diese  Unterschiede  sind  sehr  gross,  und  steigen,  wie  man  sieht,  fast  auf 
0  7.  Das  Verfahren,  welches  diese  Unterschiede  gegeben  hat,  ist  in  der 
Kustenvermessung  wiederholt  angewandt  worden. 

72. 

Zum  Schlüsse  will  ich  noch  die  Summen  der  Fehlerquadratc  ver- 
gleichen, die  in  diesem  Beispiel  erhallen  werden.   Diese  Summen  selbst 
kann  Quin  zwar  aus  dem  Vorhergehenden  nicht  erhalten,  weil  ich  die 
(m)  nicht  berechnel  habe,  aber  um  ihren  Unterschied  zu  erhalten,  sind 
fl'le  erforderh'chcn  Data  angegeben  worden.    Zuerst  bemerke  ich,  dass 
die  Aasgleichungen  auf  den  Stationen  (3),  (4),  (5)  hiebei  nicht  in  Bolracht 
kommen,   denn  da  diese  Stationen  in  beiden,  im  Vorstehenden  an- 
gewandten Ycrfabrungsarten  auf  dieselbe  Weise  eintreten,  so  ist  ihr  Bei- 
trag  derselbe,  und  verschwindet  also  im  Unterschied  der  Summe  der 
Fehierquadrale.    Es  sind  daher 'von  allen  Stationen   hier  nur  die  (1) 
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und  (2)  zu  berücksichtigen.    Für  das  in  dieser  Abhandlung  ent 
Verfahren  erhallen  wir 

(//,4),  =  (//),  —  161.5  .  .  .  Art.  62 

(//,.3)2  =  (//)2  —       1.2  ..  .  Art.  6:i 

v(tt,w)   =  2t//)   —  1 62.7 

Ih  =  48.3  .  .  .  Art.  67 


W  =  ^\l[)   —  114.4 

In  Bezug  auf  das  Verfahren  der  Kastenvermessung  erhält 
die  zwei  genannten  Stationen  die  Werihe  der  (//,«)  durch  die  A 
der  ursprünglichen,  in  den  Artt.  62  u.  63  gegebenen  Stalions; 
gen,  und  die  Werthe  der  (//),  die  dabei  in  Betracht  komnien, 
denen,  die  jenem  Verfahren  angehören,  identisch.    Es  ergeben 
die  beschriebene  Weise 

{//,7)i  =     (//)i  -  172.5 
(//,5),  =     (//),  -      4.7 

N'(//,n)   =  y{n)   -  177.2 

fi,  =  73.2  .  .  .  Art.  70 

w  =  y[ii)  —  104.0 

Der  Unterschied  zwischen  diesen  beiden  Werlhen  von  W  betri 
und  zwar  ist  die  Summe  der  Fehlerquadrale,  die  das  Verfa 
Küsten  Vermessung  giebl,  um  diesen  Betrag  grösser  wie  die 
weiche  das  in  dieser  Abhiindlung  entwickelte  Verfahren  giebt. 
aber  bei  nur  fünf  Stationen  ein  Unterschied  von  zehn  bis  elf  1 
in  dieser  Summe  erheblich  zu  nennen,  und  wir  sehen  also, 
Verfahren  der  Küslenver  messung  die  Summe  der  Fehlerquadi 
zum  Minimum  macht. 

In  anderen  Füllen  können  sich  alle  im  Vorhergehenden  e 
Unterschiede  betrllchtlich  vergrössern,  und  sie  wären  schon  i 
Beispiel  wesentlich  grösser  geworden,  wenn  zuföllig  einige  l 
etwas  anders  gewesen  wlircn.  Nimmt  man  z.  B.  an,  dass  d 
der  ersten  Bedingungsgleichung  nach  der  Substitution  der  y(r), 
statt  — 0'299  gewesen  wäre,  welches  leicht  der  Fall  hätte  seil 
so  hatten  die  Unterschiede  in  den  Winkeln  1"  erreicht,  und  gros 
schiede  waren  hJiufiger  vorgekommen,  als  in  der  Zusammenste 
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vor.  Art.     Die  Summe  der  Fehlerquadrate  wäre  in  diesem  Falle  31,2 
Binbeiten  grösser  geworden  als  ihr  Minimum. 


73. 

Es  soll  zur  Erläuterung  der  Entwickelungen  des  Art.  28  u.  f.  ein 

Beispiel  des  Falles  gegeben  werden,  wo  eine  Winkelgleichung   des 

l^reiecksnetzes  auf  die  dort  erklärte  Art  behandelt  wird.     Ich  nehme 

zwei  Dreiecke  an,  die  eine  gemeinschaftliche  Seile  haben,  und  bezeichne 

die  Stationen,  die  die  Ecken  des  daraus  entstehenden  Vierecks  bilden, 

aiit(i),  (2),  (3),  (4).     Die  gemeinschaftliche  Seite  soll  die  Seite  (2)  (3) 

sein.    Ich  nehme  ferner  an,  dass  die  zweite  Diagonale  dieses  Vierecks 

nicht  beobachtet  worden  ist,  aber  dass  auf  jeder  Station  Richtungen 

beobachtet  worden  sind,  die  nicht  zu  diesem  Viereck  gehören;    man 

kann  diese  entweder  als  überzählige,  oder  als  solche  betrachten,  die  zu 

anderen  hier  nicht  in  Betracht  gezogenen  Dreieöken  gehören. 

Die  wahrscheinlichsten  Werthe  der  Richtungen  auf  der 

Station  (1)  nach  (3)  sei  x(i 
»        »      »     (2)    »   x{2] 
eine  überzählige  Richtung  sei  x{3] 

Station  (2)  nach  (1)  sei  xi^ 

(3)  ))    x{^] 

(4)  »    x{3] 
überzählige  Richtungen  seien  x{i] 

Station  (3)  nach  (2)  sei  x{\ 


» 


» 


» 


» 


» 


» 


»         »      »     (1)    »   x{2 

»        »      »     (4)   »    x[i 

eine  überzählige  Richtung  sei  ^(3 

Station  (4)  nach  (2)  sei  x{'\ 

»        »      ))     (3)   »   x{2 

überzählige  Richtungen  seien  ^(3 


2 


2  und  a?(5)2 


und  a;(4)^ 


74. 

Die  zwei  Bedingungsgleichungen,  die  dieses  Viereck  giebt,  sind  in 
Folge  der  Grösse  einer  der  Seiten  desselben,  die  ich  beliebig  angenom- 
men habe, 
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x(2),  —  x{\)^+  x{2\  —  ar(1)2  -|-  a;{2)a  —  a^l)»  =  <80»  0'  2"8H 
a;(3j,  _-  a-(2)2  +  a;(1),  —  a<4):,  +  x(2)4  —  «{1)4  =  1 80    0   5.488 

von  welchen  die  erste  auf  die  oben  entwickelte  Art  behandelt,  aber  die 
zweite  im  zweiten  Theil  der  AuHösung  berücksichtigt  werden  soll.  Die 
vorläufigen  Werthe  der  Richtungen  mit  Einschluss  der  CentriraDgei 
sollen  die  folgenden  sein, 

(I),  =  60»  0'  0" 
(2),  =  142  23  46.600 
(3),  =  193  40   8.540 

(1)2  =100  4  0 

(2),  =  1 42  36  40.369 

(3)2  =  193  59  »7.516 

(4).  =  2H2  31  4?.80O 

(0)2  =  335  49  51.600 

(I):,  =  15  30  30.000 

.   (2)3  =  70  34  5.902 

(3;a  =  270  18  4.183 

.4);,  =  293  17  46.224 

(1)4  =  204  8  30.000 

(2),  =  250  33  12.000 

(3),  =  332  37  48.000 

(4),  =  41  ,"»1  1 5.000 

Miin  orkcMint,  dass  unter  diesen  Werllicn  die  GIcichunf; 

r2),  -  J ),  -8-  (2),  -  ( I )-,  +  (2;:,  -  (1  )3  =   1 80»  0'   2"87  1 
slall  findet,  gleichwie  im  Art.  30  verlangt  wurde. 


75. 

Da  OS  hi(>i-  von  keinem  Interesse  sein  kann,  die  Stationsgleichunc 
kennen  /.»  i(;rnen,  .so  stelle  ich  gleich  die  Slationsgleichungen ,  aber  \ 
der  Einführung  der  N,  N',  N",  etc.,  auf, 

St.  (I). 

18.6r.7»/'(1)  — 14.333w(2)—  4.333*t>(3)  =  — 17"3I2 
— 14.333  H'(l)  +  3 1.667  «'(ä)— 17.333  w(3)  =  —  8.417 
—   4.333i('r!— l7.333M<2)-s-21.GG7»r'3)  =  +25.729 
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St.  (2). 

32.0to(1)—   8.5  a'(2)— 10.5  w(3)—  6.0w(4)—  7.0w(ö)  =  —  8"U6 

—  8.5»(1)-h37.0w(2)  — I4.0tt>(3)—  6.0tt'(4)—  8.5 «>(5)  = —10.318 
— 10.5  w(1)—U.0«»{2)+34.0 10(3)—   4.0tt'(4)—  5.5  «-(5)  =  —  2.978 

—  6.0tt>(1)—  6.0w(2)—   4.Ü«>(3)-|-24.0w(4)—  8.0  w(5)  = -1-10.134 

—  7.0to(1)—  8.5to(2)—  5.5«;(3)—  8.0  H<4)-h  29.0  «j(5)  = -1-11.308 

St.  (3). 

40.5w(1)— 15.5u'(2)— 12.5w(3)— 12.5w(4)  =  -i-  9"432 
'       — 15.5w(1)-h32.5tt<2)—  8.5»t'(3)—  8.5  w(4)  =  —  8.571 

—  !2.5f»(1)—  8,5»i'(2)-|-29.5tt-(3)—  8.5  «-(4)  =  —10.841 

—  I2.5w(1)—  8.ött<2)—  8.5a;(3)+29.5w(4)  =  -i-  9.980 

S(.  (4). 

22.067  «'(I)—  9.333  M'(2)—  9.333  m>(3)—   4.0      w(4)  =  +  7  "000 

—  9.333  «'(1)-|-24.667r'(2)—  7.0      n'(3)—   8.333  «)(4)  =  -h  8.31« 

—  9  333«'(1)—  7.0      tt-(2)-l-22.0      «.(3)—  5.667  if(4)  =  -i-  0.444 

—  4.0      w(1)—  8.333  w(2)—  5.667  «•(3)-|- 18.0      w(4)  =  — 15.760 

Die  Coeßicicntcn  der  Unbekannten  dieser  Gleicluingen  sind  die,  die  in 
den  Enlwickelungen  mit  [aä] ,  [«6] ,  etc.  [bb] ,  elc,  etc.  bezeichnet  wor- 
den sind. 

76. 

Die  Einfuhrung  der  N,  N',  elc.  in  die  Gleichungen  des  vor.  Art. 
werde  ich  etwas  anders  einrichten,  wie  ich  es  bisher  gethan  habe,  da 
es  im  gegenwärtigen  Falle  einigen  Vorlheil  bringt.  Ich  werde  diese 
Grössen  so  bestimmen,  dass  die  GoefTicienten  der  letzten  Unbekannten, 
mit  Ausnahme  des  letzten  derselben,  so  wie  in  der  ersten  Gleichung 
auch  der  Coefficient  der  vorletzten  Unbekannten,  Null  werden.  Die 
Ausdrücke,  durch  welche  dieses  bewirkt  wird,  kann  sich  jeder  leicht 
selbst  entwickeln,  zum  Ueberfluss  will  ich  sie  für  die  am  Meisten  vor- 
kommenden Falle  hier  anfuhren.  Wenn  nur  drei  Unbekannte  auf  der 
Station  vorhanden  sind,  so  erleiden  die  früher  gegebenen  Ausdrücke 
gar  keine  Abänderung. 

Wenn  vier  Unbekannte  vorhanden  sind,  so  berechne  man 
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3/   =  +  /-  [aa]  [aa"]  [aa"] 


M 


N    =  — 
N"  =  -      " 


A"  =  — 


r^tff'. 


N'"  =  - 


[aa"'] 
M 

[aa"] 


Wenn  füDf  Unbekannte  vorhanden  sind,  so  erfüllen  die  folgende C7 
Ausdrücke  den  Zweck, 

3/   =  +  /- [«a'1  [aa"]  [aV]' 


t„n 


/VT ^(.__      yv'   _    ^^'^ 


1 


iV"  =  — 


a'"«" 


[aa''] 


iV"  =  - 


Wenn  sechs  Unbekannte  vorhanden  sind,  so  sind  die  folgenden 
Ausdrücke  anzuwenden, 

3/    =  +   Y—  [W]  [ad]  [ad] 
N    =  — 


M 


a"a' 


iY"=  - 
.V  =  - 


M 


\aa' : 


A'"  =  — 
N'"  =  - 


'a"a'  1 


N 


i- 


l«'V 


aa"  :  N 

Man  kann  hieraus  leicht  die  Ausdrücke  für  eine  grössere  Anzahl 
von  Unbekannten  aufstellen. 


77. 

Führt  man  auf  diese  Art  die  N.  N\  etc.  in  die  Gleichungen  des 
vorvor.  Art.  ein,  so  ergeben  sich  die  Coofficienlen,  die  in  den  Entwicke- 
luni*en  mit  (aa),  {ah),  etc.  [bb) ,  etc.  etc.  {adj^,  (afr)  ,  etc.  (hb),  elc.  etc. 
{(td)^^,  {(ih)^^,  etc.  (tft)  ctc  elc.  bezeichnet  worden  sind.  Stellt  man  diese 
tabellarisch  auf,  so  erhalt  man  die  folgenden  Werthe, 


N  = 
log  = 


St.  M). 

1.8930   .  iV'=  7.5718   ,  A"  =  2.2892 
(0.27714)     =  (0.87920)     =  (0.359G8) 


u                              h 

(•            1     [ir),  etc. 

a        :>2.>>500              0 
b                        :     89.000 

C                                  1 

0          i   -I7":H2 

0          1   -   8.417 

20.907     i   4-25.729 

i9] 


NEUE  Ausgleichung  eines  Drkiecksnktzes. 


273 


N  = 
log     = 


St.  (2). 

2.2913      ,iV;=   2.7823      ,  N"  =   1.8003    , 
(0.36008)  =  (0.44440)  =  (0.25534) 

N"  =   2.6186      .  N;"  =   3.0551 
log      =(0,41807)        '    =(0.48502) 


a, 

37.85 

ft. 

—   6.375 

^' 

e, 

(te),  etc. 

-  2.125 

0 

0 

-  8"146 

b, 

44.741 

-  8.9910 

+  1.2857 

.      0 

—  10.318 

c. 

37.241 

4-   0.7142 

0 

-  2.978 

d, 

30.857 

0 

+10.134 

e,_ 

• 

38.333 

+  11.308 

St.  (3). 

A;=  4.2875     ,  iV;=  2.9155     ,  N"=  2.9155     ,  N;=  2.9155 
log   "  =  (0.63220)       "=(0.46471) 


a. 

fr. 

d. 

(te),  etc. 

bn 

58.883 

—  3.0 
41.0 

I 

0 

0 

38.0 

1 

0 
0 

38.0 

+  9"432 
-  8.571 
-10.841 
+  9.980 

3g 


St.  (4). 
2.5668     ,  N'=  5.3474     .  N'=  3.6363     ,  N'"=  1.5584 

in  in  „I 

(0.40939)  =(0.72814)  =(0.56066)  =(0.19268) 


a 

b                       c                      d           1      (te),  etc.     | 

a 
b 
c 
d 

29.2548 

+   4.3917 
53.262 

ü 
+12.445 
35.222 

0 

0 

0 

20.429 

+  7"000 
+  8.316 
+  0.444 
-15.760 

78. 

Aus  den  vorstehenden  Angaben  für  die  drei  ersten  Stationen  sind 
oundie  conobinirten  Stationsgloichungen  des  Art.  34  zu  berechnen,  deren 
Coefiicienten  ich  wieder  tabellarisch  aufstellen,  und  mit  den  a.  a.  0.  an- 
gewandten Bezeichnungen  versehen  werde.  Durch  sehr  geringe  Arbeit, 
und  indem  man  sich  der  im  Art.  33  gegebenen  Zusammenstellung  der 
Aasdrücke  der  combinirten  Coefiicienten  bedient,  wobei  man  sich  aber 

die  runden  Klammern  statt  der  eckigen  denken  muss,  ergiebt  sich  nun 

die  folgende  Zusammenstellung 
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___ 

B 

c 

A. 

B, 

c, 

d. 

B 

IM. 25 

0 

-22.25 

H-22.25 

0 

0 

c 

'       26.907 

0 

0 

0 

0 

O/    ' 

59.50 

-24.375 

-  6.375 

0 

b,  ' 

66.991 

—  8.991 

H-    1.2857 

c, 

37.2H 

H-  0.7142 

d, 

30.857 

«, 

A.. 

B,. 

c,, 

d„ 

Bek.  Gl. 

B 

0 

-22.25 

+22.25 

0 

0 

-25"729 

c 

0 

0 

0 

0 

0 

+25.729 

«/ 

0 

H-22.25 

-22.25 

0 

0 

+  9.166 

f>, 

0 

-22.25 

+22.25 

0 

0 

—27.630 

c, 

0 

0 

0 

0 

0 

-  2.978 

d, 

0 

0 

0 

0 

0 

+10.134 

ff 

38.333 

0 

0 

0 

0 

+11.308 

>'„ 

81.132 

-25.25 

0 

0 

+26.744 

K 

63.25 

0 

0 

-25.883 

'V 

38.000  ; 

0 

-10.841 

d« 

1 

38.000 

+  9.980 

Die  Coefficienien  dieser  Gleichungen  sind  leicht  zu  controliren. 
Betreff  der  bekannten  Glieder  ist  zu  bemerken,  dass  ihre  Summe  glei< 
Null  werden  muss.  Wie  die  Coefficienten  der  ursprünglichen  Station 
gleichungen  durch  ihre  Summen  controlirt  werden  können,  habe  i 
früher  gezeigt,  und  diese  Summen  müssen  in  den  Summen  der  Coel 
cienten  einer  jeden  der  vorstehenden  Gleichungen  wieder  zum  Vorsehe 
kommen,  wenn  man  die  Additionen  und  Subtraclionen  berücksichti 
die  in  den  Gleichungen  des  Art.  34  durch  die  Zusammensetzunfi^  c 
bekannten  Glieder  derselben  angezeigt  werden.  Auf  diese  Art  habe  i 
alle  vorhergehenden  Coefficienten  controlirt.  Ich  füge  noch  hinzu,  d^ 
die  Unbekannten  der  Gleichungen,  deren  Coefficienten  die  vorstehei» 
Tafel  giebt,  der  Reihe  nach  «,'(2),,  m<3),  ,  w(i)2,  ^2)2,  tr(3)2,  tt'(4)2,  wiß 
n'(1)3,  M^(2)3,  w{S)'i,  u?(4)3  sind. 

Die  Stationsgleichungen  der  St.  (4),  die  der  vor.  Art.  angiebt,  bU 
ben  unverändert. 


79. 

In  der  Zusamnienstellung  der  Coefficienten  der  aufzulösenden  Gh 
chungen  des  vor.  Art.  bemerkt  man  sogleich,  dass  vier  Gleichungen  vc 
kommen,  die  jede  nur  Eine  Unbekannte  enthalten.  Man  verfahrt  a 
Besten,  diese  vier  Gleichungen  allen  übrigen  voran  zu  stellen,  ui 
braucht  zu  dem  Ende  die  Tafel  nicht  umzuschreiben.    Hier  werde  i 
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indcss,  zur  leichteren  Uebersicht,  diese  Umschreibung  vornehmen,  und 
stelle  daher  die  folgenden  Gleichungen  voran, 

26.907  it'(3)i  =^  +25"729 

38.333^(5)2  =  +11.308 

38.000  u<3)3  =  —10.841 

38.000  w(4)3  =  +  9.980 

in  welchen  die  Coefficienten  der  Unbekannten  der  Reihe  nach  im  Fol- 
genden mit  (1,1),  (2,2,1),  (3,3,2),  (4,4,3)  bezeichnet  werden  sollen. 
Wählen  wir  für  die  Coefficienten  der  übrigen  Gleichungen  auch  Zahlen 
zur  Bezeichnung ,  und  fangen,  an  das  Vorhergehende  anknüpfend,  mit 
(5,5,1)  an,  so  ergiebt  sich  die  folgende  Tafel  der  übrigen  Coefficienten 


1    5,4 

6,* 

7.4 

8,4 

9,4 

40.4 

H,4 

Bek.  Gl. 

5IH.«5 

—22.25 

+22.25 

0 

0 

-22.25 

+22.25 

-25"729 

6 

59.20 

—24.375 

—  6.375 

0 

H-22.25 

-22.25 

+  9.166 

'1 

66.991 

-  8.991 

+  1.2857 

-22.25 

+  22.25    -27.6301 

»1 

37.241 

+  0.7142 

0                0     -  2.978 

9 

1 

1     30.857 

0                0     +10.134 

10* 

1 

1 

81.132-25.25  '+26.744 

<^ 

1                          i 

1 

1 

i     63.25   — 2:>.883 

Die  Unbekannten  dieser  Gleichungen  sind  der  Reihe  nach  n*(2)i 
'p(<)2.  ^2)2.  M3)2,  ft<4)2,  ii;(1)3,  it<2)a. 


80. 

Die  Auflösung  der  eben  erhaltenen  Gleichungen  wird  nun  auf  die 
gewöhnliche  Weise  ausgeführt.    Die  einzige  Abänderung,  die  angemes- 
sen erscheint,  besteht  in  einer  Aenderung  der  Bezeichnung  der  Hülfs- 
grössen,  die  ich  für  die  Slationsgleichungen  «,  ß\  /,  etc.,  /S^,  /,  elc, 
/.etc.  etc.  genannt  habe.    Diese  Bezeichnung  ist  zwar  ganz  passend, 
wenn  nur  eine  kleine  Anzahl  von  Unbekannten  und  Gleichungen  vorhan- 
den ist,  aber  wenn  diese  Anzahl  nicht  klein  zu  nennen  ist,  verliert  sie 
ao  Uebersichllichkeit.    Weit  passender  und  übersichtlicher  ist  die  Be« 
zeicbnung  dieser  Hülfsgrössen,  die  ich  bei  der  Erklärung  der  Auflösung 
der  Endgleichungen  eingeführt  habe,  da  sie  in  jedem  Falle,  die  Anzahl 
der  Gleichungen  und  Unbekannten  mag  noch  so  gross  sein,  eine  sofortige 
Orientirung  gewährt.    Diese  werde  ich  daher  auch  bei  der  Auflösung 
der  obigen  Stationsgleichungen  anwenden,  und  ihre  Verbindung  mit  den 
übrigen  Grössen,  ohne  Abkürzungen  für  nicht  vorhandene  Coefficienten 
einzuführen,  hier  hinzufügen : 
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/Ol      _           ('•«)             /q\      _          (',8)             (t^      _           (<-♦) 

(2.2,1)  =  (2,2)  +  (l.2)(2). 

(2,3,1)  =  (2,3)-f.(1,3)(2), 

(2.4,1)  =  (2,4)  +  (l.4)(2)i 

etc. 

(2,/,1)   =(2,/)   -f-(1./)(2), 

(3.3,4)  =  (3,3) +  (1,3)(3), 

(3,4,1)  =  (3.4)-f.(1,4)(3), 

etc. 

(3./.1)   =(3,0    +(1.0(3). 

(4,4,1)  =  (4,4)  +  (1,4)(4), 

elc. 

(4,M)  =(4,0   +(1.0(4). 

etc.  bis 

(//,i)  =    (/o  -  (1.0/ 

/q\     (2.3,1)          /f^     (*.♦,')        -1-        ' 

(3.3,2)  =  (3.3.1)  +  (2.3.1)(3)2 

(3.4,2)  =  (3.4.1)  +  (2.4,1)  (3)2 

etc. 

(3./.2)    =(3,/,1)    +(2,/.1)(3)2 

(4.4.2)  =  (4,4,1)  +  (2,4.1)(4)2 
elc. 

(4./,2)   =  (4./.1)   +(2,M)(4)2 
elc.  bis 

(//.2)  =     [lU)  -  {U\)x 


■■•4V,  =      -''■*•'■       elc    y"  =    '•'*''•" 

V    >■'  -».3,2)     '  *  (3,8,2) 


(4,4,3)  =  (4.4,2)  +  (3,4.2j(4)3 
olc. 

(4./,3)   =  (4./,2)   +  (3./.2)  (4):, 
elc.  bis 
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(//,3)  =  («,2)  -  (3./,2)/' 


X    = 


etc.  bis 

{«.4)  =  («,3)  -  (4./,3)i 


etc.  bis  (//,n) 
wenn  die  Anzahl  der  Gleichungen  und  Unbekannten  n  ist. 

Nachdem  diese  Rechnungen  ausgeführt  worden  sind,  wodurch  man 
die  sogenannten  reducirten  Gleichungen  erhält,  werden  die  Unbekannten 
selbst,  wenn  man  sie  der  Reihenfolge  nach  mit  w(1),  h>(2),  to(3),  t(;(4),etc. 
bezeichnet,  durch  die  folgenden  Gleichungen  erhalten: 

«,(1)  =  x'  ■*•  (2)i  »f(2)  +  (3)«  «'(3)  +  {4)i  '"(*)  +  eic. 
w{i)  =  /      +  (3)j  w(3)  -H  (4)2  wiij  +  elc. 

w(3)=  /     -i- (4)3  «.(4)  +  etc. 

fi>(4)  =  /'     +  elc. 

etc.  ^  elc. 

bei  deren  Anwendung  man  von  der  letzten  derselben  anfangen  muss. 


81. 

Wendet  man  nun  diese  Auflösungsart  auf  die  Slalionsgleichungen 
des  vorvor.  Art.  an,  so  werden  die  Logarithmen  der  Hulfsgrössen ,  die 
nichl  Null  werden, 


)j  =  (9.30103)  ,  (7),  =  (9.30103») 
),  =  (9.55864)  .  (8)«  =  (9.06372) 
),  =:  (9.31005)  ,  (9)7  =  (8.36619«) 

(9)s  =  (8.45578«) 


(10)5  =  (9.30103) 
(10)«=  (9.50966«) 
(10)7  =  (9.31232) 
(10)s  =  (7.87764) 
(10)9  =  (7.94491«) 


(II)  5  =  (9.30103«) 
(11)  «  =  (9.50966) 
(11)7=  (9.31232«) 
(11)s=  (7.87764«) 
(II)  „=(7.94491) 


(1I),„  =  (9.26788) 
wozu  noch  die  folgenden  Divisoren  kommen,  die  ich  alle  ansetzen  werde, 
obgleich  sie  nichl  alle  gebraucht  werden. 


0.1)- 

(1.42986) 

(7.7.6) 

=  (1.74295) 

(2,2.1)  = 

(1.58357) 

(8.8,7) 

=  (1.53398) 

(3,3.2)  = 

(1.57978) 

(9,9,8) 

=  (1.48854) 

(4.4,3)  = 

(1.57978) 

(10,10.9) 

=  (1 .83627) 

(5.5,4)  = 

(2.04630) 

(11.11.10) 

=  (1.68445) 

(6,6,5)  = 

(1 .74076) 
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Die  Werthe  der  Unbekannten  werden  hierauf 

a;(3),  =  -f.0"9562  ,  w(2),  =  — 0"4192 
«.{5)2  =  +0.2950  ,  «)(I)j  =  — 0.2U5 
«.(3)3  =  —0.2853  ,  tt>(2)2  =  —0.341 1 
«.(4)3  =  +0.2626  ,  «»(3)2  =  —0.2057 

«»(4)2  =  +0.3474 

w{i)3—  +0.1847 

»(2)3  =  —0.2490  .  (M,11)  =  («)  —  59.70 

mit  welchen  verbanden  die  im  Art.  74  angesetzten  vorlaufigen  Werthe 
der  Richtungen  die  folgenden  Werthe. der  y{r),  für  die  combioirten  OFSten 
drei  Stationen  geben: 

y{^)t  sr  59»  59'  59"321 
y(2),  =  142  23  46.481 
y(3),  =  193    40      9.496 

y(1)2=  100  3  59.785 

y(2)2  =  1 42  36  40.028 

y{S)i  =193  59  17.310 

y(4)2  =  282  31  43.1 47 

y(5)2  =  335  49  51 .895 

yi\)3=     15  30  30.185 

j/(2)3  =    70  3  i  ä.653 

y(3)3  =270  18  3.898 

y(4)3  =  293  17  46.487 

Von  diesen  ist  y(1  )i  auf  die  oben  erklärte  Weise  dui'ch  die  Bedingungs- 
gleichung berechnet  worden. 

Bei  der  Anwendung  der  oft  erwähnten  Bedingung.<:gleichung  zur 
Controle  dieser  Werthe  von  w{r),  müssen  die  verschiedenen  N  den  auf- 
zulösenden Gleichungen  gemäss  addirt  und  subtrahirt  werden.  Diese 
ßedingungsgicichung  steht  daher  im  gegenwärtigen  Beispiel  so : 

0  =  (iv+iv')n;(2),+ivx3),  +  (iv— iV)«•(1)2+(^•;+iV)«•(2:.2 

4-  iv;'tt'(3;,  +  iV>(4)2  +  N"w{r))i  +  {N  —  N)w(\  ):> 
+  (iV;+iV)«.(2)3+iV>(3)3  +iV>(4^, 

und  gieht.  nach  der  Snbstiliition  der  im  Vorhergehenden  angegebenen 
numerischen  Werthe,  die  folgenden  Werthe  der  einzelnen  Glieder  der- 
selben : 
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— 1"128 

—0.085 
—  <.595 
—0.370 


2  "1 89 


0.910 
0.901 
0.442 


-1.197 
—0.832 


0.766 


Summen  =  — ö"207     4-5"208  =  +0"001 
welches  eine  erwünschte  Uebereinstimmung  ist. 


82. 

Die  Stalionsgleichungen  der  St.  (4)  des  Art.  77  sind  auf  gewOhn- 
h'che  Art  zu  behandeln,  jedoch  ziehe  ich  vor,  die  letzte  derselben,  die 
wieder  nur  Eine  Unbekannte  enthalt,  den  anderen  voran  zu  stellen.  Es 
ergeben  sich  somit  die  Logarithmen  der  Flulfsgrössen 

(3)2  =  (9.17643«)  ,    (4)3  =  (9.37399«) 
(1,1)  =  (1.31025)  ,  (2,2.1)  =  (1.46620)  .  (3,3,2)  =  (1.72101). 
(.4,4,3)  =  (1.50889) 

und  die  Unbekannten 

«.(4)4  =  — 0"77U 
n.(1)4  =  +0.2171 
«.(2)i  =  +0.1475 
«.(.3)4  =  —0.0398  ,  (//.4)4  =  (//)•  —  2.73 

Hiemit  werden 

y(\  )i  =  204»     8'  30"21 7 

y(2)4  s=  250    .33  12,147 

j/(3)4  =  332    37  47,960 

y(4)4  =    41    51  14,229 

womit  der  erste  Theil  der  Auflösung  ausgeführt  ist. 
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83. 

Zum  zweiten  Theile  der  Auflösung  Übergehend,  sind  zuerst  di 
Werthe  der  y{r),  in  die  zweite  Bedingnngggleichung  des  Art.  74  statt  de 
x'r),  zu  substituiren.    Diese  Rechnung  ist  die  folgende : 

y(3)j  —  y{2)2  :=  51»  22'  37"282 
y(1),  _  y(4)3  Ä  82  12  43.698 
j,(2),  _y(.i),—  46   24   41.930 

180      0      2.910 
—180      0     5.488 


F{I)  =  — 2"578 

Hierauf  sind  die  Diiferentialquolienlen  dieser  Bedingungsgleichung  auf- 
zustellen ,  und  dabei  dieselbe  Reihenfolge  einzuhalten ,  die  bei  der  Auf- 


lösung der  Stalionsgleichungen  gewählt  wurde.  Das  Ttifelchen  fUr  diesem 
Grössen  steht  daher  wie  folgt : 


r 

* 

q{rj). 

Nr. 

3 

i 

~-~ 

1 

5 

2 

— 

2 

3 

3 

3 

4 

3 

—  1 

4 

2 

1 

5 

1 

^ 

6 

2 

2 

-1 

7 

3 

2 

+  1 

8 

4 

2 

0 

i 

3 

-Hl 

10 

2 
4 

3 
4 

It 

1 

— 

1 

—  1 

2 

2 

4-1 

3 

3 

4 

und  vor  der  Anwendung  sind  diese  Grössen,  wie  im  ArL  35  angegeben 
ist,  zu  addiren  und  zu  subtrahiren.  Da  aber  alle  diese  Operationen 
CoefQcienten  enthalten,  die  zu  der  ersten  Station  gehören,  und  diese  in 
der  hier  in  Rede  stehenden  Bedingungsgleichung  nicht  vorkommt ,  so 
fallen  fllr  unser  Beispiel  diese  Additionen  und  Subtractionen  weg,  und 
die  Grössen  der  vorstehenden  Tafel  sind  unverändert  anzuwenden. 

Die  letzte  Columne  dieser  Tafel  giebt  die  Zahlen ,  die  mit  den  in 
der  Bezeichnung  der  Coeßicienten  der  Stationsgleichungen  angewandten 
Übereinstimmen,  und  bei  den  ferneren  Rechnungen  massgebend  sind. 
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Hier  konnteu  sie  sogleich  angesetzt  werden,  da  keine  Additionen  und 
Sublractionen  der  CoeiBcienten  der  Bedingungsgleichung  vorkommen; 
in  den  Fällen,  wo  diese  vorkommen,  können  sie  erst  nach  der  Aus- 
fÜbroDg  dieser  angesetzt  werden. 


84. 

Die  Formeln  für  die  f]{rj) ,  etc.  und  f{rj) ,  etc.  habe  ich  bisher 
durch  die  a,  fi\  y\  etc.  ß\  /,  etc.  y*",  etc.  etc.  ausgedrückt,  sie  müs- 
sen aber  jetzt  zu  mehrerer  Deutlichkeit  durch  die  (2)i,  (3)i,  etc.  (3)2, 
etc.  etc.  ausgedrückt  werden.  Nehmen  wir  sie  aus  dem  Supplement  9 
der  angezogenen  Abhandlung,  wechseln  darin  diese  Bezeichnungen  um, 
und  setzen  voraus,  dass  keine  der  darin  vorkommenden  Grössen  Null 
werden,  so  ergeben  sich  die  folgenden  Ausdrücke : 

,(< ,/)  =         q[\ ,/) 

,(2,/)  =  (2),,(1,/)+       9(2,/) 

,(3,/)  =  (3),  ,(1  ,/)+(3)2  ,(2,/)+       (/(3,/) 

,(i,/)  =  (4)i,(1,/)+(4)2i?(2,/)+(4)3r;(3,/)+       #,/) 

#>/)  =  (5ji  i?(i  J)+(5)2 1?(2,/)+(5)3 1?(3,7)+(5)4 1?(4,/)+       9(5,/) 

,(6,/)  =  (6)i  ri{\  ,/)+(6)2 1?(2,/)+(6)3 1?(3,/)+(6)4  r/(4,/)-K6)5  ,(5,/)+9(6,/) 

etc.  etc. 

0(^.^  =  lfef  .   0(2./)  =  M^  '   0(3,/)  =  -^  ,  etc. 

/(1.7)  =  0(1./)+(2),/(2,/)+(3)./(3,/)+(4),/(4,/)+(5),/(5,/)+(6)./(6,/)+elc. 
/l2,/)=  0(2,/)+(3)2/(3./)+(4)2/(4./)+(5),/(5,/)+(6)2/(6,/)+elc. 

A3./)  =  (?(3,/)-|.(4),/(4,/)+(5),/(5./)+(6)3/(6,/)+etc. 

/(4,/)  =  0(4,/)+(5)4/i:5,/)+(6)4/(6,/)+elc. 

/(5,/)=  0(5,/)+(6)5/(6./)+elc. 

/(6,/)  =  0(6,/)-l-etc. 

etc.  etc. 

Diese  werden  wie  früher  durch  Yerwandeiung  von  /  in  //,  ///,  etc.  auf 
alle  vorbandeDen  Bedingungsgleichungen  ausgedehnt.  Die  Ausdrucke 
für  die  f[^J)  etc.  müssen,  von  der  letzten  derselben  anfangend,  berech- 
net werden,  and  man  kann  bemerken,  dass  sie  den  Ausdrucken  für  die 
w(1),  etc.  des  Art.  80  vollständig  analog  sind. 

Abhandt.  i.  K.  8.  Gcsellteh.  d.  WiMensch.   XIV.  4  9 
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85. 

Die  Ausdrücke  des  vor.  Art.  ziehen  sieh  io  der  Anwendang  sehEj 
zusammen,  da  in  jedem  speciellen  Falle  eine  Anzahl  der  darin  vorkomrv 
menden  Grössen  Null  sind.  In  unserm  Beispiel  ziehen  sich  die  für  dm  I 
7j  in  die  folgenden  zusammen: 

,(4,/)  =  9(4,/) 

,(7,i)  =  9(7,/) 

,(8./)=    (8), ,(?./)+  9(8,/) 

,(9./)=    (9),,,(7,/)+    (9)s#./) 
7]{\0,I)  =  (10), ,^(7,/)  +  (10)s»/(8,/)  H 
,/(.H,/)  =  (H),,;(7,/)  +  (11),,y(8./)  H 

und  die  für  die  /'  erleiden  auch  eine  beträchtliche  Zusammenziehung.  Da^^' 
die  Berechnung  der  zur  Station  (4)  gehörigen  Grössen  noch  viel  ei&' 
facher  wird ,  liegt  auf  der  Hand.    Mit  Anwendung  der  Tafel  fitr  die  q 
des  Art.  83,  und  der  Wertbe  der  Halfsgrössen,  die  in  den  Artt.  81  u.  82 
gegeben  sind,  erhielt  ich  für  das  Beispiel  die  folgenden  numerischen 
Werthe :  * 


(1 0)»  tj{<ij) 
(1<)«'?(9./) 


9(1 0,/>: 

(11),o  1^(10./) 


Nr. 

»og  i?(r,/) 

logO(r./) 

log  f{r,t) 

2 

1 

3 
4 

0.    n 

8.4202W 

8.4202n 

5 

7.4579 

6 

7.5527n 

7 

0.    n 

8..2570n 

8.0835n 

8 

9.9008 

8.3668 

8.3678 

9 

6.7059 

5.2174 

5.544n 

10 

9.9035 

8.0672 

8.H39 

M 
1 

9.5 ill 

— 

7.8566 

7.8566 

2 

'  0.    n 

1 

8.5338« 

8.5770n 

3 

0.0608 

8.3398 

8.3777 

1 

9.4348;i 

7.9259fj 

7.9259n 

Die  Werthe  der  f  müssen  denselben  Bedingungsgleichungen  gntigen 
wie  die  der  w,  nur  muss  man  die  Reihenfolge  derselben  beachten.  Für 
die  ersten  drei  combinirten  Stationen  steht  diese  Bedingungsgleichung  so: 

0  =  N:I\U)  +  [N+N')  /(ö,/)  +  {N,-N)  H&J) 
+  iN:+N)  /(7,/)  +  N:  f[S,I)  +  N;-  /(9,/) 

+  (iv-A')/rio,/)  +  (A'>iV)/rn./) 


99]  NELE  Ausgleichung  eines  Dreibgksnetzes.  283 

und  für  die  vierte  Sfation  wird  sie 

Durch  die  Sabstitution  der  numerischen  Werthc  kann  man  sich  überzeu- 
gen, dass  diesen  Gleichungen  in  der  That  GnUgc  geleistet  wird. 

86. 

Berechnet  man  nun  die  Goefficienten  der  Endgleichungen,  deren 
hier  nur  Eine  vorhanden  ist,  wie  immer,  so  findet  man  ' 

(/,/)  =  0.13637 

und  die  Endgleichung  ist  also 

0.13637(7)  =  — 2"578 
woraus 

(7)  =:  —18.90  ,  Ä,  =  48.73 

folgt.    Die  z{r),  werden  hierauf 

z(3),  =      0  z(4)4  =      0 

z(5)2=       0  z(1)4  = -I-0"714 

2(3)3  =      0  2(2)4  =  —0.451 

2(4);,  =1  -».0''498       2(8)4  =  -1-0.1  ÖU 

2(2),  s  —0.052 

2(1)2  s=  -»-0.068 

2(2>j  =  -1-0.229 

2(.3)j  =  —0.441 

2(4)j  =  -1-0.001 

2(1),  =  —0.246 

2(2)3=  —0.136 

und  mit  Zuziehung  der  Werthe  der  y{r),  finden  sich  hieraus  die  wahr- 
scheinlichsten Werthe  der  Richtungen 

a;(1 ),  =  59»  59'  o9"1 02 
a;(2),  =  1 42  23  46.533 
x(3)i  =  193    40      9.496 

x(1)j=  100  3  59.717 

a;(2)2  =  1 42  36  39.799 

x(3)j  =193  59  17.751 

x{i)2  —  282  31  43.146 

x{5}i  =  335    49    51  895 

49» 
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a!(1)3=  iS»  30'  30"i31 
x{i)s=  70  34  5.789 
a;(3)3  =  270  18  3.898 
a;(4)3  =  293    17    45.989 

xH)4  =  204  8  29.503 

a;(2)4  =  250  33  1 2.598 

a;(3)4  =  332  37  47.801 

x(4)4  =    41  51  14.229 

von  welchen  wieder  x{i)\  durch  die  Bedingungsgleichang  berechnet 
worden  ist. 

87. 
Für  W  sieht  die  Berechnung  so: 

(«,11)   =     (//)   —  59.70 
(//,4)4  =    (//)4  —    2.73 


^Xlhi)   =  ^yt)  —  62.43 
ßi  =  48.73 


W  =  ^(//)  —  13.70 

Wenn  ein  grosses  Dreiecksnetz  zu  berechnen  ist,  so  kann  man 
durch  Ausdehnung  dieses  Verfahrens  auf  mehrere  Winkelgleichungen, 
die  verschiedenen  Gruppen  von  Stationen  angehören,  sich  eine  bedeu- 
tende Abkürzung  der  ganzen  Rechnung  verschaffen,  die  sich  dadurch 
ausspricht,  dass  die  Anzahl  der  Endgleichungen ,  die  in  ihrer  Gesammt- 
lieit  aufgelöst  werden  müssen,  eine  wesentlich  kleinere  wird.  Aber  man 
muss  stets  hiebei  mit  Umsicht  verfahren,  und  den  grade  vorliegenden 
Fall  in  seinen  Einzelnheiten  genau  erörtern,  denn  wenn  man  dieses  un- 
terhisst,  so  kann  leicht  geschehen,  dass  man  sich  die  ganze  Arbeit  ver- 
grössert. 

88. 

Es  soll  auch  dieses  Beispiel  ausserdem  nach  dem  allgemeinen  Ver- 
fahren gerechnet  werden,  in  welchem  beide  Bedingungsgleichungen 
dem  zweiten  Theile  der  Auflösung  einverleibt  werden.  Die  Auflösun- 
gen der  Stationsgleichungen  des  Art.  77  geben,  nachdem  auf  den  Sta- 
tionen (2)  und  (3)  die  Gleichungen,  die  nur  Eine  Unbekannte  enihalten, 
den  anderen  voran  gestellt  worden  sind : 
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St.  (1). 

(1.1)  =  (1.34733)  ,  (2,2,1)  s=  (1.94939)  ,  (3,3,2)  =  (1,42986) 

tt»(1)  =  —  0"778 
w(2)  =  —0.095 
u»(3)  =  +0.956  ,  (W,3)  =  (//)  —  38.70 

y(1)  =  59«'  69'  59"222 
y(2)  »  1 42  23  46.505 
y(3)  =s  193    40     9.496 

St.  (2). 

(3)2  =  (8.75623)     .     (4)^  =  (9.23335) 
(4),  =  (9-.32150)     ,     (5),  =  (8.45902n) 
(5)4  =  (8.45902») 

(1,1)^(1.58357)     ,     (4.4,3)^(1.53389) 

(2.2.1)  =  (1.57113)     ,     (5,5,4)  =  (1.48844) 

(3.3.2)  =  (1.64953)     . 

u»(5)  =  +0"295 
tp(1)  =  —0.270 
w(2)  =  —0.294 
tt>(3)  =  —0.204 
w{i)  =  +0.345  ,  (M,5)  =  («)  —  12.68 

y(1)  =  100»  3'  59"730 
y(2)  =  1 42  3G  40.075 
y(3)  =  193  59  17.312 
y{i)  =  282  31  43.145 
y(5)  =  335    49    51.895 

St.  (3). 

(i)3  =.(8.70714) 
(1,1)  =  (1.57978)  ,  (3,3,2)  =  (1.76998) 
(2,2,1)  Ä  (1.57978)  ,  (4,4,3)  =  (1.61116) 

w(3)  =  —  0"285 
tp(4)  =  +  0.263 
tp(1)  =  +  0.150 
»(2)  =  —  0.198  ,  («.4)  =  (//)  —  8.83 


286 


P.  A.  Hansen, 


[102 


y(1)  =     15«  30'  30 "ISO 

y(2)  =    70  34      5.704 

y(3)  =  270  18      3.898 

i^(4)  =  293  17    46.487 

Die  Ausgleichung  auf  der  St.  (4)  bleibt  dieselbe  wie  im  Art.  82. 


89. 

Die  SubstilutioD  der  Werthe  der  y{r),  in  die  beiden  Bedingungs- 
gleichungen  giebl  jetzt 

F{I)  =  +0"311  ,  F{II)  =  —  2"658 

und  die  Werthe  der  Hulfsgrössen  zeigt  die  folgende  Tafel : 


r 

"V 

2 

8 
\ 

Q[rJ)  1 

9{r.U) 

iogi?(r./)  ; 

0.          n  ' 
0. 

logiy(r,//;;     '■ 

1 

1    log^r,/) 

8.6527n 
8.0506 

log  f{rM) 

Sr. 

—  1 
+  1 

1 
2 

3 

5 
\ 
2 
3 
4 

3 
i 

1 
2 

i 
1 

2 
3 

2 

_„.„ 

— 



8.4063n 
8.3290 
6.9047 
6.9577n 

8.1987n 
8.3661 



3 

1  " 

2 

3 

4 

5 

1 

3 

i 

1 

9 

3 

-Hl 

—  1 
-Hl 

-1 

-Hl 

-1 
-Hl     1 

1 

-1 
-Hl 

0.          n 
9.9745 
8.4241 
8.4461« 

0.         n 
9.9773 

0.         n 

9.8978 

7.7832 

7.4701 
8.2450n 
8.3638 
6.2948 

8.4202n 

8.23n 

7.0959 

8. 5770« 

8.3777 

7.9259« 

0.         n 

0. 

8.7071 

i 

~~~ 

0.         n 

0.0608 

9.4348n 

Hieraus  ergeben  sich  zuerst  die  Gocfiicienten  der  Unbekannten  in  den 
Endgleichungen : 

(/,/)  =  0.14204  .    (/,//)  =  —0.03632 

(//,//)=       0.14566 

die  mtt  den  obigen  Werthen  von  F(/)  und  F{II)  verbunden, 

(/)  =  —  2.642 
(//)  =  —18.90  ,  Hi  =  49.41 

geben.    Man  bekommt  jetzt  ferner 

z(1),  =  +0"119  z(3).i=       0 

«(2),  =  —0.030  z(1)2  =  +0"012 

2(3),  =       0  «(2)2  =  -f.0.276 
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z{3)i  =  —  0"439  2(2)3  =  — 0"085 

2{4)j  =  —0.001  z(4)4  =      0 

z(3)»=      0  «(1)4=4-0.714 

z(4)3  =  +0.497  z(2)4  =  —0.451 

«(1)3  --  _0  280  2(3)4  =  +0.159 
und  hiemit  schliesslich 

x{V)t  =     59«  59'  59  "103 

x{i)i  =  1 42  23   46.535 

x(3),  =  193  40      9.496 

«(1)2=  100  3  59.718 

a!(2)2  =  1 42  36  39.799 

a;(3)j  =193  59  17.751 

a<4)2  =  282  31  43.146 

x(5)j  =  335  49  51.895 

a;(1)3=     15  30  30.430 

x(2),  =    70  34  5.789 

«(3)3  =  270  18  3.898 

a<4)3  =  293  17  45.990 

x(1)4  =  204      8   29.503 

x(2)4  =  250    33    1 2.598 

a;(3)4  =  332    37    47.801 

a;(4)4  =    41    51    14.229 
die  mit  den  Werlhen  des  Art.  86,  die  das  neue  Verfahren  gegeben  hat, 
Obereinstimmen. 

90. 
Far  W  ergiebt  sich  jetzt 

(M,3),  =  {lt)i  —  38.70 
(//,5)j  =  (/O2— '•2.68 
(«,4)3  =  (//)3  —  8.83 
(//,4)4  =     {lt}i  -    2.73 


^U,n)  =  ^{11}  —  62.94 
R2  =  49.41 


W  =  2\U)   —  13.53 
von  dem  Werlbe  des  Art.  87  nur  um  0.17  verschieden,  indem  in  beiden 
Verfahrungsarten  die  2\U)  einander  gleich  sind. 
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Die  Ausdrücke,  die  ich  in  der  »Geodätische  Untersuchungen«  be- 
DaDnten  Abhandlung  filr  die  Reduction  der  Winkel  eines  sphäroidischen 
Dreiecks  auf  die  eines  ebenen  oder  sphärischen  Dreiecks  gegeben  habe, 
sind  bis  auf  Grössen  sechster  und  bez.  achter  Ordnung  richtig,  und  die 
ersten,  deren  Genauigkeit  so  weit  reicht.  Sie  reichen  Tür  Dreiecke  von 
massiger  Grösse  vollständig  aus,  während  sie  für  solche  Dreiecke,  die 
an  der  Grenze  der  überhaupt  möglichen  Anwendung  solcher  Ausdrücke 
liegen,  schon  merkliche  Unterschiede  von  den  strenge  berechneten  Win- 
keln geben.  Ich  habe  dieses  in  der  Abhandlung  durch  Hinzurügung  von 
numerischen  Beispielen  offen  dargelegt. 

Schon  längst  war  es  mein  Wunsch,  diese  Ausdrücke,  wo  möglich, 
durch  andere  zu  ersetzen,  die  an  der  Grenze  der  Anwendbarkeit  ge- 
nauere Resultate  gäben,  und  habe  vor  einiger  Zeit  dieses  Ziel  erreicht. 
Ich  habe  einen  neuen  Ausdruck  gefunden,  der  dieselbe  analytische 
Genauigkeit  besitzt  als  die  eben  erwähnten  Ausdrücke,  dabei  sich  in 
einer  überraschenden  Einfachheit,  sowohl  in  seiner  allgemeinen  Form, 
wie  in  seiner  Anwendung  auf  das  Revolutionsellipsoid  darstellt,  und 
weit  genauere  Resultate  an  der  Grenze  der  Anwendbarkeit  giebt  als  die 
eben  erwähnten  Ausdrücke,  oder  mit  anderen  Worten  einer  ausgedehn- 
teren Anwendbarkeit  fähig  ist. 

Das  gegenwärtige  Supplement  zu  der  oben  angezogenen  Abhand- 
lung ist  dazu  bestimmt,  die  Ableitung  dieses  Ausdrucks,  den  ich  schon 
ohne  Beweis  in  den  Berichten  der  Königl.  Sachs.  Gesellschaft  der  Wis- 
senschaflen  zu  veröffentlichen  besondere  Veranlassung  hatte,  zu  geben, 
und  an  einigen  Beispielen  die  Genauigkeit,  die  er  gewährt,  darzulegen. 

Da  in  diesem  Ausdruck  der  Schwerpunkt  des  allgemeinen,  auf  un- 
bestimmter Oberfläche  liegenden,  Dreiecks  in  Betracht  kommt,  so  musste 
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vor  Allem  dio  Lago  dos  Sohwerpunkts  eines  solchen  Dreiecks  unlor- 
siichl  und  ennillelt  werden,  welches  noch  Nirgends  geschehen  isl. 
Ks  war  hiebei  erforderlich,  nicht  hios  die  abstracten  Ausdrücke,  die  den 
Schwerpunkt  bestimmen,  abzuleiten,  sondern  ein  synthetisches  Verfah- 
ren anzugeben,  durch  welches  in  jedem  Falle  der  Schwerpunkt  con- 
struirl  werden  kann.  Ein  solches  Verfahren  gewährt  der  im  §  1  bewie- 
sene Lehrsatz. 

im  §  2,  welcher  hierauf  die  Auflösung  der  eigentlichen  Aufgabe 
enthalt,  wird  zuerst  gezeigt,  dass  das  n)it  r)  bezeichnete  Krümmungs- 
maass  für  gewisse  Klassen  von  Oberflächen  der  normalen  Projeclion 
des  Schwerpunkts  des  in  Betracht  stehenden  Dreiecks  auf  der  betreffen- 
den Oberfläche  entspricht,  für  andere  Klassen  von  Oberflächen  aber 
diese  Bedeutung  nicht,  oder  wenigstens  nur  beiläu6g,  in  Anspruch  neh- 
men kann.  Ks  wird  aber  zugleich  gezeigt,  dass  diese  Umstände  keinen 
Einfluss  auf  die  zu  entwickelnden  Ausdrücke  ausüben,  und  die  Genauig- 
keit derselben  nicht  im  Geringsten  beeinträchtigen. 

Es  werden  ferner  unirr  den  Bezeichnungen  ß^  und  y^  noch  zwei 
andere  Krümmungsmaasse  eingeführt ,  die  dem  ersten  Drittel  der  am 
Winkel  A  des  Dreiecks  anliegenden  Seiten  bis  auf  Grössen  dritter  Ord- 
nung angehören;  ausserdem  werden  die  früher  benutzten  Krümmungs- 
ninasse,  die  den  Winkelpunkten  des  Dreiecks  entsprechen,  beibehalten. 
Die  drei  duich  die  ninien  Krümmungsmaasse  d,  ß,,y,  entstehenden 
Gleichungen  besitzen  die  Eigensciiafl,  dass  durch  ihre  Anwendung  aus 
dem  allgemeinen  Ausdruck  für  die  Heduction  der  Winkel  des  sphiiroi- 
dischen  Dreiecks  auf  die  des  ebenen  oder  des  sphärischen  Dreiecks 
sieben  Cot^flicienten  eliniinirt  werden  können,  und  diese  Eigenschaft 
ist  die  Hauptveranlassung  zur  grossen  Einfachheit  des  Endresultats,  zu 
welcher  übrigens  auch  der  Umstand  einen  Beitrag  liefert,  dass  die  Krüm- 
mungsmaasse [i^  und  y^  nicht  genau  dem  Drittel  der  betreffenden  Seiten 
angehören.  Statt  der  Einen,  in  den  »Berichten  u.  s.  w.«  angeführten 
h^ndformel  leite  ich  hier  drei  für  die  Heduction  auf  das  ebene,  und  drei 
andere  für  die  Heduction  auf  das  sphärische  Dreieck  ab,  von  welchen 
die  letzte  die  übrigen  noch  an  Einfachheit  übertrifft. 

In  Bezug  auf  das  Revolutionsellipsoid,  welches  im  §  3  abgehandelt 
wird,  findet  dieselbe  Einfachheit  statt. 

Der  §  4,  in  wL'lchem  die  Probedreiecke,  die  ich  in  der  angezogenen 
Abhandlung  aufgestellt  habe,  wieder  als  Beispiele  benutzt  werden,  zeigt. 
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dass  der  neue,  hier  ent wickelle,  Ausdruck  in  der  Thal  eine  weit  grössere 
Genauigkeit  gewährt,  wie  die  früheren  zu  deinselhen  Zwecke  entwickel- 
ten Ausdrücke. 

In  Nr.  1733  der  Asir.  Nachrichten  hat  Weingarten  einen  Auf- 
salz abdrucken  lassen,  der  dieselbe  Auft;abe  behandelt,  und  mit  solchen 
Beiuerkungen  und  Ausdrücken  versehen  ist,  dass  jeder,  welcher  der 
deutlich  durchblickenden  Ansicht  des  Verf.  der.^lben  folgen  will,  eine 
sehr  hohe  Meinung  von  dieser  Arbeit  bekommen  muss.  Als  Hauptresul- 
tal  dieses  Aufsatzes  rauss  eine  allgemeine  Formel  für  die  Reduction  der 
Winkel  eines  sphöroidischen  Dreiecks  angesehen  werden,  welcher  der 
Verf.  die  Dichtigkeit  bis  auf  Grössen  fünfter  Ordnung  (exel.)  vindicirt. 
Ob  diese  Formel  nun  im  Sinne  von  Gauss,  wie  der  Verf.  nicht  undeut- 
lich za  verstehen  giebl,  gehalten  ist  oder  nicht,  will  ich  dahin  gestellt 
lassen,  obgleich  sich  Erhebliches  dagegen  einwenden  lässt,  aber  That- 
sache  ist,  dass  sie,  wenn  man  auch  von  anderen,  hier  in  Betracht  kom- 
menden, Umständen  absehen  will,  schon  ihrer  ungemeinen  Verwickelung 
wegen,  nicht  einmal  die  Vergleichung  mit  einer  schon  vorher  von  Hrn. 
Schering  veröflFentlichten  Formel,  die  bis  auf  Grössen  fünfter  Ordnung 
richtig  ist,  bestehen  kann.  Weniger  noch  ist  dieses  in  Bezug  auf  den  hier 
entwickelten  Ausdruck  der  Fall ,  der  ungeachtet  seiner  Einfachheit  eine 
Ordnung  genauer  ist. 

In  demselben  Aufsatze  kommt  auch  ein  sich  auf  das  Hevolutions- 
ellipsoid  beziehender  Ausdruck  vor,   dessen  Anwendung  der  Verf.  in 
den  bestimmtesten  Ausdrücken  ftlr  gebol(»n  erachtet.    Dieser  Ausdruck, 
welcher  die  Glieder  bis  auf  Grössen  achter  Ordnung  enthült,  kann  un- 
möglich aus  einen)  nur  bis  auf  Grössen  fünfter  Ordnung  gehenden  nllge- 
meinen  Ausdruck  abgeleitet  worden  sein,  und  ist  in  der  That  auch  nur 
eine  einfache  Transformation  eines  der  Ausdrücke  meiner  mehrmals,  an- 
gezogenen Abhandlung,  wie  ich  in  den  »Berichten  u.  s.  w.«  nachgewie- 
sen habe.    Wenn  diese  Trcmsl'orinalion  nun  genauere  Resultate  gäbe, 
als  der  Ausdruck,  aus  welchem  sie  hervor  geht,  so  wJire  schon  etwas 
gewonnen,  aber  sie  giebt  weniger  genaue  Resultate.    Die  Vergleichung 
vollends  mit  den  Resultaten,  die  der  in  diesem  Supplement  entwickelte 
Ausdruck  giebt,  zeigt  die  auffallendsten  Unterschiede,  wie  am  Schlüsse 
des  §  4  zu  ersehen  ist.    Wo  z.  B.  das  Resultat  meines  Ausdrucks  von 
dem  strenge  berechneten  Werthe  der  Reduction  des  betr.  Winkels  nur 
O'OOI  abv^eichl.  steigt  diese  Abweichung,  wenn  man  sich  des  Ausdrucks 
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bedient,  den  der  genannte  Verf.  angewandt  wissen  will,  bis  auf  0"027, 
in  einem  anderen  Falle,  wo  mein  Ausdruck  nur  0"009  Abweiehung 
giebt.  erhielt  man  aus  jenem  0^069,  u.  s.  w  Diese  Angaben  gcndgen 
schon,  um  den  geringen  Werth  jenes  Ausdrucks  zu  erkennen. 


§  1.    Bestimmung  des  Schwerpunkts  eines  sphftroidiscben 

Dreiecks  von  kleinen  Seiten. 

1. 

Aus  der  Mechanik  ist  bekannt,  dass  die  rechtwinkligen  Coordinatei 
X,  y\  z  des  Schwerpunkts  irgend  einer  Figur  auf  irgend  einer  beliebigen.^ 
Oberfläche  durch  die  folgenden  Ausdrücke  erhalten  werden, 

in  welchen  x,  y,  z  überhaupt  die  auf  dieselben  Achsen  wie  x\  y\  z  be- 
zogenen rechtwinkligen  Coordinaten  irgend  eines  Punkts  der  Oberfläche, 
und  dio  das  Flächenelement  derselben  sind. 


Gehen  wir  von  irj^end  einem  Punkt  X  der  Obeifläche  aus,  und  nen- 
nen Q  eine  beliebiine,  von  diesem  Punkt  ausi^ehende  kürzeste  Linie  auf 
dieser  Oberfläche,  so  kann  man,  wenn  a  als  eine  kleine  Grösse  erster 
Ordnung  belrachlel  wird, 

■«  =  ■'■•  +  (S). « +  i  (*0. "'  * '  (£■■).  «'  +  •■• 
.'/  =  ')■  +  (2). « +  i  (S). "'  +  ä  (S).  -•  +  ■•■ 


setzen,  wo  die  mil  dem  Index  0  versehenen  Functionen  sich  auf  den 
Punkt  A  beziehen.  Zu  bemerken  ist  noch,  dass  diese  Ausdrücke  der 
Gleichung  der  Oberfläche  gnügen  Haussen,  und  dass  also,  wenn  diese 
l)ekaimt  ist,  man  mittelst  derselben  aus  irgend  zwei  der  vorstehenden 
Gleichungen  die  dritte  erhalten  kann. 


'1  Rrdugtion  der  Winkel  eines  sphaboidischen  Drkiecks.  ^95 

Setzt  man  überhaupt 


(£)  =  ?''  (S) 


so  ist  bekanntlich  die  Differentialgleichung  jeder  beliebigen  Oberfläche 

dz  =  pdx  +  qdy 

und  die  Bedingungsgleichungen  ftlr  irgend  eine  kürzeste  Linie  auf  dieser 
Oberfläche  sind 

Aus  diesen  Gleichungen  kann  man  die  in  den  Ausdrücken  für  x,  y,  z 
enthaltenen  Difierentialquotienten  ennitteln. 


3. 

Legen  wir  den  Anfangspunkt  der  Coordinalen  in  den  Punkt  A  der 
Oberfläche  und  machen  die  Berührungsebenen  in  diesem  Punkt  zur 
Ebene  der  xy.  Die  Achse  der  z  ist  also  die  Normale  in  demselben 
Punkt,  und  die  positiven  z  sollen  an  der  concaven  Seite  der  Überfläche 
liegen.  Die  Achsen  der  x  und  des  y  sollen  in  den  Hauptkrümmungs- 
ebenen  liegen. 

Durch  die  eben  eingeführten  Bestimmungen  wird  bewirkt,  dass 

^0  =  0   ,  y«  =  0  ,  2o  =  0 
/>o  =  0  ,  7ü  =  0 

werden,  wenn  ebenfalls  unter  />ü  und  ^o  die  Werthe  dieser  Functionen 
für  den  Punkt  A  verstanden  werden.    Bezeichnet  man  mit  %  den  Win- 

kel,  den  das  erste  Element  der  Linie  o  mit  dem  positiven  Theil  der  Achse 

der  X  macht,  so  werden 


(k).  =  "<«;«.  (%),  =  sin  X .  (SX  =  » 


womit  die  zwei  ersten  Glieder  der  Ausdrücke  für  x,  y,  z  des  vor.  Art. 
bestimmt  sind. 
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wo  zur  Abkürzung 

/C  =  Ä  cüs^y  +  2  S  sin  (p  cos  y  -i-  T  sin-^y 
gesetzt  worden  ist. 

6. 

Um  die  eben  erhaltenen  allgemeinen  Ausdrücke  der  Coordinat^^^  n 
in  Function  der  auf  der  Oberfläche  gezogenen  kürzesten  Linien  k  und  A 
darzustellen,  muss  man  sich  der  Ausdrücke  des  Art.  118  der  Abhaik 
lung  »Geodätische  Untersuchungen«  bedienen,  die  hier  in  die  folgend« 
abgekürzt  werden  können, 

a  cos  (f>=ik  —  1^  Vola  kh? 
a  sin  y  =  A  +  ^  u  to  k^h 

welche,  da  aus  dem  Vorhergehenden  folgt,  dass 

uk  =  RT  —  S' 

wird,  tllr  den  gegenwärtigen  Zweck  in 

c;  cos  (p  =  fc  —  i  RTkh'  +  J  S*^  kh' 
o  sin  (p  =  /i  +  i  RTk^h  —  i  S^  k^h 

übergehen.    Die  Substitution  giebt 

j-  =  fc  —  i  IPk'  —  i  HS  k'h  —  i  HTkh'  —  i  ST  h' 
II  =  h  —  J  US  k'  —  i  S'k'h  —  i  ST  kh'  —  4  P/i^ 

aus  welchen  sich  durch  die  Umkehrunf^ 

k  =  X  +  i  li'a^'  +  i  RS  x'y  +  i  RT  a:y'  +  4  S T  y * 
h  =  y  +  i  RSx'  +  i  S'x'y  +  i  ST  xy'  +  i  T'  y^ 

ert^eben.    Die  Gleichung  der  allgemeinen  Oberfläche  folgt  aus  den  Aus- 
drücken der  Coordinatcn  des  vor.  Art.,  soweit  wir  sie  hier  brauchen, 

z  =  J  Rx^  +  Sxy  +  4  Ty^ 

und  folglich  werden 

p  =  Rx  -^  Sy    ,    q  =  Sx  +  Ty 
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Das  Flhcheneleiuenl  der  Oberfläche,    welches  mit  lUo  bezeichnet 
rdeo  soll,  hat  fulgenden  Ausdruck: 

d(i)  =  mdtfda 

tCeod.  Unt.  Art.  11'J),    und   mit  der    hier  erforderlichen    Genauip;- 


-  S']  cos(f  —  i  rt'ffS  s\n</[d(f<h 
■  i  «' [h  T+ltT—  S')  sin y I  äff.  da 


Geod.  Uni.  Art.  114),  also  hier 

m  =  „-  IIIT« 
Iverden  folglich 
\sss  laicosip—  i  <i'{liR  +  HT- 

\o^  sin  y  —  j  11^ HS  cosi/  ■ 
i  ^  j  <j*Kd(pd<j 

I  =  ;«  —  -  ,i^/iT  +  A  o^s^i (/'/ r/.i 

Denken  wir  uns  nun  auf  der  Oherllache  zwei  rechtwinklige  Drei- 

,  die  beide  den  Punkt  A  zum  Scheitel  des  Einen  ihrer  Winkel,  um! 

LgenieinscIiatUiche  Kathele  k  haben,  wührend  die  andeien  Katheten 

Iglich  h  und  h',  und  die  Hypotenusen  die  bei  retten  ilen  Werihe  von  o 

Der  Unterschied   dieser  beiden  Dreiecke  giebt  ein  allgemeines 

leFwinktiges  Dreieck,  von  welchem  wir  durch  die  eiste  Inteyralion 

!  vorsiehenden  Ausdrücke,    wenn  wir  sie  in  llezug  auf  o  ansUlhren, 

I  dabei  qi  constant  setzen,  irgend  einen  unendlich  kleinen,  zwischen 

nd  qi  +  d(p  enthaltenen  Streifen   umfassen.     Drucken  wir  hierauf 

s  ersten  Integrale  durch  k,  h  und  dh  aus,  und  intcgriren  zum  zwei- 

ale  von  /t  :=  /t'  bis  ^  =  A.  so  umfassen  wir  die  ganze  Dreiecks- 

3  (s.  Geod.  Unt.  Art.  1  19).  Die  beschriebene  erste  Integration  giebt 

Ü  a  coüffi —  j'j  <yHHIi  +  ItT — S')  cos(f. —  .,'„  n^KS sin tf[(s''dif: 

a=  {Ja  sin  ^  —  ,'„-  a'hS  cosi^ —  j',,  ij''(AT+  BT —  S'-)  sii\  )i\u' dt/j 

g^^a^K    ahl<p 
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wo  zur  AbkUrzuni; 

K  =  H  com-ff   +  i  S  sin  r/  cos  r/ 

£;esetzl  worden  ist. 

6. 

Um  die  eben  erhaltenen  allj^euKMnen  Ai 
in  Function  der  auf  der  Oberflüche  gezogenen 
darzustellen,  nuiss  man  sich  der  Ausdrücke  ( 
lung  »Geodätische  Untctrsuchungen«  bedienen, 
abgekürzt  werden  können, 

n  cos  f/  =  A*  —  ;J  /'o  /o  /j 
n  sin  (f  =  h  -^  ^  Vo  /« / 

welche,  da  aus  dem  Vorhorgi»h(mden  folgt,  d 

/  „  /„  =  «  r  -  s 

wird,  für  den  gegenwärtigen  Zweck  in 

(j  cos  (/  =  /r  —  .J  W  T  Uh- 

(7  sin  (1  =  11-^  /.  y/y  /»•-// 

nbcrüchcn.     I)i(»  SubstiUition  i;icl)l 

.1   =  A-  —    «   /;-'/.'  —   .1   IIS  l;-h  — 
11  =  //  —  i  /;.S  /;'  —  .1  N-A-A  — 

aus  wolclioii  Mcii  (iiiirh  die  Diiikcitriin^ 

k  =  .»■  -I-  ,\  yi'-.j'  +  \  HS  .vhj  ^ 
//  =  ij  +  i  liSr-  +  .1  .S- ./■-//  - 

cryolKüj,     i)ie  CJIcioliuiiü;  der  iilIu:o(iioiii 
«IrUckcn  der  CiOordinaloii  des  vor.  Art. 

c  =  .',  II X-  +  N 

und  folglich  wenlcMi 
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omit  die  Fundamentalsleichungeii  des  Art.  1 

=  lk]i  —  ,^o{HT  —  S^+  i\R-^)k^-  ,\ltSk{h  +  fi) 


^'  =  ^iRk''  +  Sk(h  +  h')  +  iTih''  +  hh'  +  hy 

^eben,  welche  die  gesuchten  Ausdrücke  der  rechtwinkligen  und  grad- 
I  inigen  Coordinaten  des  Schwerpunkts  des  allgemeinen  Dreiecks  sind. 
'V^enn  auf  der  Oberflache,  auf  welcher  das  Dreieck  hegt,  innerhalb  des- 
ssseiben  Sletigkeitsunterbrechungen  vorkommen,  so  werden  die  Integrale 
i  m  Allgemeinen  aus   zwei   oder   mehr,   den  obigen  ähnlichen,  Theilcn 
Ijestehen,  da  man  bei  den  Integrationen  alsdann  zwischen  den  eigent- 
lichen Grenzen  der  Integrale,  bei  jeder  Stetigkeitsunterbrechung  Zwi- 
schengrenzen einlegen  muss;  diese  Fälle  sollen  indess  hier  nicht  in  Be- 
tracht gezogen  werden. 

9. 

Mit  dem  Vorhergehenden  ist  eigentlich  schon  die  in  der  Ueber- 
schrift  dieses  §  aufgestellte  Aufgabe  gelöst,  allein  diese  Lösung  ist  in  der 
Form,  die  ihr  gegeben  worden  ist,  der  Anwendung,  die  hier  davon 
gemdcht  werden  soll,  nicht  zugänglich.  Sie  muss,  um  angewandt  wer- 
den zu  können,  construirt  werden ,  es  muss,  mit  anderen  Worten,  ein 
Verfahren  abgeleitet  werden,  durch  welches  man  den  Schwerpunkt  syn- 
thetisch finden  kann.  Zu  dem  Ende  wollen  wir  zuerst  die  Coordinaten 
der  normalen  Projeclion  des  Schwerpunkts  auf  der  Oberfläche  selbst 
ableiten. 

Ziehen  wir  eine  Normale  durch  den  Schwerpunkt  an  die  Oberfläche. 
Die  Gleichungen  dieser  Normale  sind  offenbar 

x'  —  x^  '^vX^  —  '^)  —  0 

y  —y,-^  9M'  —  ^)  =  0 
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wenn  x  ,  y  ,  z  dio  Coordinalen  des  Punkts  der  Oberfläche  sind,  in  wel 
ehern  diese  von  der  Normale  geschnitten  wird,  und  auch  p^  und  q^  sie 
auf  diesen  Durchschnittspunkt  beziehen  müssen.    Die  beiden  vorstehen 
den  Gleichungen  reichen  aber  für  diese  Bestimmung  nicht  aus,  son 
es  muss  noch  die  Gleichung  der  Oberfläche  hinzugezogen  werden,  un 

diese  ist  schon  im  Art.  6  mit  der  hier  erforderlichen  Genauigkeit  abge 

leitet  worden.     Für  den  genannten  Durchschnittspunkt  ergiebt  sich 

und  ausserdem 

Nach  der  Substitution  dieser,  so  wie  der  Ausdrücke  des  vor.  Art.  für 
X,  y',  z  in  die  Gleichungen  der  Normale  erhüll  man  durch  eine  leichte 
Reduction 

a;,  =  i^ ft  { 1  —  ri-ir (3ÄT-I- 1 3  W-)  k'—  V^»„  RSk (A+ A')  —^RT{Mh^-i-i  6AÄ' +\\H^ 
•+■  rHS^Qk'-i-  2.W  +  Wih' -i-  23A"^)  —  j  J«^  ^  (4A'-|-  9AVt'+  9ÄA*  +  4A'»y 

+  j_j_^ HT{]  4A2 -4-  6A2  —  i  .')AA'+  GA'^)  —  rho  T^{ih^  +  5AA'+  4A'^)} 

z  =  ^^  1 4ß  A2  +  4S  A  (A  -I-  A')  +  T{h  +  A')^| 

und  die  normale  Entfernung  des  Schwerpunkts  von  der  Oberfläche 
wird  = 

Y{x'-xf  +Ty  -  y)'  +  {^'-^f 

Hiemit  ist  eine  von  dvv  vorhergehenden  verschiedene  Bestimmung  der 
Lage  des  Schwerpunkts  erlangt,  die  zu  noch  anderen  Bestimmungen 
fahren  wird. 


10. 

Wir  wollen  jetzt  eine  kürzeste  Linie  auf  der  Oberfläche  ziehen,  die 
durch  den  Punkt  A  und  die  eben  erhaltene  Projection  des  Schwerpunkts 
gehen  soll.  Die  allgemeinen  Coordinaten  dieser  Linie  sollen  wieder  mit 
.r  und  y ,   und  die  Länge  derselben  in  irgend  einem  ihrer  Punkte,  von  A 


I  WiMtEI.    HINER   RPII4R0II)ISr(IEN  DnhlBrKS. 


iolinel  y 


Nehii 


I  wir  nun  o  als  tmah- 
>siichten 


i  Gleichungen  c 


?  Veränderliche  an,  so  können  wi 
I  der  folgenden  Form  aufstellen, 

x  =  aij  +  ba^-t-crT'  +... 
y  ^  an  ■+■  h'a'  ■+■  c'n^  -4-  .  ,  . 

reichen  die  unliestinimlen  Cooffi dienten  a.  b,  c.  etc.  a.  h',  v,  elc.  sti 
werden  müssen,  dass  diese  Ausdrücke  von  j-  und  y  die  In- 
Mle  der  Gleichungen 


i          m 

H-P(a  =  " 

\          m 

+  »(£)  =  » 

den. 

Die  im  An.  C  erhalleiien 

allgemeinen  Wcrlhe  von  p  und  q  geben 

[egenwäitigen  Falle 

p  =  {Rii  +  Sn] 

a  +  (Itb  +  SWo 

'  +  ■  ■  ■ 

ij  =  {Sa+  Ta) 

!  +  (Sb  +  Tb')a 

+  .  .  . 

die  dort  erltallenp  Gleichuny  der  allgemeineii 

Obernsche  giebl 

-  =  J  ilta?  + 

iSaa  +  Tii'")o» 

+  .  .  . 

cb  die  Substilulion  dieser 

An.sdrfieke  in  die 

vorsiebenden  Difleren- 

leicbungen  erhall  man 

b  =  0 

b'=  0 

c  =  —  1  IIa 

\Ra'  +  iSaa  + 

To''| 

-  i  *'« 

\lld'  H-  iSaa'  + 

Ta'i 

r'=  —  i  .So 

|«a"  +  2.S'iw'  + 

Ta'l 

-  J  Ta 

'Ma'-  +  iSaa   + 

Ta", 

y  =  aa  —  l  \nSa'  +  {ItT  ■+■  ■iS'')a'a  +  3STaa''  +•  T'a'lä' 
wo  a  uml  a  willkahrlich  sind.    Aus  diesem  Grunde,  nnd  weil  die  bei- 
den aadereo  willkulirlichen  Conslanlen,  die  den  Inlegralen  zukommen, 
nfaon   anfänglich    durch  die  Bedingung  verschwmulon  sind,   dass  die 


4 
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gesuchte  Linie  durcli  Hon  Anfangspunkt  A  der  Coordinaten  gehen  soll, 
sind  die  vorstehenden  Gleichungen  die  allgemeinen  Integrale  unserer 
Differentialgleichungen. 

Uni  auch  die  Bedingung  zu  erfüllen,  dass  die  gesuchte  Linie  durch 
die  Projection  des  Schwerpunkts  gehe,  sei  a  der  Werth  von  o  für  diesen 
Punkt,  so  dass  für  denselben 

j-  =  aa  —  J  |i}*^a*^  -h  SRSa^a  +  {RT  +  2S>a^  -h  STa^\a^ 
y  =  a'o  —  k  \liSa^  +  {RT  +  2S^)a^a  -h  3STaa^  +   T^a^\a^ 

werden.  Die  Vergleichung  mit  den  Ausdrücken  für  x^  und  y^  des  vor. 
Art.  bestimmt  die  willkührlichen  Constanten  a  und  a.  und  man  erhftit 
hierauf 

—  rl  4  ftr(1  Ui^+i  9hh'+\  4A'2)+  ,Virö  5^(1 097*2+1 64AA' -1-1 09A'^ 

+  i^S*.  ¥(?A^-3A*^A'-  3AA'2+2A'3)|; 


sr 


—  ^.j^Jt]HRH^^\2RSk(h+h)+2{Rr+iS'']{h+hy  +  ^(h^hy\ 


k 


y  =  i-  (A-hA'; ; IH-  ,  H  «S ^;-^,  H- yi D /{r(82A-^H- 1 8A-'-45AA'+ 1 8A"^) 

—  Trlo^SM79A'^  +  18Ä-^— 45////'+  18//"-^;  —  ^b  «n  -"-^^J^^^^^^^ 

—  ^-H  r'^(2//2— 5AA'+  2A'2;;  ^, 


-^i^(A+A':!8/fS^^,  +  4(«r+2S2,A^+6Än;A+A';+T^(A+A7| 

welche  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  dei  Oberfläche  selbst  die  ent- 
wickelten Gleichungen  der  gesuchten  kürzesten  Linie  sind. 


11. 

Di(»  im  Vorhergehenden  onthaltenc^n,  mit  A*  und  h  bezeichneten  Li- 
nien sind  nach  den  Integrationen,  die  vorgekonimen  sind.  Unveränder- 
liche, die  sich  auf  die  Din)ensionen  des  in  Betracht  gezogenen  Dreiecks 
beziehen,  und  diese  Dimensionen  auf  der  Oberflilche  bestimmen;  unter 
andern  ist  h — h'  die  dem  Winkel  A  gegenüber  liegende  Dreiecksseile. 

Aber  wenn  nian  k  und  h  als  Veränderliche  betrachtet,  so  kann  man 
auch  darunter  die  auf  der  Oberfläche  selbsl  liegenden  Coordinaten  irgend 
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eines  Punkts  der  OborflSche  verslehen,  und  da  «nlle  Elomcnlc  der  Lini(»n 
k  und  A  einander  unter  einem  rechten  Winkel  schneiden,  so  kann  man 
sie  rechtwinklige,  krummlinige  Coordinaten  nennen.  Unter  diesem  Ge- 
sichtspunkt sind  k  und  h  vor  den  Integrationen  betrachtet  worden,  und 
sollen  unter  demselben  Gesichtspunkt  hier  wieder  aufgenommen  wer- 
den. Diese  Coordinaten  sind  kürzeste  Linien  auf  der  Oberfläche,  und 
die  Relationen  zwischen  ihnen  und  den  hier  anderweitig  angewandten 
gradlinigen,  rechtwinkligen  Coordinaten  sind  schon  im  Art.  6  gegeben 
worden. 

Sehen  wir  jetzt  k  und  h  als  Coordinaten  irgend  eines  Punkts  der 
Oberfläche  an,  und  bezeichnen  sie,  um  dieses  auszudrücken,  mit  K  und 
//,  dann  giebt  der  Art.  6 

K  =  x  +  i  R^ay'  +  J  RSa^y  +  J  RTxy^  +  i  STif 
//  =  y  +  i-  l{Say'+  1  S^x^y  +  J  STxy^  +  J  T^y^ 

Betrachten  wir  speciell  K  und  //  als  die  Coordinaten  der  im  vor.  Art. 
besliinmten  kürzesten  Linie,  so  ergiebt  sich  aus  dem  Vorstehenden : 

h=i  k\\--^himT-9S^-R')k^+,UnSk{h+h') 

—  ri-srßT(UA2+19AA'+1  iP)+  ,V8ö  5^^(109/*^+ 1G4AA'+109/O 

-  roVo  -/(2A*-3A2A'-3AA'^+2A'3)j  ?-, 


off* 


+  ,V(flT-S^)fe(A+Ar;. 
II  =   J  (A+ A')  j  1-h  W  ,  RS  -^-r  -h  ,  { „  RTmk^+ 1  f)  A^  -  4()AA'+ 1 0A'^ 


^i-,T{R-T) [w -  im -h  2 hy, " 


/N  a 


a 


die    an    sich   schon    auch    die   Gleichungen   derselben   kürzesten   Linie 
sind. 

12. 

Suchen  wir  nun  die  Länge  der  eben  erhaltenen  kürzesten  Linie 
vom  Winkelpunkt  A  des  Dreiecks  bis  zum  Dnrchschnittspunkt  derselben 
niii  der  Dreiecksseite  A — A',  und  nennen  diese  Länge  A,  dann  ist  nichts 

Abbuidl.  d.  R.  S.  Gesellsch.  d.  Wissensch.  XIV.  g| 
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m 

Weiteres  zu  thun,  als  in  der  ersten  der  im  vor.  Ärl.  abgeleiteten  Glei—  i 
cluingen  k  statt  a,  k  statt  K  zu  setzen,  und  die  Gleichung  in  Bezug  auf  i^^^ 
aufzulösen,  denn  der  genannten  Dreiecksseite  entspricht  in  jedem  ihreK 
Punkte  die  Abscisse  k.    Diese  Gleichung  giebt  hierauf 


ST 


i 


woraus  durch  die  Umkchrung 

o  =  1  A(1-y) 
folgt,  wonn  zur  Abkürzung 

y  =  ,-\  „  ro  l„  (8/f2  +  1 1 AJ  _  1 4//Ä'+  1 1  //'!) 

_  _^  1 3Ä  k  'h  +  h')  +  S  (2k^~U-^  + 1 2M'—  3*2) 

—  7V2A2  —  5/,/,'+  2/,%  A+A'  / 

gesetzt  wird.  Suchen  wir  forner  den  Durchschnittspunkt  derselben  Linie 
mit  der  Dreioeksseite  h  —  //',  zu  welchem  Ende  wir  nur  den  eben  erhal- 
tenen Ausdruck  für  A  slalt  n  in  die  zweite  Gleichung  des  vor.  Art.  zu 
setzen  brauchen.  Die  Ordinale  //  dieses  Durchschnittspunkts  wird 
hierauf 

//  =  i  ;A  +  /n|H-v^/?T(/,_/,7_..,{^/?(ß_Dfc2 

-^  ^  1  _  r  (■/}  _  T  +  S  *  J *'- )  (2//2  —  5M'+ 2Ä'2) 

■+■  -n*  «TS  "^  I-       -,,+,,.  1-  kö  'S  '  fr ÄTÄ^* 

+  ,  .ji .  -  S2 (4Ä-2  —  ■\")lii -t-  1 OG///*'—  55P) ! 

oder,  wenn  man  die  ürciocksscilo  li  —  //'  =  «  setzt, 

//  —  //'  =  .]  n  (I  +  a-) 
wo 

X  =  ,V  '•«  /.,  (h^  —  A"^) 

-  T7ür  'ltk:'-TiW-:il,h'-h2hy,{l,  +  h'} 
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+  j^^  |fifc(4fc^-3(A  +  A?)  +  S(4fc2-(A  +  /0^)(A  +  /0 

—  T[6A(A2— .IAA'+A'2)  — (2A2-5ÄA'+2A'^)  Jh^hr  ]j 

gesetzt  worden  ist. 

Alle  vorhergehenden  Ausdrücke  beruhen,  wie  man  sieht,  auf  der 
Aniivendung  der  krummlinigen,  rechtwinkligen,  auf  der  Oberflüche  lie- 
genden Coordinaten  k  und  A,  statt  welcher  ich  mich  aber  auch  krumm- 
linig^er,  schiefwinkliger  Coordinaten  hätte  bedienen  können.  Zu  dem 
Ende  hätte  ich,  statt  von  dem  Binom 

auszugehen,  wie  sowohl  in  der  Abhandlung  als  hier  geschehen  ist,  und 
Gauss  selbst  auch  gemacht  hat,  von  dem  Trinom 

(/«2  -=  Edp^  +  Fdj)  dq  +  Gdq'^ 

ausgehen  müssen,  welches  auch  ohne  Schwierigkeit  hätte  geschehen 
Vönnen,  indess  neue  und  längere  Entwickelungen  verlangt  hätte.  Die 
vorstehenden  Resultate  sind  aber  schon  in  der  Form,  die  ihnen  hier 
gegeben  worden  ist,  der  weitesten  Anwendung  auf  sehr  einfache  Art 
zuganglich,  und  daher  unterlasse  ich  jede  Umformung  derselben. 


13. 

Es  ist  nun  ein  Leichtes,  die  Construction  des  Schwerpimkts  unseres 
Dreiecks  anzugeben,   denn  die  im  Vorhergehenden  abgeleiteten  Glei- 
chungen enthalten  den  folgenden 

Lehrsatz.  ^ 

1)  »Um  den  Schwerpunkt  eines  allgemeinen  spharoidischen  Dreiecks 
»von  nicht  allzu  grossen  Seiten  zu  erhalten,  muss  man  vor  Allem 
»die  normale  Projection  desselben  auf  der  Oberfläche,  auf  welcher 
»das  Dreieck  liegt,  suchen. 

2)  »Um  diese  Projection  zu  erhalten,  theile  man  die  Dreiecksseite  a 
»in  zwei  gleiche  Theile,  und  fUge  dem  Halbirungspunkt  nach  der 
»Richtung  hin,  in  welcher  die  grössere  der  beiden  anderen  Seiten 
»liegt,  die  Linie 

^  ax 
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»hinzu.  Zieht  man  hierauf  von  dem  dadurch  gegebenen  Punkt  cl 
»Seite  a  eine  kürzeste  Linie  nach  dem  gegenüber  liegenden  Wirt- 
»kelpunkt  A,  so  ist  die  Länge  dieser  Linie  =  A,  und  auf  dcrselb^rt 
»liegt  die  normale  Projection  des  Schwerpunkts. 

3)    »Um  letztere  selbst  zu  erhalten,  ziehe  man  von  dem  Endpunkt  von 
»A,  welcher  auf  der  Seite  a  liegt,  die  Linie 

'    »nb,  und  theile  den  Rest  von  A  in  drei  gleiche  Theile,  dann  ist  c3 
»clor  Seite  a  zunächst  liegende  Drittheilungspunkt  die  normale 
»jection  des  Schwerpunkts  des  Dreiecks  auf  der  Oberfläche 
»selben. 

i)    »Um  hierauf  den  Schwerpunkt  selbst  zu  erhalten,  errichte  man 
»oben  gefundenen  Projectionspunkt  desselben,  auf  der  concav 
»Seite  der  Oberfläche  eine  Normale,   dann  liegt  auf  dieser  d 
»Schwerpunkt  selbst,  und  sein  Abstand  von  der  Oberfläche  ist  d 
»Linie 

^  |/Jfe2  +  Sk{h  +  h')  +  T{A2-AA'+P){ 
»gleich.« 

Es  ist  an  sich  klar,  dass  man  bei  dieser  Construction  von  jeder 
helicbigon  Seite  des  Dreiecks  ausgehen  kann,  und  hieraus  erwächst  zum 
vorstehenden  Lehrsatze  folgender 


^ 


Erster  Zusatz. 

»Statt  die  Construction,  die  unter  3)  angegeben  ist,  auszufüh- 
»nn,  wiederhole  man  die  unter  2)  angegebene  auf  einer  der  bei- 
»don  anderen  Seiten  des  Dreiecks ,  nachdem  im  Ausdruck  von  x 
»die  betreffende  Vertauschung  der  Bezeichnungen  vorgenommen 
»worden  ist.  Zieht  man  hierauf  von  dem  dadurch  gegebenen 
»Punkt  dieser  Seile  auch  eine  kürzeste  Linie  nach  dem  gegenüber 
»liegenden  Winkelpunkt,  und  nennt  die  Länge  dieser  Linie  A',  so 
»liegt  die  Projection  des  Schwerpunkts  im  Durchschnittspunkte 
»iloi  Linien  A  und  A'.«r 

Aus  denselben  Betrachtungen  ergiebt  sich  folgender 
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Zweiter  Zusatz. 

»Führt  man  die  unter  2)  angegebene  Conslruction  auf  allen 
»drei  Dreieckssciten  aus,  und  zieht  die  kürzesten  Linien  A,  A\  A\ 
»so  schneiden  sich  diese  drei  Linien  in  Einem  und  demselben 
»Punkt,  und  zwar  im  Projectionspunkt  des  Schwerpunkts  dos 
»Dreiecks.o 


Die  Ausdrücke  fiir  y  und  x  des  vorvor.  Art.  werden,  wie  man  so- 
£;1e^ ich  erkennt,  viel  einfacher,  wenn  S  =  0  gesetzt  werden  kann,  und 
es  l<ommcn  Falle  vor.  in  welciien  diese  Gleicliung  entweder  strenge, 
ocl<3r  wenigstens  so  nahe  statt  findet,  dass  man  sie  der  Genauigkeit  un- 
boschadet  annehmen  darf. 

Aus  dem  Ausdruck  des  Art.  5  für  S  erkennt  man,  dass  in  zwei  von 
einander  gllnzlich  verschiedenen  Fällen  S  =  0  wird.  Diese  Gleichung 
firiclel  erstens  statt,  wenn  der  Winkel  tj  irgend -einem  Vielfachen  von  90® 
gleich  ist,  und  zweitens,  wenn  ro  =  (o  ist.  Der  erste  Fall  kann  auf  jeder 
Ol->c^rfläche  vorkommen,  und  (ritt  jedes  Mal  ein,  wenn  das  Dreieck  eine 
solche  Lage  hat,  dass  das  erste  Element  der  von  irgend  einem  der  Win- 
k<>l  punkte  senkrecht  auf  die  gegenüber  liegende  Seite,  oder  deren  Ver- 
längerung, gezogenen  kürzesten  Linie  mit  einer  der  beiden  Hauptkrüm- 

i^vingsol)enen  der  Oberfläche  zusammen  fiillt.    Die  Ausdrücke  für  x  und 

1/  Werden  in  diesem  Falle 

X  =  ^V '0  /ü  {h'  -  h'^)  -  T>  1  i^a  R  (ß  -  T)  k^ [h  +  //') 

y    =  5  i-^  r„  /o  (8fc2  +  1 1  h'  —  1  ihli+  1 1  A'2)  —  .Ai^Ii  (fl  —  T)  k' 

Der  zweite  Fall  tritt  allgemein  ein,  wenn  das  Dreieck  ein  ebenes  oder 
ein  sphärisches  ist,  und  thcil weise  wenn  die  Oberfläche  Nabel[)unkle 
besitzt,  und  der  betreflende  Winkelpunkt  des  Dreiecks  einem  der  Nabol- 
punkte  angehört.  Die  Ausdrücke  für  x  und  y  werden  in  diesen  Füllen 
allgemein 

X=    ,V^o/n(A2  — //2) 

y  =  ,  {  ,  /„/o(S/v^  +  Wli'  —  I  .U//'+  I  \li'') 
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also  sehr  eirifach.    Für  das  ebene  Dreieck  werden  sie  gleich  Null,    tX^ 
der  Lehrsatz  des  vor.  Art.  verwandelt  sich  somit  in  denjenigen,  den  ^ 
Elementargeomelrie  zur  Construction   des  Schwerpunkts   des  eben^^ 
Dreiecks  giebt. 

Für  die  Kugel  werden  x  und  y ,  wenn  man  die  Dreiecksseilen  a,  b,  ^ 
durch  die  Gleichungen 

2//A'  =  —  a^  +  52  +  c2  —  2fe2 
einführt,  und  den  Kugelhaibmesser  r  nennt, 

die  in  diesem  Falle  bei  der  Construction,  die  der  Lehrsatz  angiebt,  an* 
zuwenden  sind.  Die  Entfernung  des  Schwerpunkts  von  der  Kugelober- 
fläche wird  = 

^       U2     -.  1,2  j.  ^2) 

^j7  (^  -1-0  -i-c  j 

welches  eine  symmetrische  Function  ist,  wie  es  nicht  anders  sein  kann. 
Es  ist  einleuchtend,  dass  für  jede  Oberfläche  auch  der  allgemeine  Aus- 
druck dieser  Entfernung,  nemlich 

,V  {/{fe2  +  SA- (//  +  //')  -h  T{h^  —  hh'+li')\ 

für  jedes  Dreieck  besonders,  welchen  Winkel  desselben  man  auch  für  A 
annimmt,  denselben  numerischen  Werth  annehmen  muss. 

Man  kann  hier  nicht  behaupten,  dass  die  vorstehenden,  für  die 
Ebene  und  die  Kugel  statt  findenden  Ausdrücke  auch  fiir  die  auf  der 
Ebene  oder  Kugel  abwickelbaren  Oberflüchen  Geltung  haben,  denn  die 
ursprünglichen,  allgemeinen  Ausdrücke  für  x  und  y  sind  nicht  Functio- 
nen der  Krüinmungsmaasse,  sondern  vielmehr  überhaupt  Functionen 
der  Krünimuniishalbmesscr,  und  ihre  vorstehenden,  für  die  Ebene 
und  die  Kwixo]  abgekürzten,  Ausdrücke  können  daher  für  die  bez.  ab- 
wickelbaren Oberflächen  nicht  statt  finden. 

Man  kann  aber  aus  dem  Vorhergehenden  eine  Anzahl  interessanter 
Satze  ableiten,  die  sich  auf  den  Schwerpunkt  und  dessen  Projection  der 
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atif  den  einfachsten  Oberflächen,  als:  Kngel,  Cylinder,  Kogol,  u.  s.  w. 
verzeichneten  Dreiecke  beziehen.  Ich  lasse  diese  indess,  da  sie  meinem 
Thema  fremd  sind,  hier  weg. 

Es  giebt  noch  einen  sehr  ausgedehnton  Fall,  in  welchem  die  zuletzt 
angeführten,  einfachen  Ausdrücke  für  x  und  y  auch  Anwendung  finden, 
und  dieser  trilt  ein,  wenn  für  die  betreffende  Oberfläche,  entweder  über- 
all, oder  wenigstens  in  dem  Theile  derselben,  auf  welchem  das  Dreieck 
liegl,  R — T  und  S  kleine  Grössen  von  wenigstens  der  ersten  Ordnung 
sind.  Denn  wenn  dieses  statt  findet,  so  gehören  die  Glieder,  mit  vvel- 
eben  sie  multiplicirt  sind ,  einer  höheren  Ordnung  an  als  die  vorstehen- 
den, und  können  daher  in  Bezug  auf  diese  übergangen  werden. 

Ich  führe  schliesslich  hier  noch  an,  dass  man  in  der  Anwendung, 
die  hier  von  dem  Vorhergehenden  gemacht  werden  soll,  ohne  den  Grad 
der  Genauigkeit  im  Geringsten  zu  verletzen,  immer  die  vorstehenden, 
einfachen  Ausdrücke  anwenden  kann.  Ks  wird  dieses  sogleich  erklärt 
werden. 


§  2.    Ableitung  eines  sehr  einfachen  Ausdrucks  für  die 
Hinführung  der  Winkel    des   allgemeinen   sphäroidischen 
Dreiecks  auf  die  eines  ebenen,   oder  eines  sphärischen, 

von  denselben  Seiten. 

15. 

In   der  mehrmals   angezogenen  Abhandlung  »GeodJitische   Unter- 

^wchnngen«  habe  ich  mit  Zugrundelegung  der  allgemeinen  Gaussischen 

Theorie,  der  ich  in  ihren  Hauptmomenten  gofols^t  bin.  schon  die  in  der 

^■eherschrifl  genannte  Aufgabe  in  Bezug  auf  das  auf  unbestimmter  Ober- 

'^clie  liegende  Dreieck  bis  auf  Grössen  sechster  Ordnung  gelöst,  und 

''^'ch  dabei  an  die  von  Gauss  selbst  in  seiner,  bis  auf  Grössen  vierter 

^•"dnung  gehenden,  Auflösung  angewandten  Krümmungsmaasse  gehal- 

*^n.    Später  habe  ich  bemerkt,  dass  man  die  ausgedehntere  Auflösung 

^^*rch  Einführung  gewisser  anderer  Krümmungsmaasse,  die  bei  Gauss 

'^^cht  vorkommen,  neben  jenen  auf  eine  nicht  geahndete  Einfachheit  zu- 

""^^ckfuhren  kann,  und  besondere  Veranlassung  gehabt,  mein  Resultat  in 

^^ü  Berichten  der  Königl.  S.  (iesellschafl  der  Wissenschaften*)  zu  ver- 

*)  Sitzung  vom  8.  Mai  d.  J. 


} 
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öfTcntlichen.    Hier  werde  ich  die  Ableitung  dieses  Resullals  gcbcD,  w 
bei  der  Inhalt  des  vor.  §  benutzt  werden  nuiss. 


16. 

Die  Anwendung  der  ungekürzten  Ausdrücke  von  x  undy  wtlrcile 
der  Einfachheil  dos  Endresultats  schaden,  aber  dieses  ist  an  sich  nic:*lu 
noihwendig,  man  kann  bei  ihrer  Anwendung  auf  die  Lösung  der  v'<:>r- 
benannten  Aufgabe  immer  die  Glieder  übergehen,  die  mit  R —  T  und  S 
multiplicirt  sind,  ohne  der  Genauigkeit  des  Resultats  den  mindesten  A.  h- 
bruch  zu  thun.  In  den  im  Art.  14  angeführten  Fällen  wird  der  nsjicrh 
dieser  Abkürzung  eingcPuhrte  Punkt  der  DreiecksflSiche  immer  noch  cilic 
normale  Projeclion  des  Schwerpunkts  derselben  sein,  oder  mit  hin  «bezi- 
ehender Annäherung  dafür  gehalten  werden  können,  in  anderen  Fäl  1^^ 
wird  demselben  zwar  nicht  diese  Bedeutung  beigelegt  werden  kön»  ^^^i 
aber  er  wird  immer  ein  unzweideutig  bestimmter  Punkt  der  Dreieck 
fläche  sein,  und  dieses  gnügt  vollständig.  Bezeichnet  man  mit  a 
Krümmungsmaass  im  Dreieckspunkt  A ,  und  setzt,  den  abgekürzten  A 
drücken  des  Art.  i  4  entsprechend 


as 


^  =  W  i'^'  -  '^') 


so  wird 


i(Ä-h/0  +  ix{h-li) 

die  Ordinate,  und  k  die  Abscisse  des  Punkts  der  Droiecksseite  a  sein, 
welchem  letztere  von  der  kürzesten,  durch  A  gehenden  Linie  geschnitL 
wird,  auf  welcher  der  hier  für  die  normale  Projection  des  Schwerpun 
subslituirte  Punkt  liegt,  und  die  auf  dieser  Linie  gemessene  Entfernu  '^  ^'^ 
dieses  Punkts  vom  Winkclpuiikt  A  des  Dreiecks  wird 

lo{\-y) 

zum  allgemeinen  Ausdruck  haben,  wenn  a  statt  k  geschrieben  wird. 

17. 

Um  den  Ausdruck  des  Krünunungsmaasses  in  dem  in  Rede  stehen- 
den Punkt   7M  erholten,  müssen  zuerst  die  eben  angegebenen  Substitu- 
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tionen  in  die  allgemeinen  Ausdrücke  fUr  asiiKp  und  acof^tp  des  Art.  118 
d^r  Abhandlung  eingeführt  werden,  weiche  daher  mit  Ucbergchung  der 
(vlieder  der  höheren  Ordnungen,  die  für  den  gegenwärtigen  Zweck  nicht 
berücksichtigt  zu  werden  brauchen,  die  folgende  Form  annehmen: 

CT  sin  y  =  J  ('*  "*"  1^)  —  iy{f^  +  Ä)  -I-  J  X  [h  —  h)  -h  i^g  ^/  ^^  (^  "*"  '' ) 

CF  cos  y  =  5  fc  —  lyk  —  ihh^  C'  "*"  ''T 

Die  Substitution  dieser  Werthe  in  den  Ausdruck  (12o)  der  Abhandlung 
fiiir  das  Krümmungsmaass  im  Allgemeinen  giebt,  wenn  das  Krümmungs- 
Diaass  fUr  den  hier  in  Betracht  stehenden  Punkt  mit  d  bezeichnet  wird, 

d  =  ,j  +  ä^efeH-  J  Ö'(//  -h  li)  +  l  Afe^  +  l  )i'k{h  +  li)  +  ,s»  >l"(A  +  A')- 
+  ^\ fik^^  A /'' ^' [h  +  //}  H-  .V  / k (//  -h  AT^  +  .  i ,  fi" (A  +  ä7 

—  ^'g  f]Ok{h  +  h'f  +  V8 '/  ^^'  A'  (A  +  A') 

-  I  yffk-lyü'ih  +  h)  +  J  xO'{h  -  h') 

18. 

Bezeichnen  wir  eine  noch  unbestimmte  kleine  Grösse  zweiter  Ord- 
nung mit  M,  und  denken  uns  die  Dreiecksseite  AB  oder  a  an  ihrem  End- 
punkt Ä  um  die  Linie  ug  verlängert.  Theilcn  wir  die  Linie  a  (1  +  «) 
in  drei  gleiche  Theile,  und  suchen  die  Ausdrücke  für  a  sin  (p  und  a  cos  (f 
indem  Drittheilungspunkt ,  welcher  A  am  nächsten  liegt.  Da  hier  nur 
erfordert  wird,  J  o(1h-m)  statt  n  in  die  allgemeinen  Ausdrücke  zu 
ÄJclzen,  so  ergeben  sich  sofort  (\ir  den  bczeichnelen  Punkt 

a  sin  ^  =  ;J  A  +  \  uli  +  ^\  jj  A'^A 
o  cos^  =  «  fc  H-  ^  ufe  —  ^ffkh'^ 

und  nennen  wir  das  Krümmungsmaass  in  diesem  Punkt  y^ ,  so  giebt  der 
oben  angezogene  Ausdruck  (125) 

r,  =  f]  +  i  Ok  -h  ä  O'h  -h  Vs  AA'  H-  i  A'AA  -h  VhA"A^ 

—  i  ?/  öAA2  +  Vh  '/  ö'AVi  +  J  MöA  +  J  wö'Ä 

Bestimmt  man  auf  analoge  Weise  auf  der  Dreiecksscitc  AC  einen 
Punkt,  indem  die  VorUmgnrung  der  ganzen  Seile  am  Endpunkt  C  mit 
MO  bezeichnet  wird,  wo  u  auch  eine  noch  unbestimmte  kleine  Grösse 
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zweiler  Ordnung  ist,  und  nennt  das  Krilmmungsmaass  in  diesem  Punkt 
ß^ ,  so  bekommt  man  eben  so  wie  vorher : 

—  i-tjekh'^  +  ^y^ö*  **/»'+  itt'öÄ  +  iu'&h' 


19. 

Neben  diesen  drei  neuen  Krümmungsmaassen  sollen  die  in  den 
Winkelpunkten  des  Dreiecks  statt  findenden  beibehalten,  und  wie  früher 
mit  a,  ß,  Y  bezeichnet  werden.  Ihre  früher  gegebenen  Ausdrücke  will 
ich  zur  leichteren  Uebersicht  hier  anführen. 

CK  :=  i; 

/J  =  i;  -1-  eit  -1-  Ö'A  +  ^Xk"^  +  Xkh  +  iA"A* 
+  ^.^fcJ  -I-  ^^k^h  +  i/AA'  +  i^'A» 

—  4^j;öAA»  +  ^rie'k^h 

y=:tj  +  ek  +  d'h:+  1  AA^  +  A'AA'  +  i  A'A'» 
-I-  i  f,k^  +  i  !,'kyi'  ■+■  l  n"kh'^  +  ift'h'^ 

—  l^tjOkh'^  +  itjO'k-'h' 


20. 

Entwickelt  man  nun  aus  den  Ausdrücken  des  vor.  Art.  die  ftlr  OA 
und  0',  so  findet  man 

—  i  /<  A '  +  i  //" k hh  +  l  fi" hh'  (A  +  A') 

—  l  j^  0  k  hh' 

-  i//'A^  -  .1  »"A(Ä-i-A')  -  .,„'"(A'^  +  ÄA'+A'^) 
+  i  r,  0  k  [h  +  A')  -  i  /^  ft'  A^ 

durch  deren  Benutzung  die  .ausdrücke  der  drei  neuen,  oben  eingeftlhr-» 
Ion.  KrUminun^snia<issc  die  folgenden  Gleichungen  geben: 


^]  Redcgtion  der  Winkel  eines  sphAroidisciien  Drkiecks.  31 5 

0  =  —  Afc»  —  2A'A/t  — A'A» 

0  r=  —  Afc»  —  A'&  (A  +  Ä')  —  A'(A»  —  AA'+  h^) 

—  ^^fe»  _  -|-/t'A2(/,.|-A')  —  4-/A{7A'2  — 4AA'+7A'2) 

—  tS  /»"(SA'  —  3A»A'—  3  AA'»  +  8A'')  +  3  C  —  iD 
in  welchen  zur  Abkürzung 

A  =  2a  +  y  —  Sfi  —  u'icc-  y) 

B  =  2a  +  /?—  3y,—  u{a  —  ß) 

C:=:a  +  ß  +  y—  3d  +  2yu  —  {y  —  x)  ß  —  [y -^- x)y 

D  =  a«(A  —  Kf  +  a/?A'(A  —  A')  —  ay  A  (A  —  A') 

gesetzt  worden  sind. 

21. 

Ans  den  eben  erhaltenen  Gleichungen  kann  man  drei  Coefficienlen 
bestimmen,  wofür  man  beliebige  auswählen  kann.  Man  kann  z.  B.  jeden 
der  CoeflScienten  A,  A',  A"  in  Function  von  //,  /i',  fi,  fi*\  oder  A,  A',  ^  in 
Function  von  A",  fi\  in",  fi"  darstellen,  und  dieses  Verfahren  auf  mannig- 
faltige Weise  abändern.  Da  nun  in  dem  Ausdruck  von  dA^  wie  die  oft 
angezogene  Abhandlung  zeigt,  alle  sieben  Coeificienten 

,    Ä,    Ä,     fl.    /Ä,    /Li  ,    fl 

vorkommen,  so  scheint  es,  dass  man  durch  die  im  vor.  Art.  erhaltenen 
Gleichungen  nur  irgend  drei  dieser  eliminiren  könnte,  allein  es  verhält 
sich  anders;  man  kann  durch  diese  drei  Gleichungen  alle  sieben  Coeffi- 
cienten  aus  dem  Ausdruck  für  dA  eliminiren ,  und  auf  sehr  einfache 
Weise  dieses  Ziel  erreichen. 

Man  multiplicire  die  beiden  ersten  der  drei  auf  Null  gestellten  Glei- 
chungen des  vor.  Art.  mit  der  Zahl  3.  die  dritte  mit  der  Z»hl  6.  und 
adclire  die  Producte.  Hiediirch  erhält  man,  ohne  irgend  welche  Reductio- 
nen  anzuwenden,  sogleich 
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0  =  —  1 2  A  fe  —  1 2  A'  A  (A  +  A)  —  3  A"  (3  A"  —  2AA'+  3/*'») 

—  C^fe'  —  9fi'k^(h  +  h')  —  /Ä(nA»— 4AA'+HA'») 

—  fi"{Ui^  —  A2  A'—  AA'2  +  4A'3) 
+  9A  +  9ß  +  18C—  3D 

wolche  Gleichung,  wie  man  gleich  sehen  wird,  den  beabsichtigten  Zweck 
erfüllt.  Um  dieses  noch  deutlicher  liervor  zu  heben,  soll  sie  io  der  fol- 
{;enden  Form  aufgestellt  werden : 

0  =  —  -j-^  |4AA  +  4A'A(A-|-A')  +  A"(3A»-.2AA'+3A'«)| 

—  -^iGfk'  +  Qfi'k'ih  +  h')  +  /t'fe(HA«— 4AA'-|-H/0 

+  /r(4A^  — AV*'— AA-^^H-  4A'=')| 
+  ^\A  +  B  +  2C-i-D\ 

wo  /\  die  Flache  des  Dreiecks  bezeichnet. 

22. 

Hiemit  sind  die  Vorbereidingen  zur  Umwnndelung  des  Ausdnicks 
fiir  ()A  ausgeführt,  und  es  muss  dieser  jelzt  vorgenommen  werden. 
Wenden  wir  uns  zum  zweiten  Ausdruck  ftir  f)A,  der  im  Art.  127  der 
Ahliandlung  gegeben  worden  ist,  und  in  welchem  die  Coellicienlen  0 
und  ü'  schon  eliminirt  sind.  Lassen  wir  vorläufig  die  sich  auf  die  Kugel 
beziehenden  Glieder  weg,  wodurch  bewirkt  wird,  dass  (VA  sich  auf  die 
Reduction  der  Winkel  des  sphüroidischen  Dreiecks  auf  die  des  ebenen 
bezieht,  so  wird  der  angezogene  Ausdruck  der  folgende: 

_  ^r  jyfci  _  1,2  ^.  13/,//  _  aA'ij 

+    A^   !4;.Ai  +  4 /.'A- (//  +  //')  +  ;."(;U^  —  2AA'  +  3hy, 

+  _4   {G/,fc:>  _H  9//fci(A-|-A')  +  //"A:(11A2— 4ÄA'-|-HA'2) 

^_  /,"■  ( 4 //.  _  AiA'—  AA'2  +  4 A'^')]  *) 


']   I  iilirl  m.in  in  doii  Ausdrurk  (11)  dos  Art.  äC  ih'r  >'l)is(|iiisilioiics  j^cncralcs  circa  su|»or- 
licies  (  urxas«  die  liiüi  aiip;rwaiidl<Mi 'Bt'ZtMcliiiunj;en  oiii,  so  wird  dieser 


^9]  Reduction  deh  Winkel  eines  spiiaboidisc.hbn  Dbeiecks.  317 

und  man  erkennt  sogleich,  dass  in  diesem  Ausdruck  dieselbe  Punciion 
Hor  X  und  fi  vorkommt,  als  in  der  Gleichung,  die  im  vor.  Art.  erhiillcn 
wurde.    Addirt  man  daher  diese,  so  erhull  mnn  sogleich 

—  ^  !•'*'  —  <^''^  -•-  l-^AÄ'—  Ä'l 

in  welchem  alle  A  und  fi  verschwunden  sind.  Durch  Hülfe  der  drei 
Gloichun$!;pn  des  vorvor.  Arl.  sind  also  sieben  Coefficiontcn  in  dem  Aus- 
tlrurk  für  dA  eliminirl  worden.  Durch  die  Subslilulion  der  im  Art.  20 
gegebenen  Ausdrücke  für  A,  D,  C,  D  bringt  man  den  vorstehenden  Aus- 
druck auf  die  fulgende  Form 

_  ^  jofei  —  3A^  +  3 1  hli  -  \  9/t  ^' 
_  4^  j9iti  _  19A''  ■+■  31 M'—  W 

2160    ' 


_  !^  |4it2  _  2A-'  +  8AA'-  2A'-'! 

+  ^_  jiAAi  +  4A'A(A  +  A')  +  A"(3A^-2AA'+ 3A'*)| 

mit  dem  obigen  Ausdruck  bis  auf  Grössen  fünfter  Ordnung,  die  von  Gauss  nicht  berücksich- 
tigt worden  sind,  identisch.  Dieselbe  IdenUUit  findet  auch  zwischen  den  analogen  Ausdrücken 
für  JB  and  dC  meiner  oft  angezogenen  Abhandlung,  und  den  Ausdrücken  (12f  und  (13)  der 
»Ditquisitiooes  etc.«  stott. 
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die  durch  Einführung  der  im  Art.  1 6  gegebenen  Ausdrucke  fllr  x  und  y 
in  die  folgende  übergeht : 


dA  =  — 


A 


"     40 

,«"-r-p,-t-y,i 

A     1 

410      ' 

2a  +  ß  +  y\ 

A«* 

5«00 

J7it»-I-UA«  — 21ÄA'-l-14Pi 

Aaß 
40X00 

!  nW  —  3 1 A2  +  1 4 1  Ml  —  57A'2{ 

A«y 

40800 

|53A2  —  o7/i*  +  1 4  IM'—  3iA''i 

A     ( 

40      < 

u{a-^  +  n'{a-r)\ 

23. 

Ehe  wir  weiter  gehen,  sollen  in  dem  ztilelzt  erhaltenen  Ausdruck 
die  Dreiecksseiten  a,  6,  c  durch  die  Gleichungen 

2AA'  =  —  fl2  +  h'i  ■+■  6-2  —  2^2 
eingeführt  werden.    Man  erhalt  dadurch 


ÖA  = 


3 


A 

40 


2f) 


A 


-  -S;r-   !2« 


120 


y\ 


A^  »21fl2 


762  +  7c2' 


( 


-»-äWo  !HI«'-27//^-79c^( 

Dieser  Ausdruck  kann  durch  zAvcckmiissige  Bestimmung  der  beiden, 
bisher  unbestimmt  gelassenen  Grossen  u  und  m'  bedeutend  vereinfacht 
werden,  und  zwar  kann  dieses  auf  mehr  wie  Eine  Art  bewirkt  werden. 
Setzt  man 
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■^  jUlo»— 2762  — 79c2j 


M    ^ 


__    «    iiilfl*  — 79A2_27c2 


) 


SO  verschwinden  die  mit  aß  und  a/  multiplicirten  Glieder,   und  man 
bekommt 

+  ^}2a2_62_c2| 

welches  der  Ausdruck  ist,  den  ich  schon  in  den  Berichten  der  Königl. 
S.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  veröffentlicht  habe. 

Setzt  man,  um  einen  anderen  einfachen  Ausdruck  zu  erhalten, 

u  =  —  ^  |21a2  —  196^  +  33c2j 
so  verschwindet  das  mit  a^  multiplicirte  Glied,  und  man  erhalt 


dA  =  —  3 


40 


A 


i%0 
860 


2«^  +  ß.  +  y\ 
2«  +  /?  +  yl 
2a2  —  62  —  cH 


( 


Setzt  man  hingegen 


"  -  -  W  i8^«' 


36^  —  49c»{ 


( 


«'  =  -wl8^«'-*96' 


3c»{ 


so  wird 


*^  =  -3-#-12^  +  Ä  +  y<i 


40 


WO 


F=  6  _a(2a2— 62  — c^ 
i^elches  dei;  dritte  und  einfachste  Ausdruck  ist."*^ 


)  leb  lasse  nicht  unbemerkt,  dass  man  diese  Ausdrücke  auch  auf  andere  Weise  erhalten 
,  w«nie  aber  too  den  darauf  bezüglichen  Entwickelungen  hier  absehen. 
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Alle  diese  Ausdrücke  sind  his  auf  Grössen  sechster  Ordnung  riehtif;. 
Wendet  man  sie  auf  die  Kugel  an,  so  gehen  sie  ühereinslimmend 

welches  ein  bekannter  Ausdruck  ist. 


24. 

Die  bis  jelzt  für  dA  erhaltenen  Ausdrücke  beziehen  sich,  wie  vor- 
bemerkt wurde,  auf  die  [linltihrung  der  Winkel  des  sphllroidischen  Drei- 
ecks auf  die  eines  ebenen  von  denselben  Seiten.  Will  man  dagegen, 
dass  die  Winkel  des  sphäroidischon  Dreiecks  auf  die  eines  sphärischen 
von  denselben  Seiten  hingeführt  werden  sollen,  so  müssen  den  obigen 
Ausdrücken  für  öA,  der  Abhandlung  zufolge,  die  folgenden  Glieder 
hinzugeragt  werden : 


A              A« 

Sr*              360r» 

}a2  +  W  -^  2f2 

360r* 

\la^  +  62  +  2f2{ 

880r* 

ia'  +  2fe2  j^  ^2 

.         A 

rtl  +  7fc2  +  76'2j 

"^        aßOr'<« 

in  welchen  r  den  Halbmesser  der  Kugel  bezeichnet,  auf  welcher  man 
sich  das  sphärische  Dreieck  verzeichnet  denkt. 

Wir  können  jetzt  für  die  weiter  unten  folgende  Anwendung  unserer 
Ausdrücke  eine  Vorbereitung  treffen,  ohne  ihnen  den  Charakter  der  All- 
gemeinheit zu  rauben.  Wie  auch  die  Oberfläche  beschaffen  sein  mag, 
auf  welcher  das  sph«1roidische  Dreieck  liegl;  immer  kann  man  den 
Krümmungsmiiasscn  die  folgende  Form  geben: 

WO  n  irgend  einen  passenden  Parameter  der  Oberfläche  bezeichnet,  und 
P»  7,  '  .  V^  7»  ^'   ^us  der  Gleichung  der  Oberfläche  zu  ermilteln  sind. 
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Da  ferner  der  Kngelhalbmesser  willkülirlich  ist,  so  kann  man  in  den 
obigen  Zusalzgliedern  r  =  n  machen.  Führt  man  diese  Substitutionen 
sowohl  im  ersten  Ausdruck  für  dA  des  Art.  23,  wie  in  den  obigen  Zu- 
sat/gh'odem  aus,  und  addirt  die  letzleren,  so  bekommt  man  Tür  die  Re- 
diietion  der  sph^roidischen  Winkel  auf  die  sphärischen  den  Ausdruck 


40n 
40800n* 

A<y 
sieoon^ 

Ar 


2p 


r] 


Ap* 


21«2_8762_i99c2}    +  .-^-"i.  H4io2— 276»— 79c2| 

'  24600n*  <  '• 

2)a2_l99ft2_87r2|    +  ^^^?^,  {Ula^— 79ft2— 27c2j 


4  Ol» 


r-  |w(9— P)  +  ^^'(^— /Oi 


welcher  Ausdruck  auch  immer  bis  auf  Grössen  sechster  Ordnung  richtig 
ist,  und  wobei  bemerkt  werden  kann,  dass  für  alle  Oberflächen,  filr 
welche  p,  9,  r  kleine  Grössen  von  wenigstens  der  ersten  Ordnung 
sind,  die  Glieder  der  zweiten  Columne  wegfallen,  da  sie  in  diesen  Fällen 
von  der  sechsten  oder  einer  höheren  Ordnung  werden. 


25. 

Den  Ausdruck  ftlr  öA  des  vor.  Art.  kann  man  auch  durch  ange- 
messene Bestimmung  der  Grössen  u  und  u  zusammenziehen.  Setzt  man 


u  = 


n  = 


i  +  P 


—  '.y.    |21  a'  —  87fc2  _  1 99r^! 


4  +  f> 


_     '^v    j21ai—  199//^— 87c2{ 

540n'      '  ' 


SO  bekommt  man 


flA  =  —  3 


A 

ion« 

\ip  +  q'+r\ 



Ap' 

72fi* 

»/i2  j.  />*i/ 

A 
420n'    < 

2p+q  +  r\ 

+ 

/\PQ 
360n* 

}2a^+//2^ 

Ap    1 

420ri*    < 
piielliteli.  1 

a2  _  3//2  _  3^.2j 

1  Wiüseiiseli.    XIV. 

* 

Apr 
:t60n* 

22 

^c'-l 


c 


2» 
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Sotzt  n\i\n  hingegen 


u 


u 


4  +  p 


=  Ti5;^-|«9«■'-^836•^-7^c••^' 


=    i^»^-l69a^-'7^*^-^83c»{ 


SO  erhält  man 


öA=-S-^^\'2p  +  q+r\       - 


A 


4«0n«     \^P 


1 


^S^  la^  -  3b-^  -  Sc^l 


AP* 
360fi« 

720fi* 

Apr 
720n* 


7(|2_3fc2_7^2j 


Setzt  man  endlich 


u 


_  2    <  +  P 

135«'' 
13511« 


fi  =  2 


{3ai  +  8A2_  6c2} 


so  ergiebt  sich 


'»^^  =  -  ••*  W  IV  +  7'  +  '•'{  -  fZ    l'*^«"^  +  f'' 


^'li 


Apg 


wo 


F  =  4  —  J,  («2  _  36^  —  3c2) 

ist;  dieser  Ausdruck  iJSsst  in  allen  seinen  Theilen  an  Einfachheit  Nicht^^ 
zu  wünschen  übrig.    Er  ist  sowohl  wie  die  Vorhergehenden  für  jed^ 
überdache  bis  auf  Grössen  sechster  Ordnung  richtig.    Es  giebt  Klasseci 
von  Oberflächen,  für  welche  p,  qy  r,  p\  q\  r  kleine  Grössen  von  we- 
nigstens der  ersten  Ordnung  sind,   für  welche  daher  die  Glieder  der 
zweiten  Columne  wegfallen,   auch  kann  man  die  Einheiten  immer  so 
wählen,  dass  n  =  1   wird;  in  diesen  Fällen  werden  die  zuletzt  ent- 
wickelten Ausdrücke 

u'  =  ^U  \^a^+  8fc'^—  66-^1 
F  =  4  —  a2  +  3h'  +  3r^ 
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so  einfach  wie  man  sie  sich  wünschen  kann. 

Zur  Vollständigkeit  füije  ich  noch  die  durch  die  Dreiecksseiten  aus- 
gerl rückten  Ausdrücke  für  x  und  y  hinzu: 

die  in  der  Anwendung  gebraucht  werden.  Zur  Berechnung  von  q'  und 
r  isind  nemh'ch  u  und  u\  und  zur  Berechnung  von  p  beides  x  und  y 
erfiorderiich,  wie  schon  aus  dem  Vorhergehenden  hervorgeht. 


26. 

Alle  im  Vorhergehenden  für  dA  erhaltenen  Ausdrücke  lassen  sich 

doKch  Vertauschung  der  darin  enthaltenen  Grössen  zur  Erlangung  von 

AK  \ind  dC  anwenden.    Um  dB  zu  erhalten  müssen  allenthalben  a  und  fr, 

so  wie  a  und  ß  oder  p  und  q  mit  einander  vertauscht  werden ,  und  in 

Bezug  auf  dC  sind  a  und  c,  so  wie  a  und  y  oder  p  und  r  mit  einander 

ztt  vertauschen.    Da  die  Krümmungsmaasse  ß^  und  y^  oder  q'  und  r   für 

Äß  und  (JC  wesentlich  andere  Werthe  annehmen  wie  für  rfA,  so  sind 

sie  nach  den  beschriebenen  Verla uschungen  der  Grössen,  von  welchen 

«e  abhängen,  flir  dli  und  dC  besonders,  von  Neuem  zu  berechnen. 

Für  alle  Oberflächen,  für  welche  das  Krümmungsmaass  d  oder  p' 
entweder  völlig ,  oder  doch  mit  hinreichender  Genauigkeit  dem  Schwer- 
punkt entspricht,  bleiben  d  und  p'  von  den  beschriebenen  Vertauschun- 
geo  unberührt,  während  hingegen  für  die  Oberflächen,  in  welchen  die 
Hauptkrümmungshalbmesser  in  den  Winkelpunkten  A,  By  C,  oder  we- 
nigstens in  Einem  oder  zwei  derselben,  so  sehr  verschieden  sind,  dass 
d  nicht  dem  Schwerpunkt  angebörig  betrachtet  werden  kann,  ist  nach 
der  Vertauschung  der  Buchslaben  in  den  betreflenden  Formeln  auch  ä 
neu  zu  berechnen. 

Es  ist  übrigens  nicht  angemessen,  die  eben  beschriebenen  Vertau- 
schungen in  den  Formeln  vorzunehmen,  weit  besser  und  einfacher  ver- 
fährt man,  wenn  man  zur  Erlangung  von  dB  und  dC  die  Bezeichnungen 

22* 
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der  Dreiecksstlickc  mit  einander  verlauscht.  Es  können  hierauf  die 
vorstehenden,  für  (^A  ausdrücklich  entwickelten,  Formeln  selbslver- 
stcindlich  unverändert  auf  die  Erlangung  von  dli  und  dC  angewandt 
werden. 

27. 

Die  Ausdrücke  der  Abhandlung  ftlr  die  Flüche  ^  des  sphSroi- 
dischen  Dreiecks  bleiben  von  den  neuen,  hier  eingeftihrlen,  Krümmungs- 
maassen  unberührt,  wogegen  diese  letzteren  auf  die  Form  des  Ausdrucks 
der  Summe  der  Winkel  Einfluss  äussern.  Man  kann  diesen  Ausdruck 
schon  durch  das  Vorhergehende  erhallen.  Die  Summe  der  Winkel  «les 
sphärischen  Dreiecks  ist  einestheils 

und  anderntheils 

=  i  80«  +   '^,'- 

wenn  ^'  den  Fliicheninhall  des  sphärischen  Dreiecks  bezeichnet.  Aber 
aus  dem  Art  129  der  Abhandlung  folgt,  dass 

A'  =   A   —      ^^     ^a^  -4-  H^  -4-  2r^^ 

ZA     —    ZA  440n=     <"    -t-  zt/    -t-  ^i   , 

itiin-     ^•''^    -t-  -''    -t-  t  , 

Snbstifiiirl  n^m  sowohl  diesen  Ausdruck,  wie  die  aus  dein  Vorlier- 
^oli(»n(l(»n  zu  entnelnnonden  Ausdrücke  für  ()A,  dli.  dC  in  die  Glei- 
cluing 

A  +  It  +  C  =  1S(I"  +  ^   —  {i)A  +  fiß  +  (jq 

so  eri^iobl  sich  der  Ausdruck  für  die  Summe  der  Winkel  des  spbUroi- 
dischen  Dreiecks  durch  die  hier  eingeführten  Krümmungsniaasso  aus- 
g(Mlnickt.  Man  erkennt,  dass  in  (li(\sem  Ausdruck  alle  im  Vorborgohen- 
den  vorkommenden  Krümnuingsmaasse  enthalten  sein  w^erden. 

28. 

Ich  unl(Tlasse  die  Enlwickelimg  des  im  vor.  Art.  angedeuteten 
Ausdrucks  auszuführen,   nicht  nur  weil  jeder,  welcher  ihn  kennen  zu 
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lernen  wUnschl,  sieb  denselben  leicht  entwickeln  kann,  sondern  violnichr 
ticsbalb,  weil  sieb  ein  anderer  Ausdruck  für  die  Summe  dieser  Winkel 
geben  lässt,  welcher  wenigstens  (Ur  das  Revolutionscllipsoid  «uif  einen 
sehr  einfachen  Ausdruck  hinfuhrt.  Um  diesen  zu  erhalten,  nehme  ich 
den  Ausdruck  vor,  welchen  ich  im  Art  122  der  Abhandlung  abgeleitet 
habe,  nemlich 

+  ^  j&i  _  3/»^  +  7M'  -  3A''} 
_  A«/'  1^2  _  2hi  -h  Hill  —  ih'-'l 

_  /\.  JA  lii  +  ;/  k  {h  +  A')  +  A"  [h'  —  hh  +  /*■•■');  *) 

—  W  1**/' ^'  ■•-  ' 2/»'A2(Ah.A')  +  Gfi'k  (.JA-*  —  Uh'+  ;J//'^) 

4.  f^"  (7/,:«  _  .'{/*••!/,'_  ;{/,/,,'2  +  7/t'«)| 

Aber  iiu  Art.  20  fanden  wir,  dass 

A  k'  -k-X'k  (/*  -I-  A')  -I-  A"  (A^  —  ÄÄ'+  A  ■^)  = 

—  S  /'fc'  —  g  /''/''(A  +  '0  -  Ä  /'"/••  ;:7A-'  -  Khli-k-th') 
_  ,.^  „'"(.SA»—  ;jAiA'—  :{AA"^  +  8A •')  +  3  C  —  i  /) 

Die  Subsliliilion  des  Werths  der  linken  Seile  dieser  Gleichung  giebt  so- 
i^leicb 

_  A«f  (fei  _  2Ai  +  7ÄA'—  4A'^| 
_  ^«I  (fe-i  _  4/,,2  +  7/,/,'_  2A'2{ 

+  ,581,  J2/*A'  +  li/tk'  [h  +  h)  —  :V'"fe  (/*'  —  ihh-h  h'') 

in 


—  fi  (2A»  —  M%'—  Uf,:^  +  2A'^) 


'^:   Dun-b  Schreib-  odor  Druckfehler  steht  in  der  Abhandlung  -hhh'  statt  —hh'  im  Coeffi- 
cienten  von  l". 
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13^ 


oder  nachdem  6'  und  D  durch  die  im  Vorhergehenden  dafür  gegebenen 
Ausdrücke  entfernt  worden  sind, 

A  +  B-t-C=  180«  -»-  ^^    \a  +  ß  +  y  +  9d\ 

_  ^  }fc« _  2A*  +  2AA'  +  /*'»  i 
_  '^r  az+  /,^^.  2A/«'—  2/t'»{ 

Fiihrl  man  endlich  auch  die  Dreieckssoitcn,  und  die  durch  die  Tolgenden 
Gleichungen  bestimmten  Functionen 

M    =  fi  sin  *Ä  +  3//  sin^ß  cosß  +  3/i"  sin//  cos^Ä  +  ft"  vos^B 
M'  =  ft'  sin^ß  +  2fi'  sin  li  cos//  +  // "  cos*  B 
M"  =  fi"  sin  //  +  // "  cos  B 

mg  tu  III 

ein,  in  deren  Ausdrücken  B  den  der  Seile  b  gegenüber  liegenden  Drei- 
eckswinkel bezeichnet,  so  ergiebt  sich  nach  einer  leicht  auszuführenden 
lleduction : 

A  +  B  +  C  =  1 8(r  +  ^    \u  +  ^i  +  y^-  \)fi\ 

_  ^1  s^ia'i  —  b^  —  c^\ 


a^O     ' 


540     ^'*  •''^     ^  ^     ^ 

'^^'il'    i/i2  -I-  hl  _   2/.2J 


1080 


welcher  Ausdruck  auch  bis  auf  Grössen  sechsler  Ordnung  richtig  ist, 
und  bei  welchem  ich  hier  stehen  bleiben  werde,  da  er  in  seiner  Anwen- 
dung auf  das  Revolulionsollipsoid  auf  sehr  einfache  und  genaue  Aus- 
drücke führt. 
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§3.    Anwendung  der  vorhergehenden  Theorie  auf  das 

Revoiutionsellipsoid. 

29 

Die  Krümm ungsmaasse  des  Revolulionselh'psoids  sind  Functionen 
der  reducirten  Breiten  der  betreffenden  Punkte  der  Oberfläche,  da  aber 
die  weiter  unten  folgenden  Formeln  einfacher  werden,  wenn  man  darin 
die  Ergänzungen  der  reducirten  Breiten  zu  90®  einfuhrt,  so  sollen  diese 

hier  sogleich  angewandt,  und  mit  a,  ß,  etc.  bezeichnet  werden.  Es 
wird  nun  zufolge  des  Art.  135  der  Abhandlung  bis  auf  Grössen  sechster 
Ordnung  irgend  ein  KrUmmungsmaass,  z.  B.  «,  durch  den  folgenden 
Ausdruck  gegeben  : 

a  =  ^  ji  —  (e2-|.,i  c»)  cos2ä  +  ^  e^(3cos*^2«  — 1)} 

wenn  n  die  grosse  Halbachse  des  Ellipsoids  und  e  die  Excentricität  des- 
selben bezeichnen.  Die  oben  im  Art.  24  eingeftihrten  Functionen  p,  q,  etc. 
bekommen  daher  die  folgenden  Ausdrücke : 

p  =  —  {e^  +  ^e^)  cos  2«  +  ^  e»(3cos*^  2ä— 1)} 
rjf  =  —  (c2-f-  Je«)  cos2/?  +  i6'*(3cos^2/?— 1)} 
etc.  etc. 

und  der  vorletzte  Ausdruck  für  dA  des  Art.  25  wird,  wenn  man 

F  =  4  —   J,  (ai  —  U^  —  3ci) 
setzt,  sofort 

r)4  =  3    ^^'l^J'^^-  |2  cos  2()  +  cos  2^^  +  cos  2yJ 

+  "  TsiJit -■  -  1'^  12  cos  2«  +  cos  2/y  +  cos  2yj 
^^.     (9(2  cos*^2d  +  cos22/^,+  cos'^2yj 


i60n*    |+(2cos-^2«+  cos22/?+  cos2  2yJ  —  V 
welcher  Ausdruck  bis  auf  Grössen  achter  Ordnung  richtig  ist. 

Da  hier  p,  «/ ,  etc.  kleine  Grössen  zweiter  Ordnung  sind,  so  fallen 
die  a.  a    0.  mit  p^  pq^  P^  multiplicirten  Glieder  weg,  und  da  in  jedem 
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Punkt  dos  Rcvolutionsellipsoids  die  Ilauptkrüniiiiungshalbniesser  wenig- 
stens nur  uiu  eine  Grösse  zweiter  Ordnung  von  einander  verschieden 

sind,  so  bezieht  sich  hier  d  auf  die  normale  Projection  des  Schwer- 
punkts des  Dreiecks,  und  bleibt  daher  bei  der  Anwendung  des  vor- 
stehenden Ausdrucks  auf  die  Berechnung  von  dB  und  dC  unverändert. 

Ich  mache  ausserdem  darauf  aufmerksam,  dass  wenn  man  die 
Dreiecksfliiche  A  »^  Secunden,  und  die  Quadrate  der  Dreiecksseiten  in 
Theilen  des  Kreisradius  ausdrucke  n  =  1  gesetzt  werden  muss.  Der 
obige  Ausdruck  wird  nach  Einführung  dieser  Bedingungen 

F  =  4  —  a^  +  3  [h'  -h  c2) 

dA  =  3    A^^'+l^*^    u>  cos  äcV  -h  cos  2/^,  +  cos  2/j 


,^^,    j9  (2  C()s'^2r) -h  cos'-2/y,+ c()s^2yj  j 

~     ^^"     |+(2cos22ä  -I-  cos'^2/^  -4-  cos*^2y)  —  y| 

und  giebt  ohne  Weiteres  AA  in  Secunden  ausgedrückt.  Slalt  ^  kann 
man  immiM-  ohne  Bedenken  die  Flüche  ^'  des  sphiüischen  Dreiecks  an- 
wenden, und  diese  inuiior,  wenn  sie  nicht  ohnehin  bi^kannt  isl,  durch 
den  strengen  Ausdruck 

wo  N  =  2  (a-i-6  +  r)  ist.  mit  I^richligkeit  und  (lenauigkeit  berechnen. 
(S.  Geod.  Um.  Art.  81.) 


30. 

Fiii    <he  Sunun(^  der  Wink(»l  des  sphinoidischen  Dn^ecks  auf  cl(»m 
RcivoUitionscillipsoi«!  hrauch(»n  wir  unter  andern  die  Aus(h'ucke 

3/    =  —  1()  c'  sin  «  cos  «  cos  x 

M'  =  —  ^3^'  e-  sin  a  cos«  Jcos  ij  +  li)  +  2  cos  x  eos  ßj 
M"  =  —   V*  r-  sin  fi  cosfi  }cos  ;f  +  2  cos  //  cos  (;f +  JK)| 
M"  =  —  16  t?-  sin  fc  cos  n  cos  (;f  +  7?) 
(he  man  nebst  den  folgenden  Hülfsgleicliungen 
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"iac  cos  B  =i  a^  —  h'^  +  c^ 
a  sin  B  =  b  sin  A 
a  cos  B  :=  c  —  b  cos  A 
(i  cos  {x  +  B)  =  c  cos  ;f  —  6  cos  % 

wo  /  =  ;t  —  ^  '-"^l^  in)  Art.  1 35  der  Abliaiulluni^  vorfindet.  Die  Sub- 
stitution dieser  Ausdrücke  in  den  letzten  Ausdruck  des  Arl.  28  giebt 
hierauf,  wenn  man  forlßihrt  li  =  1  zu  setzen, 

,i  -|..Ä  +  C'=  180"  -f 


—  '^  ^^  ^"^  *  ^*^  j cos  2  «  +  cos  2  /^  +  cos  2  /  +  1)  cos  2  fi  \ 
-*-  ^r  !cos-^2i«-4-cos-^2/V  +  cos^2;'  +  9cos^2rf— 4| 
+   J/J  1 2  d'  —  b'  —  c'\  (X)s  2  f ^ 

_  ..A^J.  |rti  +  //i  _  2  6^'^>  cos  2  y 


.>    Ae« 


2  -- „-  } (a^  —  2 //-  +  r-)  c  cos x  +  ('*"  +  ^'  —  2 c^)  b  cos x  \  sin  <<  cos  a 

auch  bis  auf  Grössen  achter  Ordnung  rirlilii:;.  Zu  bemerken  isl ,  dass 
hier  x  ""^'  ^'  ^'^  Azimulhe  der  DreiccksscMlen  c  und  b  im  Dreiecks- 
piinkt  ^  sind. 


31 . 

Wendet  man  die  im  Arl.  27  enllialtene  Kelalion  zwischen  der  Flüche 
des  sphäroidischen  und  der  des  sphürischcni  Dn»iecks  auf  das  Revohi- 
lionselh'psoid  an,  so  ertj;iebt  sich 

-  ^   |2^'-  c^l  cos  2;/ 
wo 


\ 
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ist,  und  die  Anwendung  dieser  Gleichung  auf  die  des  vor.  Art.  gicbt 

dA  +  dR  +  dC  =^    ^ """^^ '*'  { cos 2 «  +  cos 2 /?  +  cos 2 y -i-  9cos2d» 

—  41^  jcos22ä  +  cos22^+  cos»2j'+ 9cos»2rf— 4j 
+  -4^{4,'_3a''}  cos 2a 

+  A.^-j4«'_3c-Vos2y 

—  ^Tal"  K*' — 3ft*^)6'cosx  +  («' — *Äc*}b cos x\  sin«  cos« 

welcher  Ausdruck  denselben  Grad  der  Genauigkeit  besitzt,  als  der  des 
vor.  Art. 


32. 

Wenn  man  will  kann  man,  wie  ich  früher  gezeigt  habe,  aus  diesen 
Ausdrücken  die  A/imulhe  mit  Leichtigkeit  eliminiren.  Da  sie  hier  nur 
im  Gliede  höchsl(»r  Ordnunij;  vorkommen,  so  reichen  die  folgenden  Glei- 
chungen dazu  aus: 

c  cos  X  sin  /<  =  cos  a  —  cos  (i 
h  cos  X  ^\\\u  =  ('OS  u  —  cos  Y 


und  di(^  Eliminalion  giebl  das  Iclzlo  Glied  der  Ausdrücke  des  vorvor. 
Art.  = 

2  ^f^    I (3 d'  —  s)  cos *^ a  +  (:i b'  —  .v') cos «  cos (i '\- {\\ c'  —  s) cos u  cos /j 

Da  aJHM-  die  Dreiecksseiten  als  kh^iue  Grössen  der  ersten  Ordnuni;  bc- 
I rächtet  werden,  so  sind  die  Unterschiede 

cos  f(  —  cos  ß     ,      cos  a  —  cos  y 

g(»wiss  auch  kleine  Grössen  von  wenigstens  der  ersten  Ordnung,  stellen 
wir  daher  die  Function 

P  (cos  u  —  cos  ßf  +  Q  (cos  u  —  cos  yf^ 


^•)]  KfclDUCTION  DER    VViNKEL  BINE8  SPIIAROIDISCHKN  DREIECKS.  Vi\ 

auf,  SO  ist  diese  gewiss  mindestens  von  der  [tn  +  i)^''  Ordnung,  wenn 
P  und  Q  von  der  m*®°  Ordnung  sind.    Seien 

so  können  wir  dem  Vorhergehenden  zufolge  setzen : 

0  =  —  i  {3d^  —  s)  coshc  +  i  (:J6'^  — *•')  cosV  +  i  (Sc^  — «')  cos  V 
—  (36*^  —  »)cosa  cosff  —  {3c^  —  8)cosa  cosy 

Zwar  ist  diese  Function  nicht  strenge  gleich  Null,  sondern  gleich  einer 
Grösse  von  mindestens  der  vierten  Ordnung,  sie  wird  also,  wenn  sie 
mit  A<^  multiplicirt  wird,  zu  einer  Grösse  von  un'ndestens  der  achten 
Ordnung,  und  zählt  daher  zu  den  Grössen,  die  hier  überhaupt  übergangen 
werden. 

Addirt  man  nun  die  eben  erhaltene  Gleichung  zu  der  innerhalb  der 
Klammern  befindlichen  Function  des  vorstehenden  Ausdrucks  des  letzten 
Gliedes  in  A  +  B  +  C,  so  wird  dieses  letzte  Glied  = 

j^l  {(3a2  —  «')  cos^a  +  (3//^  —  s)  cosV  +  (3c'  —  s)  cosVj 

_  _A^  {(3a2  —  »')  cos  2«  +  (36*^  —  s)  cos2/y  +  {3c^  —  s)  cos2y{ 

und  der  ganze  Ausdruck  für  die  Sunmie  der  Winkel  ninmit  die  folgende 
Form  an: 

A^B'hC=  180« -I 

—   ^>'^"|;i^*^   Icos  2r«  +  COS  2/?  +  cos  2y  +  9  cos  'id\ 

+  41"  |cos''^27<  -h  cos -^2^  +  cos'^2y  +  9cos*^2d—  4| 

+  ^\3c'-s\cos2y 
Aus  diesem  Ausdruck  erhält  man  auf  dieselbe  Weise  wie  im  vor.  Art. 
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,V,t  +  ,)H  +  dC  =  A=?:+J«*'  jcos2«  +  cos2/if  +  cos 2y  +  9  cosiÄ» 

—  ^  j  cos'^  2  «  +  cos2  2  /?  +  cos2  iy-i-9  cos"^  2  d  —  4  J 

+  ^^rl««'-»^"Vos2/y 

Alle  diese  Ausdrücke  sind  bis  auf  Grössen  aditer  ()i'dnun£;  riclilii;.  die 
letzten  sind  überdies  syuinnetrisch. 

Ich  bemerke  hiezu,  dass  hier,  gleich  wie  in  allen  vorhergehenden 
Ausdrücken  unbedenklich  A'  stütt  ^  gesetzt  werden  darf,  da  der  Unter- 
schied zwischen  diesen  beiden  Fhichen  immer  sehr  klein  ist. 

Diese  Ausdrücke  für  die  Summe  dA  +  dB  +  dC  sind  in  der  An- 
wendung zur  Conlrole  von  Nutzen,  nachdem  die  Werihe  von  AA,  dB, 
()(],  jeder  ftlr  sich  berechnet  worden  sind. 

3;i. 

Die  HMlucirlen  Breileii,  also  auch  ihre  Krgimzungen  zu  90".  rr.  ^V.  y, 
die  den  Eckpunklen  A,  li,  11  des  Dreiecks  ang(»lu)ren,  werden  hi(>r  als 

i;(\i;elMMie  (in)ss(M)  betrachlel,  aus  W(»lchen  [^^.  ;'  ,  d  zu  berechnen  sind. 
H(^lraclilen  wir  zurrst  ein  sphluisches  Dreieck,  und  dess(Mi  Bezic^lmngen 
zu  (iinom,  auf  der  ObeilUiche  der  Kugel,  als  Pol  Ix^trachlelen  PunkL 

r 

k 


.  \\ 


/  i  V 


/ 

/ 


/ 


// 


■I, 

X' 


(•^]  Rrduction  der  Winkel  eines  spiiÄitoiDisciiEN  Dreikcks.  IMV.i 

In  der  vorstehenden  Figur  sei  P  der  Pol  und  ABC  das  Dreieck, 
lim  welches  es  sich  handelt.  Die  B{)gen  PA,  PD,  PH,  etc.  sind  also 
die  Polardistanzen  der  Punkte  A,  D,  B,  elc,  die  Bedeutung  der  mit 
«',  «",  a  ,  etc.  bezeichneten  Azimuthe  ist  auch  ohne  Weiteres  aus  der 
Figur  ersichtlich.  Diese  Bezeichnung  der  Azimuthe  ist  dieselbe,  die  ich 
im  Art.  76  der  Abhandlung  angewandt  habe,  und  in  derselben  Bezeich- 
nung würden  PA,  PB,  PC  bez.  90«  —  /?,  90«  —  /?',  90«  —  /?",  sowie 
nC,  AC,  AB  bez.  a,  o',  o"  zu  benennen  sein.  Hier  will  ich  indess 
fitr  einen  Augenblick 

PA  =  u  ,  PO  =  r,  .      PB  =  ß 

AD  =  //  ,  DB  =  r   ,  PDB  =  w  ,   AB=  c 

setzen,  worauf  die  sphärische  Trigonometrie 

cos  «  =  cos  y^  cos  fi  —  sin  y^  sin  //  cos  w 
cos  /?  =  cos  y^  cos  V  +  sin  y^  sin  v  cos  w 

giebt.    Wegen  c  =  fi  +  v  folgt  hieraus 

""  cos  n  sin  r  +  cos  Ä  sin  li 

COS  y  =  .      -       ^ 

''  sine 

Dieser  Ausdruck  verliert  mehr  und  mehr  seine  Anwendbarkeil ,  so  wie 

sich  der  Punkt  /)  dem  Pole  nähert,  und  also  der  Bogen  y^  klein  wird, 
allein  man  kann  ihn  auf  bekannte  Art  so  umformen ,  dass  er  in  allen 
Fällen  brauchbar  wird.    Man  findet  aus  demselben 


*  ' '  ^  Sin  r 


lind 


*  ' '  r  sin  c 


sin  c 

aus  welchen  man 


l„  I  "     l/  sin  i  («+/i)  sin  J  («—/*)  sin  v  +  sin  4  (/?+r)  sin  ^  (/?— r)  sin^ 

'  '     cos  I  («+//)  cos-J  («  — m)  sin  i-  +  <'os  J  {fi-^-y)  cos|  (/9  — r)  sin^w 


erhält ;    der  erste  oder  der  zweite  dieser  drei  Ausdrücke   wird  immer 
hinreichende  Genauigkeit  gewähren. 
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34. 

Die  Ausdrucke  des  vor.  Art.  zur  Erlangung  von  y^  sind  von  de^  -^ 
Azimuthen  an  den  Dreiecksecken  unabhängig,  allein  man  kann  sie  auc^ü^l 
von  diesen  abhängig  machen,  und  dadurch  vereinfachen.  Das  Dreieci::^:^ 
APD  der  Figur  des  vor.  Art.  giebt  sogleich 

cos  y^  =:  cos  a  cos  fi  —  sin  a  sin  fi  cos  a 
oder  nach  bekannter  Umformung 

;in  J-  y,  =  r  sin 2  I  (a  —  fi)  +  sin  /i  sin  a  cos^  J  a 


sm 


oder 


cos  J  y=  y  cos  ^  J  {a  +  fi)  +  sin  /i  sin  «  sin  ^  l  a 


oder 


,     1  "~  _  1/  sin  •  ^  («—^)  +  sin  /i  sin  «  cos'i «" 
'  '     cos'l  (i(4-^)  4- sin  ju  sin  (IT  sin  '  I  a" 


Auf  dieselbe  Weise  kann  man  auch  den  Punkt  D  statt  A  zuziehen.    IV*  s^» 
erhält  damit 


sin  1  y,  =  V  sin  ^  J  (/*  —  i')  +  sin  v  sin  /?  cos^  i  «/ 
(U)s|y^  =  K  cos^  J  0?+^)  +  «in  ^  si"/^  sin'^4  a" 


^  ^  '  '  '      cos*i  (/?+!')  +  sini/sln/Jsiii'irt/' 

Diese  Ausdrücke  sind  einfacher  wie  die  des  vor.  All. 


35. 

Betrachten  wir  nun  auf  dem  Revolutionsellipsoid  ausser  dem  Pol  P 
irgend  zwei  beliebige  Punkte  A  und  ß,  die  durch  eine  geodätische  Linie 
mit  einander  verbunden  sind.  Im  ersten  Abschnitt  der  Abhandlung  ist 
bewiesen  worden,  dass  im  ellipsoidischen  Dreieck  APD  die  Relationen 
der  sphärischen  Trigonometrie  statt  finden,  wenn  man  unter  den  Seiten 
AP  und  BP  die  Ergänzungen  der  reducirten  Breiten  zu  90^  und  unler 
den  Winkeln  an  A  und  D  die  ellipsoidischen,  oder  geodätischen  Azi- 
mulhe  der  Endpunkte  der  Linie  Alt,  bez.  ihre  Ergänzungen  zu  180", 
oder  ihre  Ueberschilsso  (iber  180"  versteht.     Für  Aft  selbst  muss  die 


*"]  ItEDrnxiON  m;ii  Winkel  rinks  spii.tHomi.snmN  DuKiKCks.  liSli 

reducirte  geodätische  Linie,  d.  i.  die  Linie  subslituirt  werden,  die  ich 
a.  a.  0.  mit  x  oder  tp" —  (p'  bezeichnet  habe. 

Wenn  man  nur  das  Quadrat  der  Excentricitilt  berücksichtigt,  wo- 
mit man  hier  vollständig  ausreicht,  so  lässt  sich  der  Ausdruck  des  Art.  1 3 
iler  Abhandlung  für  <f"  leicht  in  den  folgenden  umformen: 

X  =  <J  +  i  e'-a  \\  —  cosfc  cos  A'  —  sin  fc  sin  k'  cos  (/  — 1')\ 

in  welchem  a  tlbcrhaupt  eine  gcodtitisehe  Linie,  k  und  k'  die  Ergänzun- 
gen zu  90"  der  reducirten  Breiten  ihrer  Endpunkte,  und  /  iind  /'  die  A/i- 
mulhe  an  diesen  Endpunkten  bedeuten.  Man  kann  diesen  Ausdruck 
leicht  in  den  folgenden  umwandeln: 

X=  a  +  i  e^ojsin^j  {k-t-k')  —  sin  fc  sin  fc'  cosH(/— Oi 
iß  welcher  Form  er  um  deswillen  zur  Anwendung  geeigneter  ist  als  der 
vorhergehende,  weil  man  in  vielen  Fallen  das  letzte  Glied  desselben 
übergehen  kann.  Wenn  nemüch  die  betreffende  geodätische  Linie  dem 
Pole  nicht  allzu  nahe  liegt,  so  wird  i  [l  —  t')  nahe  =  90"  oder  =  270", 
und  der  Cosinus  dieses  liogens  also  sehr  klein ;  dasselbe  Glied  wird 
tiberdieg  in  der  Nilhc  des  Poles  dadurch  verkleinert,  dass  sin  fc  und  sink' 
dort  klein  sind.  Oflmals  kann  man  in  Bezug  auf  die  gegenwartige  Auf- 
gabe diese  ganxe  Reductinn  übergehen  und  ;f  ^  o  setzen,  jedenfalls 
kann  man  in  dem  Wcrlhe  derselben  eine  Anzahl  Secunden,  und  manch- 
mal eine  Minute  und  mehr,  vorgeben. 

Ich  fUge  noch  hinzu,  dass  wenn  die  geodätische  Linie  ein  Meridian- 
bogen ist,  strenge 

wird  (s.  Abhandig.  Art.  34),  wo  vou  dem  doppolten  Zeichen  da.sjenige 
zu  wählen  ist.  welciies  x  positiv  macht. 


30. 

Bei  der  Anwendung  des  Vorhergehenden  auf  unsere  Aufgabe  sollen 
wieder  die  Dreieckssciten  wie  fillher  mit  a,  b,  c.  und  die  reducirten 
Seilen,  oder  die  betreffenden  Werlhe  von  %  mit  o',  h',  c  bezeichnet  wor- 
den. Die  Ergänzungen  der  reducirten  Breiten  zu  90<*  sollen  wieder 
«,  ß.  etc.  heissen,  und  iHe  Azimulhe  die  Bezeichnung  bekommen,  die 
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ihnen  in  der  Figur  des  Art,  33  gegeben  worden  ist.  Dieses  vorausgesotass^t, 
findet  man  nun  sogleich  aus  dem  vor.  Art. 

a  =s  a  +  ie^a  jsin^  J(|^  +  y)  —  sin  ß  sin  y  cos^^(«  — nj\ 

b'  =  b  +  }  c^ftjsin^^^  («+y)  —  sin«  siny  cos^J  (a^' — a')\ 

c  z=:  c  +  ie^c\s\n^l{a  +  (i)  —  sin«  sin/¥  cos^  J  («" — a)\ 

Strenge  genommen  müssten  die  Theihmgspunkte  der  Dreiecksseiten,  ^^die 
oben  eingeführt  worden  sind,  jeder  für  sich,  eben  so  behandelt  werd^^n, 
allein  die  Reductionen  der  Bögen  oder  Seitentheile,  die  ihnen  angehör^Hen, 
sind  den  Reductionen  der  ganzen  Dreiecksseiten  so  nahe  proportiocr— lal, 
dass  der  Unterschied  davon  gar  nicht  beachtet  zu  werden  verdient. 

Ich  nehme  hier  an,  dass  sowohl  a,  b,  c  wie  a\  b\  c  in  Secund      ^n, 
oder  überhaupt  in  Bogentheilen  ausgedrückt  werden. 

37. 

Gehen  wir  zur  Berechnung  der  Krgiinzungen  der  reducirten  B  »-ei- 
len ohne  Anwendung  der  Azimuthe  über,  so  sind  zuerst  die  Werlhe     der 
Producle  cu  und  fcV  zu  berechnen.    Da  die  letzlen  der  im  Art.  25  enlial- 
lenen  Werlhe  von  u  und  u  diejenigen  sind,  die  hier  angewandt  wer^lcn 
müssen,  und  darin  p  übergangen  werden  darf,  so  bekommt  man  sogl^^ich 

l>u  =  ^  ä3a2  +  {h^  +  c^  +  7(//^  — c^)} 

in  welche  nicm'auch  h  und  (•  slatl  b'  und  c  setzen  darf.  Ks  wird  t »  ^^"^^ 
gleichwie  im  Folgenden,  vorausgesetzt,  d:iss  a^  ft^.  c^  in  Theilen  ^'^^ 
Kreisradius  ausgedrückt  werden.     Setzt  man  hierauf 

fi  =  l{c  +  cu)    ,    V  =  c  —  /i 
fi  =  J  {b'+b'u)  ,    V  =  b'  —  (i 

so  erholt  man  y,  *»"*'  ß,  ^us  den  folgenden  Gleichungen 

^         l/ sin  J  («+//)  sin  i  («—/ij  siin'  + sin  J  (/?+i')  sin  i  (^—r)  sin /u 

Sl"  'Z   r,  —  V  '  sine' 

^  "      1 /sin  J(«+ii')  sin^(«—//)sinr'+ sin  J{)'+»')  sin  Ji'j'—i')  sin/i' 

^\n  .^  p^    —  y  sine' 

Um  fV  zu  erhallen  sind  zuerst 
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.    v    =  ^(fl'+fl'x)  =   fl'— ;/ 

Iphi  hierauf  die  Ergänzung  der  reducirlen  Breite 
i  Arl.  33  mit  >^,   und  die  Linie  Af  mit  X  be- 
ll*), ergeben  sich 


^~"""l«A(i'-K 

sin 

"  +  sin  i  (>■  +  *";  sin  i  (y  -  O  iin  «" 

w 

■Js'+Klsinilc'-,*' 

"i" 

"+  slD  i  '6'+  O  sin  i  [6'-  v"i  sin  |«" 

I  man  hierauf 


:i(J-),j) 


^y= 


i4(n  +  ^"')ami(K- 


♦•sln|  [ij  +  O  slnj  ]i|-*' 


t  alle  KrUmmungsmaasse  gegeben  sind ,  welche  die  Berechnung 
(äA  erfordert.  Für  SR  und  tfC  kommen  noch  die  hinzu,  die  an  die 
B  von  Y^  und  ^_  durch  Vertauschung  der  Bezeichnung  der  Dreieclis- 
B  treten,  und  durch  die  obigen  unveränderten  Ausdrücke  filr  y^  und 
Wlten  werden. 


% 


38. 
Will  man  das  Verfahren  des  vor.  Art,  nicht  anwenden,    sondern 
dessen  dasjenige,  welches  im  Arl.  34  im  Aligemeinen  dargestellt 
wurde,  so  ist  wie  folgt  zu  verfahren. 

Die  Hulfs^rössen  fi.  /a,',  /t",  fi"  und  v.  v\  v,  v"  bleiben  diesel- 
ben wie  im  vor.  Art.,  aber  es  werden  hier  entweder  nur  die  ersten  vier. 
oder  die  zweiten  vier  derselben  gebraucht.  Man  bekommt  jetzt  y,  und 
ß  eolweder  durch  die  folgenden  Gleichungen 


*]  teil  bemerke,  dass  diel 

Laage  der  kUrzesIen  Linie  ist, 

lUbaadl.  i.  K.  8.  Gciellieh. 


,  i  gern 


nnle,  Linie  suf  dem  Revolution  sei  lipsold  die  reduclrle 

t.  <S  nuch  mit  1  bezeichnet  wurde. 

b.  XIV.  23 


1 
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sm 


in  4^y^  =  |/sin24^(a  —  fi)  +  sin^  sin«  cos^i^a 
sin  4^/?^  =T/sin2f  (a  —  ^')  +  sin^' sin«  cos^^-a 


oder  durch  die  folgenden 


sin  4^/,  =  l/sin24-(/? —  y)  +  sin  v  sin  /¥  cos^^a/ 


sin  4-/?^  =  |/sin^^(y  —  i'')  +  sin  v  sin  y  cos^^a^' 

je  nachdem  man  die  fi  oder  die  v  anwenden  will,  weiches  in  der  Regel 
gleichgültig  ist.  Es  können  Fälle  eintreten,  wo  es  vonheilhafter  ist,  statt 
der  vorhergehenden  die  folgenden  Gleichungen  anzuwenden.  Entwedei 


coStJ-/^  =|/cos^|-(a  +  |M)  +  sin/i  sina  sin  ^4"« 


oder 


cosf/*^  =zl/ c()S^i-{a+fi)  +  sin^'sina  sin^^-a 

cos4^y^  ^^y  cos^i-(ß+v)  +  sinv  sin /?  sin^^-«" 

cos-f /S^  =  1/ cos24-(y +  9^')  +  sin  v  sin  y  sin^^-  a^' 

Es  folgt  unter  andern  aus  diesen  Gleichungen: 

Wenn  n  =:  0,  oder  =  1 80^  so  ist  y,  =  cc  +  in 
»  u  =0,  »  =  1 80®,  »  ß ^  ^  a  +  fi 
D  «"=0,  »  =180^  »  y^=^ß±p 
»      a\=  0,      »     =  180^       »      ß,=  r±^' 

Das  Kl  ümmungsmaass  d  kann  jetzt  auf  vier  verschiedene  Arten  berech- 
net werden,  von  welchen  ich  aber  nur  zwei  hier  angeben  werde. 

Entweder,  man  rechne  p  und  q  aus  den  folgenden  Gleichungen 

cos  p  sin  9  =  sin  /n"  cos  (a^  —  a") 

cos  p  cos  q  ^  cos  /n" 

sin  p  =  sin  ^"  sin  (a  —  a/) 

und  hierauf  A,  oder  den  Bogen  AF,  und  w,  oder  den  Winkel  FAß  der 
Figur  des  Art.  33  aus  den  folgenden 
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sio  A  sin  w  =s  sinp 

sin  A  cos  w  =  cos  p  sin  {c  —  q) 

cos  A  =  cos  p  cos  (c  —  q) 

statt  welcher  man  auch,  wenn  das  Dreieck  nicht  zu  gross  ist,  die  fol- 
^eoden 

A  sin  (w  -h  J-  («,  —  «,"))  =  {c  +  /ü")  sin  -|-  («^  —  a") 
A  cos  (!/» +  i  («  —  f^ j)  =  (t '—  //')  (^os  -J  (a  —  «;') 

anwenden  kann;  hierauf  wird 

sin  I  cV  =  1/  sin^f  (a — ^"')  +  sin  i/"'  sin  «  cos^^^  («" — a;) 
ocl^r  geeigneten  Falles 

cos  l^ö  ^1/  cos^i(^^+/r}  +  sin  fi"  sin  a  sin^4^  («" — u;) 

Od^r,  man  rechne  p  und  q'  aus  den  folgenden 

cos/)'  sin  q  =  sin  /  cos  (a  ' — «j 

cos  p  cos  9'  =  cos  / 

sin  p  =  sin  v"  sin  («/—  «J 

und  A  und  u^',  oder  den  Winkel  FA  C  der  Figur,  aus  den  folgenden 

sin  A  sin  w  =  sin  />' 

sin  A  cos  w'  =  cos/}'  sin  (6' —  ^') 

cosA  =  cos/)' cos  (6' — qf') 

statt  welcher  man,  wenn  das  Dreieck  nicht  zu  gross  ist,  die  folgenden 

A  sin  (ir +  ■*-(«;— «J)  =  (6'+/)  sin  +  (a;— aj 
Acos(!i;'+4-(a;— «Jj  =  C'— O  cosi-(a;— aj 

anwenden  kann ;  hierauf  wird 


sin  4^  1^  =  1/  sin 2 4-  (a — fi*')  +  sin  fi"  sin  a  cos^^  («' +u;') 
oder  geeigneten  Falles 

cos-i-i^  =s  l/cos*4^(a+^'")+ sin^*"sinasin24-(a'+w) 

Aus  den  beiderseitigen  Ausdrücken  für  d  geht  hervor,  dass  immer 


a  —  w  SS  a  +  w 


23 


« 
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sein  muss,  und  dieses  folgt  auch  schon  aus  der  Figur,  indem  beide 
die  Ergänzung  zu  180^  des  Winkels  FAP  bezeichnen.  Wenn  man 
a  —  fi;  =  0 ,  oder  =  1 80^  findet,  so  ist  dieses  das  Zeichen,  dass  der 

Bogen  AF  oder  d  ein  Meridianhogen  ist,  und  in  diesem  Falle  wird 

wo  das  obere  Zeichen  zu  a — w  =  0.  und  das  untere  zu  a — irs=  180^ 
gehört. 

Diese  Ausdrücke  sind  kürzer  als  die  des  vor.  Art.  Der  dort  vor- 
kommende Bogen  t]  wird  hier  nicht  gebraucht,  wogegen  aber  die  Azi- 
muthe  eintreten,  die  man  gemeiniglich,  wenigstens  mit  der  hier  erforder- 
lichen, geringen  Genauigkeit  kennt.  Sollte  man  die  Azimuthe  gar  nicht 
kennen,  so  muss  man  die  Ausdrücke  des  vor.  Art.  anwenden. 

Ich  lasse  schliesslich  nicht  unerwähnt,  dass  man  die  obigen  zwei- 
gliedrigen Formeln  durch  Einfuhrung  eines  Hüifswinkels  auf  bekannte 
Weise  zusammenziehen  kann. 

§  4.    Berechnung  von  Beispielen. 

39. 

Mit  dem  Vorhergehenden  ist  die  Theorie,  die  ich  in  diesem  Supple- 
ment zu  entwickeln  beahsichtii^'te.  dargelegt,  und  ich  könnte  daher,  wie 
es  oftmals  geschieht,  hier  schliessen,  allein  es  ist  noch  eine  wichtige 
Frage  zu  erörtern,  die  ich  nicht  meine  übergehen,  oder  mit  nichtssagen- 
den Worten  abferii.^en  zu  dürfen.  Es  ist  dieses  die  Frage,  welche  Ge- 
nauigkeit die  hier  ftlr  das  Revolutionsellipsoid  entwickelte  Formel  ge- 
währt, und  die  Vergleichung  dieser  Genauigkeit  mit  der  Genauigkeit,  die 
andere  vorhandene  und  angepriesene  Formeln  gewähren.  Schon  in  der 
oft  angezogenen  Abhandlung  habe  ich  in  Bezug  auf  die  dort  entwickel- 
ten Formeln  eine  solche  Untersuchung  ausgeführt,  und  werde  in  Bezug 
auf  die  hier  entwickelte  Formel  diese  auch  vornehmen.  Ich  werde  die 
Probedreiecke  der  Abhandlung  vornehmen,  sie  um  einige  vermehren, 
und  die  strengen  Resultate,  die  sie  darbieten,  sowohl  mit  den  Resultaten 
der  hier  entwickelten  Formel,  wie  mit  der,  die  Weingarten  angepriesen 
hat,  vergleichen.  Diese  Probedreiecke,  die  ftlr  die  Abhandlung  mit  Lo- 
garithmen von  nur  sieben  Decimalen  berechnet  worden  waren,  habe  ich 
jelzt,  zur  Erlangung  einer  grösseren  Schärfe  der  Vergleichung  mit  Lo- 
gairthnien  von  zehn  Decimalen  aufs  Neue  berechnet. 
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40. 

Nehmen  wir  zuerst  das  Dreieck  des  Art.  141  der  Abhandlung  vor, 
welches  auf  dem  Revolutionsellipsoid  nahe  in  der  Mitte  zwischen  dem 
Pol  und  dem  Aequator  liegt.  Die  Stücke  dieses  Dreiecks  sind  nach  der 
neuen  Berechnung  die  folgenden: 


45» 

0' 

0" 

/?  =     58» 

23' 

31  "8066   , 

r  =    42» 

15' 

37"4337 

108 

0 

0 

a   =  147 

1 

57 

28.2010   , 

«  =  317 

47 

15.6526 

»0 

0 

0 

a'=  204 

f 

31 

40.5363   . 

«'=  270 

9 

36.0396 

78 

0 

0 

fi  =    56 

34 

12.3353   , 

C  =    47 

37 

39.6130 

20 

2 

24.4148 

.   6   =    17 

0 

0 

c    =    15 

0 

0 

15 

41 

4.9168 

.   A'  =    24 

25 

286062   , 

Ä"  =      8 

44 

23,6894 

>ie  Berechnung  der  Winkel  des  sphärischen  Dreiecks,  welches  dieselben 
>eit.en  hat,  gab: 

A-hdA^  77»  59'  58"594 
£  +  dfi  =  56  54  8.830 
C  +  (yC=  47   37    38.645 


A'  =    2»  11'  46  "069 

und  durch  die  Vergleichung  dieser  Winkel  mit  den  vorstehenden  des 
spViSiroidiüchen  Dreiecks  erhalt  man 


dA 

= 

— 

1"406 

dB 

^ 

— 

3.. .05 

dC 

_ 

^.. 

0.968 

die  mit  dem  Resultat  des  Ausdrucks  des  Art.  29  zu  vergleichen  sind. 


41. 

Bei  der  Berechnung  der  Reductionen  dieser  Winkel  durch  den  an- 
geführten Ausdruck  habe  ich,  um  Nichts  zu  vergeben,  alle  im  Vorher- 
geheoden erklärten,  kleinen  Reductionen  berücksichtigt,  obgleich  sich 
voraus  sehen  liess,  dass  diese  den  Resultaten  nichts  Merkliches  hinzu- 
fügen können,  und  man  ohne  an  der  Genauigkeit  etwas  zu  vergeben, 
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in  diesen  Rechnungen  das  Dreieck  als  ein  sphärisches  hätte  betrachten 
können.  Durch  die  Ausdrücke  des  Art.  36  ergeben  sich  die  reducirten 
Seiten 

a'  =  20«  4'  45" 

6'  =  17    1    34 

c'  SS  15    1    51 

und  die  Quadrate  der  Seiten  werden 

0*  =  0.12233 
b^  =  0.08803 
c2  =       0.06854 


ft2  +  c2=        0.15657 
62  — c»  =  +  0.01949 

Aus  den  Ausdrttckun  der  Arlt.  37  u.  38  erhielt  ich  hierauf 

^   =    5«  2'  20"  ,  ^i'  —  5«  43'  51" 
fi  =  10    2    58    ,  fi"":^  8    22   47 

A  =  12«  36'  16" 
^=48    47    40 
sowie  für  dA 

y,  =  49»  24'  56"  ,  /f,  =  4  .»  29'  56' 

Bei  der  Berechnung  dieser  Grössen  habe  ich  zum  Theil  Logarithmen 
von  fünf  Decimalen  angewandt,  während  der  Verlauf  der  Rechnungen 
zeigte,  dass  ich  allenthalhen  mit  Logarithmen  von  vier  Decimalen  aus- 
gereicht halte.  Man  bekon)mt  hierauf  die  folgenden  Werthe  der  einzel- 
nen Glieder  von  d'A: 

—  1-267 

—  0.170 
■+■  0.029 


dA  =  —  t"408 


Nachdem  hierauf  die  zu  den  Dreieckspunkten  A  und  B  gehOngen, 
im  vor.  Art.  angeführten  Üreiecksstilcke  mit  einander  vertauscht  worden 
waren,  wodurch  die  folgende  Zusammenstellung  entstand, 
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ö  SS    58»  2.r  32" 
«'=  U7   57   28 
«'=  204    31    41 

a'  =    17«    r  34" 
6'  SS    20      4    45 
c'  s    15      1    51 


(i  ^      45«  0'  0"    ,    y  =  42«  1 5'  37" 


a^  =  0.08803 
fe2==  0.12233 
c^  =:       0.06854 


fc-^  +  c^  =       0.19087 
62— c»  =  +  0.05379 


ergaben  sich 

h 

= 

5« 

r 

0' 

r 

.      A*' 

= 

6«  46' 

29" 

y. 

^ 

53 

51 

14 

.      ß. 

= 

52 

43 

40 

und  biemit 

dB 



3"131 
0.398 
0.025 

..^ 

3"504 

Endlich  durch  Vertauschung  der  zu  A  und  C  gehörigen  DreiecksstUcke 


ä  =    42«  15'  37" 
a  =  317   47    16 
a  =  270     9    36 

a  =    15«    1'  5«" 
fr'=    17      1    34 
c'  =    20      4    45 


ß  =       58«  23'  32"    ,    y  =  45«  0'  0 


6'  = 


c*  = 


0.06854 
0.08803 
0.12233 


6»  +  c2=       0.21036 
62_c2=:  — 0.03430 


^  =    5«  41'  25" 
Y^  =  42   35      4 


fi  Ä    6«  45'  29" 
fi,  =  47    26   30 


QDcl  hiemil 


—  0"869 

—  0.1 30 
+  0.028 

<)rC=  —  0"971 
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Die  Vergleichung  dieser  Werthe  von  dA,  dB,  dC  mit  den  strenge  be- 
reclinelen  Wertben  des  vor.  Art.  giebt  die  geringen  Unterschiede 

+  0"002  ;  —  O'OOI    ;  +  0".003 

die  als  verschwindend  betrachtet  werden  können. 


42. 

Nehmen  wir  jetzt  das  Dreieck  des  Art.  142  der  Abhandlung  vor, 
dessen  eine  Ecke  im  Pole  liegt,  und  dessen  Stücke  nach  der  genaueren 
Neuberechnung  desselben  die  folgenden  sind: 


0=0» 

0' 

0" 

,    /?  =    20» 

0' 

0" 

,      y   =     18»  49' 

4  4''38j 

1 

a  =  120 

0 

0 

,     o   =  246    39 

19.88; 

a  =  .   .   . 

a'=  180 

f 

0 

0 

a'sz  180      0 

0 

^  =  56 

3 

37.3067 

.    «  =    60 

0 

0 

,      C  =    66    39 

19.88-' 

a  =  18 

0 

0 

.    6   =    18 

49 

6.i£24    . 

,      c    =    19   59 

50.474 

A   =  56 

3 

37.3067 

.    A'  =      0 

0 

0 

,      A'  =       0      0 

0 

Das  sphärische  Dreieck  von  denselben  Seiten  bekommt  die  folgenden 

Winkel: 

4  +  (JA  =  56«  3'  58"229 
B  +  dB  =  60  0  19.586 
C  +  dC  =  {}&    39    39.559 


A'  =    2»  4.1'  57";J74 


und  folglich  werden 


dA 

= 

-1- 

20"922 

dB 

s: 

■+■ 

1 9.586 

dC 

= 

^ 

19.675 

43. 

Man  erhält  hier,  wenn  man  wieder  alle  kleinen  Correclionen  be- 
rücksichtigt, obgleich  es  im  Grunde  Ubcrfln.^sig  ist, 

a'=  18»    0'   19" 
6'  =  20     0      0 
c'  —  18  49    14 
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a>  =  0.09870 
62--  0.12181 
c2=  0.10787 
ferner 

H  SS  6«  18'  55"  ,  /u'  =    6»  IS*  42" 

/=  9      0    32     .  ju^ar  11     29       3 

A  =  170  ^6'  40" 
d=  11    29      3 

y,  =  6«    1 8'  55"  ,  ^,  =  6»  43'  42" 

Es  sind  hier,  wie  man  sieht,  d  ^  /«",  y^s=  ft,  ß^ss  /t,  weiches  in  der 
Nalar  der  Sache  liegt.    Aus  diesen  Werthen  folgt  flir  dA 

+  1 8  "726 
+  2.242 
—     0.061 


<}>1  =s  +  20"907 

Nach  der  Vertauschung  der  zu  A  und  B  gehörigen  Dreiecksstocke  fan- 
den sich 

^  SS    6»    2'     9"  ,  ^'  =s    6"  44'  11" 

y  =s  17    44    12    ,  ^.  =  13    15    49 

und  für  dB 

+  1 7"543 
+  2.078 
—    0.049 


dBss  +  19  572 

Nach  der  Vertauschung  der  zu  A  und  C  gehörigen  Dreiecksstücke  be- 
koDomt  man 

^»6»  19'  58",  fi—    6»    2'  49" 

y,  =  12    29    16  .  ^,  =  17    18    20 

und  Air  ^C 

+  17  "6  45 
+  2.068 
—    0.030 


dC  =  +  19"663 
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Die  Vergleichung  dieser  mit  deo  strengen  Werthen  des  vor.  Art.  giebt 
die  Unterschiede 

+  0"015     ;     +0"0U     ;     +0"012 

die  grösser  sind  als  die  <les  vorigen  Beispiels.  Aber  theils  sind  die  Re- 
diictionen  der  Winkel  weit  grösser  wie  im  vor.  Beispiel,  und  auch  ist 
die  Fläche  des  Dreiecks  grösser. 


44. 

Um  zu  untersuchen,  wie  sich  diese  Umstände  bei  anderen  in  der 
Nähe  des  Poles  liegenden  Dreiecken  verhalten,  habe  ich  noch  ein  Drei- 
eck von  nahe  derselben  Fläche,  welches  auch  in  der  Nähe  des  Poles 
liegt,  berechnet,  und  dazu  das  folgende,  gleichseitige,  welches  symme- 
trisch um  den  Pol  liegt,  gewählt. 

ä  =^  =y  =  HO  0'  0" 
a^a  =a'aU9  32  27.2899 
a'  =  a'»  a  =  210  27  32.7101 
A  =  B  ^  C  =  60  55  5.4202 
a  =  &  =  c  =  19  1  20.6790 
A   =  A'  =  r  =  120      0      0 


Die  Winkel  des  sphärischen  Dreiecks  sind  hier  =: 

60»  65'  27"526 

und  Folglich 

dAz=dB=:  dC  =  +  22 "106 

A'  =  2"  46'  22"579 

Hieraus  findet  man 

^  =  ^'  =  6»  23'  34" 
)^  =  ^,  =  6   21    54 

und  es  ist  selbstverständlich  6  =  0.    Hiemit  erhall  man 

+  1 9"808 

+    2.352 

—    0^7^ 

dA  =  dB  =  dC  =:  -t-  2W9^ 
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und  den  Unterschied  mit  dem  strengen  Werthe 

+  0"016 
sehr  nahe  wie  im  vorigen  Beispiel. 


45. 

Um  hierin  weiter  zu  gehen  habe  ich  noch  ein,   ahnlich  wie  das 
vorige  liegendes,  aber  kleineres  Dreieck  berechnet.    Nemh'ch 

ä  =^  =y  =   9M5'  0" 
a^a=a'=\i9    40  35.0040 
a'  =  «"=  «  =  210  19  24.9960 

I        ff 

A  :==  B  :=  C  =  60  38  i9.9920 
a=6BC=16  0  12.9150 
;i  =  A'  =  A"  =  120   0   0 

Die  Winkel  des  sphärischen  Dreiecks  sind  hier  ^ 

60»  39'  5"596 

folglich 

dA=dB  ^dC—  +  15"604 

A'  =  1»  57'  16"788 

Man  findet  hier 

^  =./*'  =  5»  21'  56" 
y,  «  ^,  =  ö    20    54 

und  es  ist  wieder  0=^0.    Hiemit  ergiebt  sich 

+  1 4''01 4 
■+■  1.635 
—    0.051 


dA  =sdB  =  dC  ^  -i-  \  5"598 
and  der  Unterschied  mit  dem  strengen  Werthe  wird 

+  0"006 
bfdeatend  kleiner  wie  im  vorigen  Beispiel. 
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46. 

Es  soll  jetzt  das  am  Aequator  liegende  Dreieck  des  Art.  1 43  der 
Abhandlung  vorgenon)roen,  und  auf  dieselbe  Weise  bebandelt  werden. 
Die  Stücke  desselben  sind  nach  der  Neurechnung  die  folgenden : 


»  =    74»  45'  29"9682    .     /?,  =    90»  0'  0"  . 

y,  =     90«  0' 

0 

«'=    33    18    53.2156    .     a,  =:    90    0    0    . 

«,  =  270 

0 

0 

»"=  326    41      6.7844    ,     a'=  148    0    0    . 

o;=  212 

0 

0 

A=s    66  37    46.4310    ,     £  =    58   0    0    , 

C  =    58 

0 

0 

a  =    19    32   31.4148    ,     6   =    18   0   0    . 

C    as     18 

0 

0 

A  =    19    32    31.4148    ,     A'  =  ^A 

A*  =iA 

Die  Winkel  des  sphärischen  Dreiecks  sind : 

A  +  dA^  66»  37'  26"0 1 6 

B  +  dBz=61    59   38.949 

C  +  (TC  =  57    59   38.949 

A'=    2«  36'  43''914 

folglich 

dA^  —  20"415 

()rß  =  <)C=  —21.051 

Es  werden  jetzt,  wenn  wieder  alle  Gorrectionen  berücksichtigt  > 

ver 

de 

0  =  19»  36'  26"    ,     0^=  0.11633 

6'  =  1 8      3    33     .     b^=  0.09869 

c  =  18      3    33     .     c*s=:  0.09869 

11=^^1^    6»     4'    6" 

/=    9    48    13     ,    (T^  10«  r 

52" 

A  =  15»  16'  30" 

d  a=  84    53    22 

y,  =  ^,  =                   79    51    20 

und  hiemit  für  dA 

—  18"I57 

—    2.187 

—    0.0Ü2 

(TA  =  —  20406 
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Nach  der  Vertauscbnng  der  Dreiecksstücke  bekam  ich 

/i  =    '6®    3'  1 5' 
r^  =  84   52   20 

and  dass  hier  ß^  =s  90^  0'  0"  werden  muss,  versteht  sich  von  selbst. 
Femer  wird  erhalten 

—  1 8"667 

—  2.305 

—  0  068 

drß  =  drc  =  —  ar'oio 

Die  Unterschiede  mit  den  strengen  Werthen  sind  hier 

_0"009     ;     —  O'OH 

also  kleiner  wie  bei  den  obigen,  nahe  eben  so  grossen  Dreiecken,  die  in 
der  Nahe  des  Poles  liegen. 


47. 

Um  auch  in  Erfahrung  zu  bringen,  wie  sich  die  Unterschiede  hei 
anderen  Aequatorealdreiecken  verhalten,  habe  ich  das  folgende,  ent- 
gegen gesetzt  liegende,  und  etwas  kleinere  Dreieck  berechnet: 


90» 

0' 

0" 

,   (f  ^    80» 

39' 

34"9648 

,  P'  =  99«  20' 

23  "0352 

38 

35 

0 

.  «;=    0 

0 

0 

,  «'=180  0 

0 

Ul 

5 

0 

.  «,  =s  320 

27 

32.4713 

,     a  =  219  32 

27.5287 

102 

10 

0 

.  Ä:=  39 

32 

27.5287 

.  C  =  39  32 

27.Ö287 

18 

37 

7.2327 

.  6  =  12 

0 

0 

.  c  «  12  0 

0 

0 

0 

0 

.  A'  =:  7 

36 

21.3455 

,  A"  =   7  36 

21.:i455 

Die  Winkel  des  spbäriscbeo  Dreiecks  sind  hier 

A-t-dA  =  i02o    9'  50"012 
B  +  dB  SS    39   32   17.534 


iC 


39   32   17.534 


A'=      1»  14'  25  "080 
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folglich 

ifA  =  •—  9"988 

db  ^  dC  =  —  9.995 
Man  bekoqamt  feroer  hier  fUr  dA 

fl  =  fl'  =:     4«     2'    1 4" 

y,  Ä  86    51    40     ,     ß^  =  93»  8'  20" 

und  selbstversMndh'ch  d  =  90o  0'  0".    Ferner  für  dA 

—  8"945 

—  1.010 

—  0.032 


d>l  =  —  9"987 

Nach  der  Vertauschung  der  Dreiecksstitcke  ergeben  sich 

fiz=    4«'     1'  35"    ,     fi  =    6»  15'  31" 
}^  =.  83    46    30     ,    ß,  =  86    55    10 

und  hiemil 

—  8"905 

—  1.055 

—  0.033 


dB  =  ()C  =  —  9"993 

Die  Unterschiede  mit  den  strengen  Werthen  sind  hier 

—  O'OOI     ,     —  0""002 
also  als  verschwindend  zu  betrachten. 


48. 


Endlich  will  ich  noch  das  Dreieck  des  Art.  144  der  Abhandlung 
vornehmen,  welches  wie  das  erste  nahe  mitten  zwischen  dem  Pole  und 
dem  Aequator  liegt,  aber  etwas  kleiner  ist.  Durch  die  Neurechnung 
habe  ich  die  folgenden  Stucke  dieses  Dreiecks  erhalten : 


«:^1 
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4.00    0' 

0" 

/?  =    51»  23'  57"3623    ,     y   = 

35» 

IT 

49"«062 

40      0 

0 

a'ss  2H    55      0.5499     .     «;  = 

285 

32 

55.9681 

120      0 

0 

a  s=  166    28    23.1396     ^     u    = 

341 

33 

2Ö.8002 

80     0 

0 

B  ^    45   26   37.4103    ,     C  = 

56 

0 

29.8321 

16    41 

57.2605  , 

6  =    12     0     0              ,     c    = 

14 

0 

0 

6    40 

47.1966, 

A'=     18      9    25.7095     ,     A"   = 

11 

28 

38.5129 

ferner 

A  +  dA:=  80»    0'     1"454 
£  -1-  dß  =  45    26    37.685 
C  +  <rC=  56     0    31.753 

A'a«     1»  27'  10"892 

folglich 

dA==  +  1  "454 
dß  =  +  0.275 
dC=  +  1.921 

Es  werden  hier  zuerst 

fi  = 

4«  42'  26"    .     fi   =    4«'    1'  11" 

Y,  == 

43    41    44     ,    ^,  =  38     7   26 

A*  = 

8   21    22     ,    ^"'=    6    41    56 
A  =  10"  4'     2" 

• 

d»  42   0    16 

and  damit  für  dA 

+  r293 

+  0.141 

-1-0.018 

iA^  +  1  "452 

Nach  der  Vertausch  ung  von  A  und  B  ergiebt  sich 

/*  = 

4«  40'  53"    ,     /*'  =    5»  36'  45" 

y,~ 

47    48   ao     ,     /?,  a=  45   57   24 

and  hiemit  filr  dB 

+  0"'234 

-1-  0.020 

+  0.019 

äB  =  +  0"273 
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Nach  der  Vertauschung  von  A  und  C  erhttit  man 

^  =    5«  34'  37"    ,     ^' «    4«    2'  25" 
^  =  40    37   ^6     ,    ^^  =  36    33   42 

und  hiemit  für  d  C 

-f-i"710 
+  0.195 
+  0.017 


aC  =  +  1"9i« 

Die  Unterschiede  mit  den  strengen  Werthen  werden  hier 

+  0  002  ;  +  0"002  ;  —  0"001 
die  wieder  als  verschwindend  betrachtet  werden  können. 


49. 

Ich  meine  durch  das  Vorhergehende  das  Verhalten  des  hier  eol- 
wickelten  Ausdrucks  zur  Reduction  der  Winkel  des  sphttroidischen  Drei- 
ecks auf  dem  Revolutionsellipsoid  auf  die  des  sphärischen  Dreiecks,  und 
die  Genauigkeit,  die  sie  in  don  verschiedensten  Folien  gewahrt,  zur 
Gnüge  dargelegt  zu  haben.  In  Bezug  auf  die  Transformation  eines  mei- 
ner früheren  Ausdrücke,  die  Weingarten  veröffenllichl  hat,  ist  eine 
solche  Darlegung  unterlassen  worden,  und  ich  will  mir  daher  erlauben  sie 
hier  nachzuholen,  zumal  irrige  Ansichten  darüber  verbreitet  worden  sind. 

Rechnet  man  dieselben  vorhergehenden  Reductionen  so  wie  Wein- 
garten  es  in  dem,  in  der  Einleitung  erwähnten,  Aufsatze  in  bestimmten 
Worten  für  geboten  erachtet,  so  erhält  man  für  das  Dreieck  des  Art.  40 

(JA  =  —  1  "413  ,  ()Ä  =  —  3"Ö03  ,  8C  =  —  0"978 

deren  Unterschiede  von  den  strenge  berechneten  Werthen 

+  0"007  ;   +  0"002  ;  +0"010 

sind,  während  diese  im  Art.  41  durch  den  hier  entwickelten  Ausdruck 

nur 

+  0''002  ;  —  O'OOI   ;   +  0"003 

betrugen. 

Für  das  Dreieck  des  Art.  42  erhielt  ich  nach  Weingarten 
(JA  =  +  20"851   ;  (Jß  =  +  19"518  ;  dC  =  +  19"609 
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mit  den  Unterschieden  von  den  strengen  Werthen 

-|-0"071    ;   -HO "068  ;   +  0"066 

wahrend  diese  zufolge  des  Art.  43  in  Bezug  auf  den  hier  entwickelten 
Ausdruck  nur 

+  0''0I5  ;   -hO'OU  ;  +0'0I2 
betruG;en. 

Für  das  Dreieck  des  Art.  44  erhielt  ich  nach  Weingarten 

dA  =  dB  =  dC  =  +  22''028 

mit  dem  Unterschiede 

+  0''078 

wahrend  der  Unterschied,  den  mein  Ausdruck  giebt  nur 

+  0  "01 6 
betragt. 

Für  das  Dreieck  des  Art.  4o  ergab  sich  nach  Weingarten 

dA  =  dB  =  dC=  +  15"566 

mit  dem  Unterschiede 

+  0"038 

wahrend  dort  nach  meinem  Ausdruck  dieser  nur 

+  o'ooe 

gefunden  wurde 

Für  das  Dreieck  des  Art.  46  erhielt  ich  nach  Weingarten 
dA=  —  20'346  ;  aß  =  rfC  =  —  20''984 
mit  den  Unterschieden 

—  0"069  ;  —  0"067 
wahrend  diese  a.  a.  0.  nur 

—  0''009  ;  —  0"01 1 
betrugen. 

Für  das  Dreieck  des  Art.  47  ergab  sich  nach  Weingarten 
ÖA  =  —  9''961    ;  dB  =  dC  =  —  9''963 
mit  den  Unterschieden 

—  0''027  ;  —  0''032 
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Während  diese  a.  a.  Orte  nur 

—  O'OOI    ;  —  0"002 
betrugen. 

Für  das  Dreieck  endlich  des  Art.  48  ergab  sich  nach  Weingarten 

dA=  +  1"446  ;  aß  =  -f-  0''269  ;  dC  ^  -¥-  1"914 

mit  den  Unterschieden 

4-  0"008  ;  -f-  O'OOe  ;  -f-  0''007 

während  diese  a.  a.  Orte  nur 

+  a''002  ;  +  0''002  ;  —  0"001 
betrugen. 

Diese  Resullate  sprechen  von  selbst,  und  es  wKre  tlberflttssig  ihnen 
ein  Wort  hinzuzufügen.  Nur  in  Bezug  auf  kleine  Dreiecke  will  ich  an- 
merken, dass  die  Unterschiede  zwischen  den  Resultaten  der  strengen 
Rechnung  und  denen  der  Reductionsausclrücke  kleiner,  und  mehr  und  mehr 
verschwindend  werden,  aber  in  diesen  Fällen  geben  die  Ausdrücke  der 
oft  angezogenen  Abhandlung  immer  noch  ein  etwas  genaueres  Resultat 
als  die  Transformation  derselben,  welche  der  oft  angeführte  Verf.  an- 
gewandt wissen  will,  und  ihre  Berechnung  ist  eben  so  einfach. 


Anhang, 

die  Auflösung  der  zweiten  Hauptaufgabe  der  oft  angezo- 
genen Abhandlung  betreffend. 

50. 

Ich  will  in  Bezug  auf  die  genannte  Aufgabe  hier  erstens  die  Be- 
merkung machen,  dass  man,  wenn  man  will,  statt  der  Gleichungen  des 
Art.  57  der  Abhandlung  für  die  Berechnung  von  a ,  a\  %  ^^ch  die  fol- 
genden anwenden  kann: 

sin  \  X  sin  i  (a'+  a")  =  sin  ^  (ro)  cos  ^  {^'+  /J') 
sin  i^x  cos  J  (a-f-a")  =  cos4^(eo)  sin  -j^{ßf' — ßf) 

cos^X  sJ"  K«  —  «')  =  si"  if/'^)  sin  jti^'-^  [i] 
cos  \  X  cos  4^  [a  —  a)  =  cos  ^  (w)  cos  jt  [^ —  /^ ' 
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Eine  zweite  Bemerkung  besteht  in  Folgendem.  Wenn  man  sogleich 
in    der  ersten  Annäherung  ein  möglichst  genaues  Resultat  erhalten  will, 
so   siod  die  in  der  Abhandlung  entwickelten  Vorbereitungsrechnungen 
die  genauesten,  und  zugleich  die  einfachsten,  da  man  sich  bei  deren 
Ausführung  Logarithmen  von  einer  kleinen  Anzahl  von  Decimalen  bedie- 
nen darf.    Will  man  dagegen  in  der  ersten  Annäherung  etwas  von  der 
Genauigkeit  vergeben,  die  man  auf  die  eben  bezeichnete  Art  erhält,  so 
k^nn  man  die  Vorbereitungsrechnungen  abkurzen,  und  wenn  die  Drei- 
ecke nicht  grösser,  oder  nicht  viel  grösser  sind,  wie  die,  welche  im  Vor- 
hergehenden betrachtet  wurden,  schon  dadurch  hinreichend   genaue 
Berthe  von  (a )  und  {x)  erhalten ,   dass  man  sie  aus  den  gegebenen 
Stücken  der  Aufgabe  ohne  Weiteres  durch  die  Formeln  der  sphärischen 
Trigonometrie  berechnet.  Die  in  der  Abhandlung  gegebenen  DifTerential- 
aijsdrucke  reichen  alsdann  noch  völlig  aus   um  die  in  der  ersten  An- 
näherung übrig  gebliebenen  Fehler  vollständig  zu  berichtigen.  Auf  diese 
Art  habe  ich  in  den  im  Vorhergehenden  benutzten  Dreiecken  die  be- 
ireffenden Stucke  berechnet. 

Es  muss  drittens  einer  Nachahmung  meiner  Auflösung  der  hier  in 
Rede  stehenden  Aufgabe  erwähnt  werden,  die  in  den  Astr.  Nachr. 
Nr.  1699  — 1700  abgedruckt  worden  ist,  und  in  welcher  der  Verf.  der- 
selben nicht  nöthig  gefunden  hat,  meiner  Arbeit,  welche  er  offenbar 
benutzt  hat,  zu  erwähnen.  Diese  Nachahmung  leidet  an  grosser  Weit- 
läufligkeit,  und  besitzt  überdies  mehrere  Mängel ,  man  kann  in  vielen 
Fällen  nur  höchst  ungenaue  Resultate  damit  erhalten  wie  ich  schon  an 
einem  andern  Orte  nachgewiesen  habe;  sie  ist  daher  zur  Anwendung 
nicht  geeignet. 


U 
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Die  von   mir  in  den  letzten  Jahren  über  die  thermoelcktrischen 
Erregungen    der  Krystalle    ausgefillirten   Untersuchungen  liefern  den 
Beweis,  dass  wir  es  in   diesen  Erscheinungen  mit  einem   viel  allge- 
meineren Phänomene  zu  thun  haben ,  als  seither  angenonmien  wurde ; 
es  treten  nämlich  die  thermoelektrischen  Erregungen  nicht  blos  bei  der 
geringen  Zahl  von  Krystallen,  welche  dem  sogenannten  Hemimorphismus 
unten^'orfen  sind  (wenn  gleich  diesei-  einen  ganz  besonderen  Einfluss 
darauf  ausUbt),  sondern  auch  bei  zahlreichen  Krystallen  auf,  zu  deren 
wesentlichen  Eigenschaften  eine  hcinimorphische  Bildung  nicht  gehört. 
Fur  die  hier  folgende  A})handhmg  wühle  ich  die  Beobachtungen 
am  Topase  aus,  weil  die  elektrischen  Verhältnisse  bei  diesem  Minerale 
durch  den  Umstand,  dass  seine  Krystalle  stets  eine  SUulenform  besitzen, 
sich  im  Ganzen  einfach  gestalten,  und  weil  bei  ihm  auch  allseitig  ziem- 
lich vollkommen  ausgebildete  einfache  Individuen  vorkonmjen. 

I.  Historisches. 

Als  Canton  im  Jahre  1760  mehrere  von  einem  Juwelier  Nicolaus 
Crisp  entliehene  Edelsteine  auf  ihr  thermoelektrisches  Verhalten  prüfte, 
gelang  es  ihm,  eine  Erregung  von  Elektricität  durch  Temperaturver- 
ünderung  am  brasilianischen  Topase  zu  beobachten.  *) 

Den  Versuch  einer  genaueren  Erforschung  der  elektrischen  Ver- 
iheilung  am  Topase  unternahm  jedoch  erst  H  a  u  y ;  und  zwar  bediente 
er  sich  zu  seinen  Untersuchungen  isolirter,  mittelst  eines  Hütchens  auf 


*)  Prieslley,  Geschichte  und  gegenwärtiger  Zustand  der Eleklricitäl;  deutsche 
Uebersetzuog  von  Krünitz  S.  205. 
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einer  Spitze  schwebender  und  in  horizontaler  Ebene  leicht  bevveglicl 
Nadeln ,  die  er  entweder  in  ihrem  gewöhnlichen  Zustande  liess  od 
mit  schwacher  positiver  oder  negativer  Elektricität  lud.  Indess 
Hauy's  Ausspruch  über  die  Lage  der  elektrischen  Pole  noch  se 
unsicher.  In  der  ersten  Auflage  seines  Traite  de  mineralogie  vi 
1801  Bd.  II.  S.  504  bezeichnet  er  unter  den  physikalischen  Eige 
Schäften  für  die  brasilianischen  und  sibirischen  Topase  die  clektrisc 
Vertheilung  durch  die  Worte:  „vitree  d'un  cöte  et  resineuse  de  Tautrc 
An  den  silchsischen  Topasen  war  es  ihm  damals  noch  nicht  gelange 
elekti'ische  Erregungim  durch  TemperaturverUnderungen  wahrz 
nehmen.*)  In  der  zweiten  Auflage  seines  Traiie  von  1822  wi 
seine  Angabe  noch  unbestimmter.  Bd.  IL  S.  1 32  sagt  er  blos :  „ElectJ 
que  par  la  chaleur  en  deux  points  opposes.  Quelques  cristaux  scul 
ment  ont  besoiu  (fötre  isoles  pour  manifester  cette  propriete.'*^*)  Unt 
diesen  letzteren  Krystallen  versteht  Hauy,  wie  man  aus  S.  1 54  dessellx 
Bandes  seines  TraiU'^  ersieht,  die  sUchsisch(*n  Topase,  bei  denen  es  ili 
endlich  auch  gelungen  war,  elektrische  Erscheinungen,  wenn  auch  c 
in  sehr  schwachem  Grade,  wahrzunehmen.  Nur  über  einen  ihm  vi 
Langsdorf  geschenkten  brasilianischen  Topas  findet  sich  S.  154  d 
besliimnle  Angabe :  „J'ai  remanpie  (|ue  ses  deux  exiremiles  etaient  Tui 
el  Fauln*  ä  Telat  ivsineux,  landis  (|ue  la  parlii*  inl(MiU(Mliaire  doniii 
des  siü:n(ss  (releclricih»  vilrec».*'    '  * 


*)  Kl"  saj;;l  H(l.  II.  S.  .'il  i  boi  o'wwv  NtTiilciclKuidtMi  ZusaiiuiuMistoilun^  iler  bra 
liaiiiscIuMi,  sibirischrii  (iiiil  säclisisclHMi  Topase  ,  nach  dem  er  dio  robortMnstiiimiunjj 
d(Mi  Winkeln  iKM'xorj^eliobcMi  hat  :  «Le  nienie  arcord  reiine  onlro  fous  hvs  aulres  car; 
leres.  11  en  fant  evcepler  eehii  i\o  IcMeelrieitc»  par  la  ehaleur ,  qui  iiianque  a 
topaze  de  Sa\e.  Mais  celte  propriele ,  deja  Ires-faible  dans  eerlaines  topazes 
Bresil ,  pourrail  bien  n'elre  ici  (piune  niodilieafion  aceidentelle  qui  ne  tint  pas 
fond  de  la  substanci». 

"*)  Die  AuCslellunf;  dieser  Bedinijunj^  !)eruht  auf  niiKenauer  Beobachtung. 
*'^^)  Ilany  fährt  <lann  fort:  Co  fait  a  beancoup  de  ra[)port  a\ec  colui,  cjue  pres 
tenl  cerlains  ainians  qiii  i-enferni(Mil  un(^  succession  de  poles  contraires,  au\qi 
on  a  donne  le  noni  de  points  consi'qnens.  Je  dexelopperai  l'exjdicatioii  de 
phenoniene  iorstpio  je  traiterai  de  la  vertu  tnaj^netique.  Je  dirai  seuleineiit  ici  qu 
ue  Sache  pas  (pie  Ton  ait  eiicore  reniarque  de  ces  sortes  des  points  (hiiis  les  C( 
electricpies :  el  c  est  un  trait  de  ress(Mnblance  de  plus  entre  les  phenoinenes  prod 
par  le  niai^Mietisnie  et  ceu\  (|U(5  prescMitent  les  corf)s  (pii  selectrisent  par  hi  chaleu 
dans  les(|uels  la  loi  des  densites  «'h^ctricpies  a  une  si  parfaite  aiialogie  avee  celle  , 
suiNent  les  densites  niaguetitpies  dans  un  !)arreau  aimante. 
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In  der  ersten  Ausgabe  des  Traiie  sind  auf  Taf.  44  Fig.  37 — 42 
alle  Topaskrystalle  an  beiden  Enden  der  Hauptaxe  mit  dens(*lb(m 
Flächen  als  vollständige  Krystalle  abgebildet  worden ,  obwohl  sUinmt- 
liche  damals  vorliegende  Exemplaie  nur  an  einem  Ende  ausgebildet 
waren;  indess  spricht  Hau y  in  einer  Anmerkung  Bd.  II.  S.  507  die  Vcm- 
mutlmng  aus,  wie  die  tflermoelektrische  Erregung  es  wahrscheinlich 
mache ,  dass ,  wenn  später  vollständig  ausgebildete  Krystalle  gefundc^n 
werden  sollten,  ihre  beiden  Enden  ebenso  wi(*  beim  TurmaUn  eine  ver- 
schiedene Ausbildung  zeigen  würden,  '^i  Und  in  der  That  war  es  ihm 
seines  Dafürhaltens  nach  bis  zum  Erscheinen  der  zweiten  Ausgabe 
seines  Traite  auch  gelungen,  vollständig  ausgel)ildete  brasilianische 
Krjstalle  zu  erhalten,  die  seiner  Voraussicht  ents()re(*hend  an  beiden 
Enden  der  Hauptaxe  eint*  verschi(»(lene  Ausbildung  zeigten.  '''^) 

Auch  beim  Pyknit,  den  Hauy  •  •'^)  infolge  der  Uebereinstimmung 
der  Winkel  an  eimun  von  Altenl)erg  in  Sachsen  stammenden  Krystalle 
dieses  Minerales  mit  den  Winkeln  am  Topase  zu  der  Gattung  des  Topases 
^ellle,  gelanges  ihm  seiner  Angabe  nach"***)  die  thermoelektrische 
Erregung,  die  er  früher  vergeblich  gesucht  hatte,  zu  beobachten,  als  er 
Krystalle  nahm ,  welche  eine  mehr  glasartige  Structur  als  die  gewöhn- 
lichen Pyknite  darboten.  Dagegen  lieferten  seine  Prüfungen  des  Pyro- 
physalits  stets  nur  negative  Resultate. '  ^"^  *') 

P.  Er  man  konnte  zu  seinen  in  den  Ahhamllnmien  der  Berliner 
Akademie  vom  Jahre  1829  S.  57 — 60  [physiL  Abhandlung'  mitge- 
theilten  Untersuchungen  über  die  thermoelektrischen  Eigenschaften  des 


t 


*)  Oii  pourra  trouver  claiis  l<i  suitc  dos  topaxes  coniplolcs,  et  il  sera  nirioux 
•loxaminer  si  Ja  propriete  de  s'«'»Ieetrlser  par  la  chaleiir  >  est  joiiite  roinme  daus  la 
tourmalinc  et  la  magnesie  boratee,  a  des  dilFereiices  eiitre  les  fonnes  des  deux  parties 
dans  lesquellcs  resident  les  cenlres  d'actions  d(»s  electrieiles  rontrain^s,  et  si  les  erystaux 
d^pourvus  de  cette  inönie  propriele  roiisenenl  Taiialogic  des  forines  ordinaires. 

•*)  Drei  solche  Krystalle  sind  Bd.  II.  Taf.  49   Fij;.  \M — 134  abgebildet    (s.  den 
Aliiscboitt  n.   dieser  Abhandlung  über  die  Krystnllisnlionsverhältnisse    des  Topases)  ; 
dagegen  finden  sich  die  in  der  ersttMi  Ausgabe  als  > ollständig  gezeirlmeten  Krystalle  in 
der  zneiten  nur  an  dem  einen  Knde  ausgebildet  dargestellt. 

**•)   Sur    la   reunion   de   la   pycnite    a\ec    la    topaze ,    par   Hauy    (Journal   des 
Mines  XX1H.  39. 

****)  Mir  i.st  nicht  möglich  gewesen,  nn  den  mir  vorliegenden  stänglichten  Massen 
von  P\'knii  elektrische  Erregungen  wahrzunehmen. 
*••♦•}  Traite  de  mineral.  (2.  Ausg.)  Bd.  II.  S.  t53. 


Topases  in  dem  Bolmenbergei'schen  Elektrometer  bereits  ein  empfind — 
lieberes  PrUfungsmiltel  als  Hauy  in  den  auf  Spitzen  beweglichen  eiek — 
trisirten  Nadeln  anwenden ;  dessenungeachtet  boten  ihm  diese  Unter — 
suchungen  mannichfache  Schwierigkeiten  dar,  und  namentlich  wollte  es 
nicht  gelingen,  ein  Zerfallen  der  Hauptaxe  des  Topases  in  zwei  ent- 
gegengesetzt polarische  Hälften  aufzufinden.  •Beide  Enden  gaben  ihm 
in  früheren  Versuchen  beim  Erkalten   entweder  gar  keine  oder  eiÄe 
identische  Elektricität,  oft  von  gleicher  Stärke  und  fast  immer  negativer 
Art,  so  dass  er  beinahe  der  Yermuthung  Raum  gegeben  hätte,  man  habe 
es  bei  diesen  Erscheinungen   nicht  mit  einem   thermisch  bedingten, 
elektrisch  polaren  Gegensatze ,  sondern  vielleicht  blos  mit  einer  zufUlig 
durch  Berührung  oder  Reibung  erzeugten   homogenen  Erregung  des 
ganzen  Krystalles  zu  thun.     Erst  nachdem  Erman  in  Besitz  mehrerer 
„ziemlich  guter  Krj  stalle  aus  Brasilien"  gekommen  war,  glaubte  er  sich 
zur  Aufstellung  des  Satzes  berechtigt,   dass  der   brasilianische  Topas 
allerdings  durch  Temperaturänderung,  unabhängig  von  jeder  Reibong 
oder  Berührung  des  Heterogenen,  polarisch  erregt  werde,  dass  aber  die  • 
Art  der  Vertheilung  eine  ganz  eigenthümliche,  von  den  bisher  bekannt©^ 
Analogien  total  abweichende  sei ,  indem  die  eine  Thätigkeit,  namentlicl^ 
die  —  £,  in  der  Axe  und  den  Parallelen  mit  ihr  herrsche,  während  di-^ 
andere  (-*-  £)   ihre  Richtung  senkrecht  auf  die  Axe  habe  und  ihr  Sit-^ 
überall  an  der  perimetrischen  Oberfläche  aller  Seitenflächen  sei.  *) 

Erman  verfuhr  bei  seinen  Untersuchungen  auf  die  Weise,  das--^ 
er  auf  den  das  Goklblättchen  Iragendi^n  Stift  eines  Bohnenberger'schec:^ 
Elektrometers  einen  niötclichst  kleinen  Me|allt(»ller  schraubte,  und  aii.^ 
di(\sen  den  (m  wlirinlen  Topas  st(^lll(\     Lag  (I(m'  Krystall  mit  einer  seiner' 
ScMtenfliicIuMi  auf  dem  Teller,  so  erhielt  Erman  eine  positive  Reaction, 
sobald  (»r  eines  dcM*  z\v(m  Enden  des  Krystall(»s  ableitend  berührte;  alR^r 
keine  R(»aclk)n  bei  Berührung  irgend  einer  der  prismatischen  Seiten- 


*)  Ks  isl  auffallend,  dass  I*.  Rrinan  der  von  Ilauy  hei  dorn  einen  Topaskrystalle 
beobaclitelen  und  sehr  bcstinunl  herxori^eliobenen  Vertheilung  (s.  oben  S.  360),  welche 
mil  seiner  Aufgabe  \ollkomnien  übereinstimmt,  nicht  gedenkt.  Aus  dem  Umstaude. 
dass  Erman  seine  Krystalle  auf  beide  Enden  stellen  konnte,  geht  übrigens,  da  er 
brasilianische  Topase  benutzte,  klar  liervor,  d<tss  er  keine  \ ollständigen  Individuen, 
sondern  nur  \on  Durchgangen  begrenzte  Bruchstücke,  oder  solche,  die  höchstens  an 
dem  einen  Ende  eine  unvollständig  ausgebildete  EndlVäche  (s.  darüber  später)  bcsassen, 
untersucht  liat. 
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flachen.  Stellte  er  den  Topas  aufrecht  auf  das  Elektrometer,  so  erhielt 
er  keinen  Ausschla|<  durch  die  Ableitung  des  nach  oben  stehenden 
anderen  Endes,  wohl  aber  einen  negativen  bei  jeder  ableitenden  Be- 
rtthning  der  Seitenflachen,  gleich  viel  welcher.  •)  Er  in  an  föhrt  dann 
fort:  „Zwar  ist  es  einige  Male  auch  vorgekommen,  dass  einige  SeitcMi- 
flttchen  eine  etwas  sti&rkere  Intensität  bedingten ,  als  die  anderen ;  aber 
dies  schien  mir  bei  genauerer  Prüfung  seinen  Grund  zu  haben  in  einei' 
zufilllig  grösseren  Breite  dieser  Flachen  und  der  entsprechenden 
grösseren  Menge  der  ableitenden  Berührungs[)unkte ;  auch  könnte 
immerhin  eine  etwas  grössere  Leitungsfähigkeit  an  einer  Stelle  des 
Krystalles  zufällig  vorwalten.^'  Er  man  setzt  nämlich  voraus,  dass  die 
Entladung  einer  Stelle  die  früher  durch  sie  gebundene  entgegengesetzte 
Elektricitat  frei  mache,  ihr  erlaube  nach  aussen  zu  wirken  und  sich  dem 
Elektrometer  mitzutheilen.  *  ^ ; 

AVährend  Erman  den  brasilianischen  Topas  durch  Temperatur- 
verttnderung  sehr  stark  elektrisch  erregbar  fand,  beobachtete  er  bei 
«ibirisehen  Kryst^llen  kaum  S|)uren  von  Elektricitat ,  die  bei  den  sachsi- 
schen sogar  ganz  ausblieben."**"; 

Bei  den  von  mir  vor  1840  mit  dem  Topase  angestellten,  und  in 
meiner  Habilitationsschrift  *'"*1  mitgetheilten  Untersuchungen  stand  mir 
nur  eine  geringe  Anzahl  von  Krystallen  zu  Gebote. 

Mehrere  sachsische  nur  an  dem  einen  Ende  ausgebildete,  am 
anderen  aber  von  der  üurchgangsflache  begrenzte  Topaskrystalle  vom 

*)  Die  obigen  Angaben  Erinan\s  sind  nicht  genau. 

**)  Das  oben  beschriebene,  \on  Er  man  angewandte  Verfahren  ist  nicht  geeignet, 
die  Yertheihmg  der  ElektriritUt  auf  den  einzelnen  Flächen .  Kanten  und  Ecken  eines 
l^nstalles  nachzuweisen.  Der  bei  Annäherung  eines  Leiters  an  den  Krystall  im 
Elektrometer  entstehende  Ausschlag  ist  nicht  blos  von  der  elektrischen  Spannung  des- 
jeuigen  Punktes,  welchem  der  Leiter  bis  zur  Berührung  genähert  wird,  sondern  auch 
ron  der  in  dessen  Umgebung  lierrschenden  elektrischen  Spannung  abhängig ;  b(\sitzt 
2- B.  die  berührte  Stelle  massig  starke  negative  Elektricitat ,  während  auf  den  um- 
liegenden Flächen  eine  sehr  intensive  positive  Spannung  auftritt,  so  wird  bei  Annäherung 
des  Leiters  bis  zur  Berührung  der  negativen  Stelle  doch  kein  positiver,  sondeni  viel- 
mehr infolge  der  überwiegenden  Vertheilungswirkung  der  Umgebung  ein  negativer 
Ausschlag  im  Elektrometer  entstehen. 

***)  Es  ist  nicht  wohl  erklärlich ,  wie  Erman  bei  den  sächsischen  Topasen  die 
eMirische  Erregung  nicht  wahrzunehmen  \erniocht  hat,  da  es  doch  llauy  bei  viel 
oiivollkomraeneni  Apparaten  gelungen  war. 

****)  Quaestionis  de  thermoelectricitate  crystallorum  pars  altera,    llalae  1810  S.  13 
bi.s  19.    Im  Auszüge  auch  in  Pogg.  Annal.  Bd.  50  S.  ^kt — iM. 


Schneckenstein    bei    Gottesherg    zeigten  während    des   Erkaltens  ai 
ersterem  Ende  +,  am  /.weiten  Ende h  EJ") 

Ebenso  verliielt  sich  ein  gleichfalls  vom  Schneckenstein  stammendei — ' 
zwar  an  beiden  Enden,  jedoch  nicht  in  gleich  vollkommener  Weise  aus- 
gebildeter Krystall;  derselbe  trug  nämlich  am  oberen  Ende  deuUich  die 
Flüchen  von  Pyramiden  und  horizontalen  Prismen,  während  sich  am 
unteren  Ende  eine  matte ,  in  Glanz  und  Glätte  von  einem  Durchgange 
sehr  abweichende  Endfläche  vorfand ,  an  deren  Rändern  bei  genauerer 
Betrachtung  sehr  kleine  gegen  die  A\e  geneigte  Flächen  wahi^enommen 
werden  konnten. 

Dagegen  zeigten  drei  andere  (ein  sächsischer  und  zwei  sibirische) 
ringsum  ausgebildete,  und  zwar  an  beiden  Enden  der  Hauptaxe  deut- 
liche und  gegen  diese  Axe  geneigte  Flächen  tragende  Topaskrystalle  beim 
Erkalten  an  beiden  Enden  der  Hauptaxe  positive,  auf  den  Mitten  der 
Seitenflächen  (in  mediis  partibus)  aber  negative  Elektricitdt.  Da  sämmt- 
liehe  drei  Krystalle,  etwas  näher  an  dem  einen  Ende,  einen  Sprung  ent- 
hielten, und  die  l)eiden  Theile,  in  welche  jeder  Krystall  durch  diesen 
Sprung  geschieden  wurde ,  verschieden  gePärbt  erschienen ,  so  glaubte 
ich  damals  mit  Rücksicht  auf  frühere  an  dem  Zucker,  der  Weinsäure 
und  dem  weinsauren  Natron-Kali  (SeignetU^-Salz)  gemachte  Beobach- 
tungen^*) diese  drei  Topase  nicht  als  einfache  Ki-ystaüe,  sondern  als 
Zwillinge^  die  mit  dem  sonst  gewöhnlich  dem  Gestein  aufsitzenden  Ende 
in  der  als  Sprung  erscheinenden  Ebene  venvachsen  seien,  auffassen 
zu  müssen. 

Durch  spiUore,  üIkm*  das  elektrische  Veriialten  des  Titanits,  Berg- 
krystalls  und  Boracits  anp;estellte  IJnlersuchungcMi  ward  ich  veranlasst, 
die»  Prüfung  (l(\s  Topases  im  Laufe»  der  Jahre  1840 — 1841  nochmals 
vorzunehmen.''*;  Diese  L'ntersuehungcMi  bestätigten  nun  für  di(»  sibiri- 
schen""'*) und  säciisischen  nur  an  einem  Ende  ausgebildeten,  am  anderen 


*)  Der  Kürze  wegen  werde  ich  im  Folgemlen  stets  nur  die  heim  Erkalten  aiif- 
Irctende  elektrische  Vertlieilung  antj;el)en,  weil  die  bei  steijjjeiider  Temperatur  t»rsclioi- 
nende  gerade  die  eiitjiegeiigeselzte  ist.  Wo  also  in  dem  Nachstehenden  die  elektrische 
Polarität  oline  weiteren  Zusatz  (oh  während  des  Krwärmens  oder  Krkaltens)  genannt 
wird,  ist  stets  die  heim  Erkalten  auftretende  zu  verstehen. 

**)  De  thermoelectricitate  crystallorum ,  Ilalac  t839.    S.  t9. 
■'^'']  Poggend.  Annal.    Bd.  Vif).    S.  37  —  58. 

***^)  Die  heiden  untersuchten  sihirisclien  Krystalle  stammten,   wie  ihr  Aousseres 
zeigte,  vom  Adun-Tschilon  bei  Nerlschinsk. 
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aher  von  einem  Durchgänge  begrenzten  TopasbriichstUcke  (Mnen  nach 
der  Richtung  der  Hauptaxc  vorhandenen  elektiisclien  Gegensatz  oder 
wenn  man  will,  eine  mit  der  genannten  Richtung  parallele  elektrische 
polare  Axe.  Ausserdem  ergal)en  sich  aber  noch  elektrisclu»  Ver- 
theilungen  auf  den  seitlichen  Begrenzungen  in  der  Weise,  dass  beim 
Erkalten  in  der  Umgebung  der  beiden  an  den  Endpunkten  der  Makro- 
diaf2;onale  befindlichen  Seitenkanten  negative,  dagegen  in  der  Umgebung 
der  beiden  anderen  an  den  Endpunkten  der  Brachydiagonale  gelegenen 
Seitenkanten  positive  ElektricitiU  auftrat.  Bezeichnen  wir  die  Verbin- 
dungslinien  zweier  einander  diam(;tral  gegenüberliegenden  elektris(*hen 
Zonen  (Pole)  allgemein  als  elektrische  Axe,  so  würden  die  genannten 
Topasbruchstücke  ausser  der  zuvor  ei-wähnten  der  Hauptaxe  parallelen 
[Milaren  Axe  noch  zwei  andere  in  ihrer  Richtung  mit  den  Nebenaxen 
zusammenfallende  nicht  polare  Axen  besitzen,  dergesta'^  ^^^^^  von  diesen 
nicht  {)olaren  Axen  die  an  beiden  Enden  negative  mit  der  Makrodiago- 
nale und  die  an  beiden  Enden  positivem  Axe  mit  der  Brachydiagonale 
zusammenfiele.  Uebrigens  schienen  die  Punkte  der  stärksten  Erregung 
nicht  immer  gerade  auf  den  Kanten  selbst  zu  liegen. 

Bei  den  sibirischen  und  sä(*hsischen  To|)asen  zeigt  unter  diesen 
drei  Axen  die  polare  mit  der  Hauptaxe  parallele  Axe  bei  weitem  die 
grösste  Stärke;  wie  namentlich  daraus  geschlossen  wurde,  dass  die 
Krystalle,  wenn  sie  mit  der  unteren  von  dem  Dun'hgange  gebildc^ten 
Flache  auf  einer  zur  Erde  abgeleiteten  Metallplatte  standen,  sich  fast 
überall  positiv,  wenn  sie  abei'  auf  dem  oberen  Ende  oder  den  daselbst 
beUndlichen  grossen  Flächen  des  brachydiagonalen  horizontalen  Prismas 
lagen,  sich  fast  überall  negativ  elektrisch  zeigten. 

Bei  den  l)rasilianischen  Krystallbruchstücken,  welche  an  dem  ein(»n 

Ettde'von  Pvramidenflä(*hen ,  an  dem  and(»ren  aber  von  einer  Durch- 

gangsiläche  begrenzt  waren,  trat  dagegen  die  Polarität  nach  der  Hauptaxe 

0iehr  zurück,  während  die  Pole  auf  den  SiMtenflächen  stark  erschien(*n ; 

dabei  lagen  die  negativen  Pole  mehr  nach  dem  obenan  ausgebildeten, 

die  positiven  mehr   nach  dem   unteren  verbrochenen  End(^   hin.     Auf 

Bruchstücken  von  brasilianischen  Krystallen,  welche  an  bcMclen  Enden 

von  glänzenden  Durchgangsflächen  begrenzt  \\  aren ,  schien  die  polare 

Axe  ganz  verschwunden,  indem  beide  Durchgangsflächen  beim  Erkalten 

negative  Elektricität  zeigten;  sie  boten  also  die  bereits  v(m  Hauy  und 

Erman  beobachtete  Vertheilung  dar,  nur  dass  die  beiden  genannten 


Physiker  die  negative  Elektricität  auf  den  inakrodiagonalen  Seil 
nicht  wahrjjienoninien,  oder  (wie  Er  ni  an,  welcher  Unterschiede  I 
nicht  beaditet  liatten.  "^l  Don  Unterschied  im  elektrischen 
der  sibirischen  und  brasilianisdien  Krvstalle,  also  das  starke 
treten  der  polaren  Hauptaxe  l)ei  den  ersteren,  glaubte  ich  als  t 
des  Auftretens  von  ])rachydiagoualen  Gestalten  ansehen  zu  köi 

bn  Jahre  1843  verölfentlichten  Riess  und  G.  Rose  in 
handlungen  der  Berliner  Akademie  (j)hy8ik.  Abk.  S.  91 — 95)  ne 
suchungen  über  die  Thernioelektricitlit  des  Topases.  Wahn 
sind  die  meisten  der  von  ihnen  untersuchten  Topase  bras 
Krvstalle  gewesen ,  weil  diese  eine  viel  stärkere  Klektricität  e 
als  die  sibirischen  und  sächsischen. 

Da  nun  Riess  und  G.  Rose  bei  den  verschiedenen  Kry« 
den  Enden  der  Hauptave  bald  negative,  bald  positive  Polarit^ 
die  Elektricitat  der  Endspitzen  tlberhaupl  nur  schwach  ei-sch 
bei  einem  zersprengten  ])rasilianischen  Krystalle  die  beiden 
zugekehrten  Bruchflächen  sich  negativ  zeigten :  so  glaubten  sie 
handensein  einer  der  Säulenaxc  parallelen  elektrischen  Axe  b( 
ü])erhaupt  leugnen  zu  mllssen.  Auch  die  an  den  scharfen  K 
Prismas  (an  den  Enden  der  Makrodiagonale)  auftretende  ne|;a 
tricität  hielten  sie  für  eine  nur  zufllllige ,  und  nahmen  daher 
trische  Vertheilung  als  centralpolarisch  an ,  d.  h.  der  Topas  si 
I  iif}^i>\\  einander-  gekehrte  der  Brachydiagonale  parallele  elektris 

«  l)(»silzen;  die  bei(l(»n  negativen  Pol(»  der  Axen  wüiilc^n  in  der 

^(Miannton  Diaironale   zusannii(»nfall(Mi,   während   (li(»   beiden 
Pole»  (l(Ms<»lb(Mi    in    den   an   den  KndcMi   di(\ser  Diagcmale   be 
S(Mtenkant(»n  lägen. 

Nach  Ui(»ss  und  G.  II ose»  miissle  ein  vollständig  ausj 
'l'()|)as  vielseitige  Säule  mit  den  vierflächigen  Kndigungen;  bein 
sich  l'olg(»n(l(Mniass(»n  v<Mhalt(»n :  .,Bei(l(> EndigungcMi  wiirdcMi  un 
scMu;  (li(*  positive  Elektricität  würde  auf  den  an  den  Enden  de 
diagonah*  lieg(»n(len  S(Mtenkant(»n  nach  ihrer  ganzen  Ausdehi 

')  An   h(ü(liMi  Soil(Mi   \()lls!ämlif<  aiisfiohihlelo  Kr\stallo  standen  mir  (i 
zu   (ichote  .    und   die   \()rjiel'assto   Meinunfi .   dass  die   früher  unlersuelUeii 
I'julen   mit  j:<Mieif;ten   Fliiehen   \erselHMien   Kryslalle   als  eine  Art   Zwilling 
seiiMi  ,   IS.  S.  :J6i'  hinderte  mich,  die  an  ihnen  {gemachten  Hrobaehtunj^en 
Schlussfülj?erunj^en  zu  benutzen. 


I 
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treten,  von  dort  auf  den  Seitenflächen  schnell  abnehmen  und  gegen  die 
an  den  Enden  der  Makrodiagonale  liegenden  Seitenkanten  hin,  wie  auf 
diesen  selbst  verschwinden.  Negative  Elektricität  dürfte  auf  der  ganzen 
Oberfläche  nicht  zu  finden  sein." 

Die  vielfachen  Abweichungen  von  dem  soel)en  als   normal  aut- 
ge^lellten  Verhalten  sollten  nach  Riess  und  G.  Rose  durch  Verletzungen 
en (stehen.    „Verletzungen  an  den  makrodiagonalen  Seitenkanten  werden 
naoh  obigem  Schema  ein  Hervortreten  von  negativer  ElektricitUt ;  Ver- 
la tzungen   der  brachydiagonalen  Seitenkanten  ein  stärkeres  Auftreten 
YC^n  positiver  Elektricität  an  den   verletzten  Stellen   veranlassen.    Die 
Endkant^n  selbst  nehmen  Elektricität  von  den  ihnen  zunächst  liegenden 
elc^ktrischen  Stellen  auf;  die  Ends|)itze,  gewöhnlich  al)gestum[)n ,  ent- 
wickelt selbst  schwache  negative  ElektricitHt.    Ist  eine  Bruchfläche  da, 
sa    entwickelt  diese  in  der  langen  Diagonale  negative  ElektricitHt,  die 
wenn  sie  zuweilen  auf  der  Fläche  wegen  zu  grosser  Nähe  der  brachy- 
diagonalen Ecken  nicht  merklich  ist,  jedenfalls  dc^n  (elektrischen  Zustand 
der  nächsten  Kanten  verändert." 

Ich  habe  bereits  unmittelbar  darauf ,  im  61.  Bande  von  Pofif/eti' 
dorffs  Annalen  S.  289  fl'.  gezeigt,  dass  die  im  Vorstehenden  ange- 
rührten Ansichten  von  Riess  und  G.  Rose  der  Gesammtheit  der 
beobachteten  Thatsachen  nicht  entsprechen;  die  nachstehende  Mit- 
llieilung  meiner  neueren  Untersuchungen  wird  dies  noch  wxMter  bestä- 
tigen; wobei  ich  aber  bemerke,  dass  alle  von  Riess  und  G.  Rose  in 
ihrer  Abhandlung  speciell  angeftlhrtei>  Beobachtungen  richtig  sind,  dass 
jedoch  ihre  Untersuchungsmet hodcü  die  Wahrnehmung  schwäcluMer  (elek- 
trischer Zonen  nicht  gestattete  und  hierdurch  die  vollständige  Erkennung 
der  elektrischen  Erscheinungen  am  Topase»  unmöglich  machte. 

Bevor  ich  zu  meinen  neuen  Untersuchungen  über  das  elektrische 
Verhallen  des  Topases  übergehe,  wird  es  zweckmässig  sein,  in  Bezug 
auf  die  krystallographischen  Verhältnisse  und  die  Oberflächenbeschafl'en- 
bcit  dieses  Minerales  Einiges  vorauszuschickc^n. 

II.  Krystallisationsverhaltnisse  des  Topases« 

1.  Grundgestalt. 

Die  Krystalle  des  Topases  gehören  zum  rhombischen  Systeme. 
Ueber  die  am  zweckmässigsten  als  Grundgestalt  zu  wählende  Pyramide 
sind  die  Mineralogen  verschiedener  Ansicht.    N.  v.  Kokschar  ow,  der 


im  Jahre  1845  in  seinen  Materialien  zur  Mineralogie  Russlunds  (Bd.  2. 
S.  243)  eine  grosse  Reihe  höchst  sorgfältiger  Messungen  von  Winkeln 
am  sibirischen  Topase  bekannt  gemacht  hat,  wählt  als  Grundgestalt 
eine  Pvramide  von  den  Axenverhältnissen 

a:h:c=  1,80487  :  1,89199  :  1 
wo  a  die  Hauptaxe,  b  die  Makrodiagonale  und  c  die  Brachydiagonale 
bedeutet ;  und  es  scheint  ihn  ausser  dem  Umstände,  dass  jene  Pyramide 
an  den  sibirischen  Krystallen  gewöhnlich  vorkommt,  noch  besonders  das 
an  eben  diesen  Krystallen  fast  stests  und  zwar  meistens  in  beträchtlicher 
Ausdehnung  auftretende  horizontale  Prisma,  welches  die  makrodiago- 
nalen Seitenkanten  jener  Pyramide  abgestumpft,  zu  der  angeführten 
Annahme  bewogen  zu  hal)en. 

Dagegen  findet  sich  die  Pyramide  von  den  obigen  Dimensionen 
weniger  (oder  gar  nicht?)  bei  den  sächsischen  und  brasilianischen 
Topasen  *) ,  auf  deren  Endigungen  gewöhnlich  die  Flächen  einer 
stumpferen  Pyramide  mit  halb  so  langer  Hauptaxe  auftreten.  Da 
nun  die  Flächen  dieser  stumpferen  Pyramide  an  den  sibirischen 
Ki-j'stallen  ebenso  häußg  sich  zeigen,  wie  die  Flächen  der  vorhin 
genannten  spitzeren,  so  haben  andere  Mineralogen  eben  des  allge- 
meineren Vorkommens  wegen  *'^)  die  bezeichnete  stumpfere  Pyramide, 
welche  früher  als  Grundgestalt  angenommen  wurde,  beibehalten,  und 
ich  glaube  mich  dieser  letzteren  Ansicht  ohne  Bedenken  anschliessen  zu 
können,  weil  durch  die  Annahme  der  stumpferen  Pyramide  als  Grund- 
üfcstait  die  Beziehunü;en  der  vers(;hie(l(»n(»n  Krvstallrnlbrmen  zu  einandcM* 
an  Einfachheit  nicht  verlien^n.  l)i(;  Dimensionen  der  im  Folgenden  als 
(irundgestalt  ang(»nonimen(m  Pyiamidc»  sind  also: 

(/  :  b  :  c  =1  0,90 2i;i  :  1,8911)9  :  1. 

Zur  Berechnung  dieser  Verhältnisse  der  drei  Axen  sind  benutzt 
worden:  1)  der  Wink(»l  der  beiden  Flächen  des  Prismas  cx>  P  an  den 
brachydiagonalen  Kanten  =  124^  17',  und  2'  der  Winkel  zwischen  den 
Fläch(»n  des  brachydiagonalen  horizonlahui  Prismas  2  P  oo  und  der 
gegen  die  Axe  senkrechten  Durchgangsfläche  0  P  =  136'*  21'. 


r    , 


^)  All  (Ion  Non  mir  uiilorsuditiMi  säclisisclion  und  brasiliaiiischoii  Krystallen  habe 
ich  sio  wenigslcns  nicht  boohacliten  können. 

**)  Naumann,  Klcmcntc»  der  Min(Malüj<io  fi.  Aufl.    S.  :^29. 

''^')  Aus  den  obif^en  von  v.  Kokseliarow  i:efimdeiien  Wertlien  ei'i^iebt  sich, 
wie  man  soj^leieh  sieht,  der  Winkel  der  beiden  über  0  P  liei;eiiden  Flächen  des  bracliN- 
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2.  Krystallgcstaltcn. 

Wie  beim  Kalkspatli  und  dein  Bergkrystall  eine  genauere  Untei- 
sachung  einen  grossen  Reichihuni  verschiedener  Gestalten  an  diesen 
.Mineralien  nachgewiesen  hat,  ebenso  ist  auch  durch  die  neueren  Arbeiten 
über  den  Topas  die  Anzahl  der  an  ihm  zur  Erscheinung  konmienden 
einfachen  Krvstallformen  sehr  beträchtlich  vermehrt  worden. 

Bis  jetzt  sind  folgende  Formen  beobachtet  worden : 
ij    Grundgestalt  P. 

üj    Pyramiden  der  Hauplreihe:  J  P  •),  |  P,  2P  und  4P. 
3}    Brachydiagonale  Pyramiden:  iPj;  P2,  |  P2,  2^2,  ^P2,  iP2; 
P3  und  f  P3. 

4)  Makrodiagonale  Pyramiden:  V  P  J^;  JiPf;  P2,  1P2  '?) 

5)  Hauptprisma  ooP. 

6)  Brachydiagonale   verticale  Prismen:   cx>P?,  ooP2,  ool^S,  cx>P3, 
cx>P4,  oöP5(?) 

T.   Brachydiagonale    horizontale    Prismen    oder  Brachydomen:    f^cx>, 

\P(x>,  2Poo,  V«Poo,  3Poo,  4Poo  und  8Pcx>. 
8)    Makrodiagonale    horizontale  Prismen    oder    Makrodomen:    1  Poo, 

Poo  und  2Poo. 
9    Flächenpaar  senkrecht  gegen  die  Hauptaxe  0  P. 
10;  Flachenpaar  senkrecht  gegen  die  Makrodiagonale  cx>Poo.^*; 

tUa{j;onalen  horizontalen  Prismas  '*Poo==92"  ii',  was  niil  dem  von  ilnn  durch 
M«*ssii«g  erhahcnen  W'erthc  von  92"  ii,"/  sehr  gut  übereinst innnt.  Die  von 
>•  Kupffer  durch  Messung  für  diesen  Winkel  gefundene  Grösse  92"  45'  kann  nicht 
Jaf^egoii  angeführt  werden,  da  nach  \.  Kupffer's  eigner  Angabe  (Preisschrift  über 
ifonauo  Messung  der  Winkel  an  Krystallen  S.  78)  das  zu  bliesen  Messungen  verwandte 
Instrument  nur  von  :\  zu  ;j  Minuten  angab,  und  die  einzehien  Messungen  jenes  Winkels 
untereinander  um  0  Mhuiten  dilleriren. 

*)  Die  Gestalt  ^  P  ist  von  mir  an  den  im  folgenden  IV.  Abschnitte  unter  E  behan- 
delten Topasen  von  Mughia  in  Kleinasien  beobachtet  worden.  Obwohl  die  Flächen 
derselben  nicht  gut  spiegelten  .  gelang  doch  ihre  Bestinnnung  mittelst  des  Rellexions- 
gonionicters  so  weit,  dass  über  ihre  Bezeichnung  kein  Zweifel  blieb.  Der  Winkel 
zwischen  chier  Fläche  dieser  Gestalt  und  der  ihr  entsprechenden  Fläche  von  cx>  P 
Würde  zu  Hö"  15",  und  der  Winkel  zwischen  zwei  in  einer  inakrodiagonalen  Pol- 
kaiite  sich  schneidenden  Flächen  dei-selben  zu  133"  27™  gefunden. 

*';  Im  2.  Bande  der  zweiten  Auflage  seines  Tratte  bildet  Hauy  Fig.  132  und 

f  H  auch  die  Gestalt  ooPcx>,  und  zwar  in  ersterer  Figur  in  sehr  grosser  Ausdehnung 

ab.    Mir  ist  an  den  vielen  Krystallen ,  die  ich  untersucht  habe,  dieses  makrodiagonale 

Flächenpaar  nicht  vorgekommen  und    auch  v.   Kokscharow    scheint  es   nirgends 

beobachtet  zu  haben. 
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Ausserdem  sind  noch  einige  Flächen  beobachtet  worden,  die  ab^  M' 
theils  wegen  ihrer  Kleinheit,  theils  wegen  des  Mangels  an  Glanz  nich.  ^ 
bestimmt  werden  konnten,  so  dass  die  Gesammtzahl  aller  bis  jetz  ^ 
beobachteten  einfachen  Krystallgestalten  ungefähr  40  beträgt. 

Die  Häufigkeit  des  Auftretens  der  einzelnen  Gestalten  ist  ebenso^ 

wie  die  Ausdehnung  ihrer  Flächen  sehr  verschieden ;  sie  wechseln  beson 

ders  mit  den  Fundorten. 

Auffallend  in  der  vorhergehenden  Zusammenstellung  ist  das  sehr 
bedeutende  Vorwalten  der  brachydiagonalen  Gestalten  gegenüber  den 
makrodiagonalen.  Dieses  Vorwalten  erstreckt  sich  aber  nicht  blos  auf 
die  Anzahl  der  Gestalten ,  sondern,  wie  wir  später  bei  der  speciellen 
Beschreibung  der  einzelnen  Ki^stalle  sehen  werden,  auch  auf  die  Häufig- 
keit des  Vorkommens  und  selbst  die  Grösse  der  Flächen.  Während  zahl- 
reiche Krystallcombinalionen  (und  zwar  sind  dies  die  gewöhnlichen, 
vorkommen,  welche  gar  keine  makrodiagonalen  Pyramiden  und  Prismen 
tragen,  dürfte  eine  Combination  ohne  eine  brachydiagonale  Gestalt  kaum 
bekannt  sein. 

3.  Durchgänge. 

Die  Kryslalle  (l(»s  Topases  sind  [)aral]el  ihrer  Basis  ^0  P]  vollkommen 
spaltbar;  doch  (inden  sich  auch  noch  Spuren  von  anderen  Durchgäntren. 

i.  OpI  isclu»  Ax(»n. 

Die»  optischen  A\cn  (l(»s  Topascvs  li(^ij;en  im  brachydiagonalen  Haupl- 
schniltc:  doch  sind  in  den  verschiedenen  Varietäten  die  von  ihnen  ein- 
i;eschlosscMi(Mi  Wink(H  nicht  i!:leich  ü;ross. ' 

*).   llomimor|jhismus. 

Oben  S.  361  ist  angelührt  wordcMi,  wie  Hauy  durch  die  Eigenschaft 
des  T()|)ases,  infoli^o  von  Temperalurveränderungen  elektrisch  zu  werden 
zu  der  Vernuithung  !:!:eführt  wurde,  dass  der  Topas  ebenso  wie  der  mit 
i^^eicher  Eigenschaft  bc^gable  Turmalin  an  beiden  Enden  verschiedene 

')  VÄue  ii(Mijiu(Mo  Bosliininiini;  der  Wiiikol  zwischon  den  optischen  Axen  bei  den 
im  Na('hf()ij;enden  auf  ihr  eloklrisches  Verhalten  untersuehten  KrysUdlindividuen .  so 
{grosses  Interesse  sie  auch  vielleiclit  dargeboten  haben  Ivönnte ,  Hess  sich  nicht  aus- 
führen, N\eil  ein  ZersehneitkMi  der  mir  freundlichst  gelielienen  mögHchst  vollkommenen 
Kr^stalle  /u  Prismen  oder  Platten  nicht  tliunlich  war. 
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Bildungen  zeigen  wei'de,  wonn  später  an  beiden  Enden  ausgebildete 
Krj'slalle  gefunden  werden  sollten;  und  wie  er,  nachdem  er  in  den 
Besitz  YollätHndig  ansgebildetcM*  brasilianischer  Krystalle  gelangt  war,  an 
den  l)eiden  Enden  der  Hauptaxe  verschiedene  Ausbildungen  (llemimor- 
phisuiusV  zu  erkennen  glaubte. 

Die  drei  in  der  zweiten  Auflage  seines  Traite  de  mineraL  2.  Bd. 
Tai   49,    Fig.    132—134  abfl:ebildeten  Krvstalle    enthalten    fols:ende 
Combinationen : 
derei-ste:  ool^3,  ooPoo,  2Poo  und  Poo;  jedoch  Poo  nur  am  oberen, 

nicht  am  unteren  Ende; 
der  zweite:  ooP,  ooP2,  P,  2Poo  und  2Pcx>;  jedoch  2Pc»  nur  am 

oberen,  nicht  am  unteren  Ende; 
der  tlrilte:  ooP,  ooP2,  P,  2  Poo  und  J^P2;  jedoch  |  P2  nur  am  ol)eren, 

nicht  am  unteren  Ende. 
Es  sind  also  an  jedem  Krystalle  andere  Fluchen,  die  nach  Hauy  heuii- 
nvorphisch  autlreten  sollen. 

Diesen  von  Hauy  angeführten  Beispielen,  in  denen  Flüchen  an 
(lern  einen  Ende,  nicht  aber  an  dem  anderen  sichtbar  sind,  könnte  ich 
aus  den  von  mir  untersuchten,  später  zu  beschreibenden  Krystallen  noch 
iwehi'ere  beifügen  (z.  B.  den  schönen  Krystall  vom  llmengebirge  No.  27, 
der  nur  an  dem  einen  Ende  die  Flachen  von  4Poo'^)  trUgt,  oder  den 
Krvstall  No.  1  voni  Schneckenstein,  an  welchem  dieselbe  Gestalt  an 
dem  einen  Ende  nur  mit  einer  einzigen  FlUche  auftritt  u.  s.  w.).  Dessen- 
ungeachtet glaube  ich  aber  nicht,  dass  wir  in  den  angeführten  Topas- 
krystallen  einen  wirklichen  Hemimorphisnms,  wie  solcher  beim  Turmalin 
sich  zeigt,  vor  uns  haben.  Es  sind  bei  manchen  Topasen  durch  die 
übenuä.ssige  Ausdehnung  gewisser  Flüchen  andere  am  Hei-vortreten 
verhindert  worden,  eine  Erscheinung,  tlie  auch  bei  andei-en  Mineralien 
zahlreich  sich  findet,  ohne  dass  man  daraus  auf  eine  hemimorphische 
Ausbildung  zu  schliessen  berechtigt  ist.  Auch  beim  Topas  w  Urde  Hauy 
dies  nicht  gethan  haben ,  wenn  ei*  nicht  infolge  der  thermoelektrischen 
Krrejjung,  die  anPJnglich  von  iluu  als  in  der  A\e  polar  (vitree  d'un  cote 
etresineuse  de  Tautre**}  angenonmien  wurde,  den  Topas  als  analog  denj 
TurmaBn  betrachtet  hatte. 


*)  Ich  bemerke,  dass  diese  Gestalt  nicht  zu  denen  geliört ,  die  von  Hauy  als 
■*™™>rphi8ch  angegeben  werden. 
**)  S.  oben  S.  3üü. 


üobrigons  gestatten  die  von  Hauy  gegebenen  Abbildungen  der 
Krystiille  (Fig.  132  bis  134)  keine  strenge  jßeurtbeilung,  da  er  dieselben 
nicht  in  der  wirkliehen  Ausdehnung  ihrer  Flächen,  sondern  nur  Schema- 
tisch  dargestellt  hat.  Auch  dürfte  wohl  zu  beachten  sein ,  dass  gerade 
IxMHi  brasilianischen  Topase  die  Flächen  nicht  scharf  ausgebildet  sind, 
sondei'n  häufig  durch  Krümmungen  in  einander  verlaufen. 

Wollten  wir  derartiges  Fehlen  von  Flächen  an  dem  einen  Ende  de 
Hauptaxe,  wie  die  mir  vorliegenden  Ki-j stalle  es  zeigen,  als  Hemimor 
phismus  auffassen,  so  würde  z.  B.  auch  nach  der  Makrodiagonale  ebens 
gilt  ciin  Hemimorphisnms  anzunehmen  sein,  indem  ich  im  Folgendei 
Heispiele  bringen  werde  *) ,  wo  an  der  einen  makrodiagonalen  Seite 
kante  die  Flächen  des  Prismas  oo  1^  3  und  die  eine  Fläche  von  oo  P 
auftreten,  während  sie  an  der  gegenüberliegenden  Kante  nicht  wah 
nehmbar  sind.*  *)  Es  können  und  werden  solche  Unsymmetrien  mit  d 
(^l(;ktris(;hen  Verhältnissen  (Intensität  und  Ausdehnung  der  elektrisch^^^ii 
ZoiuMii  in  Bcv.iehung  stehen;  auf  einen  Hemimorphismus,  wie  wir  solch^?^  »i 
beim  Turmalin  haben,  weisen  sie  aber  nicht  hin,  und  bedingen  au(L_"r^  1 1 
nicht,  wie  bei  diesem,  entgegengesetzte  Polarität  an  den  verschieden^ *^ 
gestalteten  Enden  der  betreffenden  Axe. 

Die  im  Vorstehenden  von  mir  ausgesprochene  Ansicht  wird  nocz^** 
dadurch  unteistützt,  dass  unter  d(»n  mir  vorliegenden  an  beiden  End 
ausgebildeten  Kryst allen  gerade  die  schönsten  und  vollkommensten  (i 
Ausnahme  des  zuvor  S.  371  erwähnten  Krvstalles  No.  27  vom  Urne 
gebirge)    keine  hemimorphische   Gestaltung  nach  der  verticalen  ,A 
zeigen.  Auch  N.  v.  Koksch  arow  hebt  von  einem  aus  dem  Borschtscb 
vvotschnoi-Gebirgszuge  stanunenden  vollkommen  farblosen  und  durc 
sichtigen  Topaskrystalle  von  ungefähr  2V2  Centimeter  Länge  und  1 V4  t^c 
timetc^r   Breite   im  grössten   Durchmesser    als  besonders   merkwürd 
henor,  dass  derselbe  an  beiden  Enden  vollkommen  und  ganz  symm 
trisch  ausgebildet  sei.'^  ■) 

*)  Kryslall  No.  i,  No.  4,  No.  5. 

**)  Analoge  scheinbar  hemimorphische  Bildungen  werde  ich  später  an  den  End 
der  Brach ydiagonale  des  Schwerspalhs  nachweisen. 

"■    Materialien  u.  s.  w.  i.  Bd.  S.  t'M).    Der  betretVende  Krystall  ist  begrenzt  v 
den  Flächen  0  P,  }\\  \\  i\\  cx>P,  cx>Pi,  ooP3,  ooPoo,  2Poound  iPcXD.    Unt 
diesen  Geslallen  lindel  sicii  zwar  keine  \on  denjenigen,  welche  Hauy  als  homimc^ 
pliisch  Nerzeichnet  hat,  woiil  aber  die  von  mir  nur  an  dem  einen  Ende  eines  KrystaL 
ans  dein  Ihnengebirge  beobachtete  GeMalt   iPoo. 
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Man  könnte  al)cr  geneigt  sein,  eine  andere  verschiedene  Ausl)ildung 
der  l)eiden  Knden  als  Beweis  für  den  Heniiniorpliisnius  des  Topases 
anzuseben.    Bereits  1840  habe  ich  in  meiner  Habihtationsschrifl  auf  das 
Vorkommen  von  Topaskrystallen  aufmerksam  gemaclit,  welche  an  dem 
einen  Ende  gegen  die  Axe  geneigte  Flächen,  am  anderen  dagegen  eine 
gegen  die  Axe  senkrechte,  oft  auch  am  Rande  mit  sehr  kleinen  geneigten 
Facetten  versehene  Fläche  tragen,  die  durch  ihre  diusige  oder  narbige 
Ileschafronheit  in  aller  Bestimmtheit  kund   gibt,   dass  sie  kein  Durch- 
§5ang,  sondern  eine  infolge  der  Krystallisation  entstandene  Fläche  ist. 
Die  damals  untersuchten  beiden  Krystalle  waren   sächsische;    gegen- 
>^ärtig  liegen  ausser  sächsischen  auch  zwei  sibirische  und  zahlreiche 
l>rasilianische  Krystalle  von  gleicher  Form  mir  vor.    Aber  auch  diese 
Bildung  kann  ich  als  eine  hemimorphische  nicht  anerkennen;  sie  ist  nur 
c^in  Zeichen  von   mangelnder   Eneigie    der   Krystallisationskratl ;  jene 
drüsige  Endfläche  verdankt,  ähnlich  w  ie  die  matte  senkrecht  gegen  die 
Hauptaxe  gerichtete  Fläche  einiger  wenigen  Bergkrystalle  *),  zahlreichen 
Spitzen,  welche  in  eine  Ebene  fallen,  ihre  Entstehung.    Dass  diese  An- 
sicht die  richtige  ist,  ergibt  sich  aus  der  genaueren  Betrachtung  der 
brasilianischen  Topase,  die  nicht  nur  auf  der  gegen  die  Axe  senkrechten 
¥läche  des  unteren  Endes,  sondern  häudg  auch  auf  den  gegen  die  Axe 
geneigten  Flächen  des  oberen  Endes  die  Bildung  zahlreichei-  dünner  der 
Axe  parallelen  Krystallfasern  oder  Blätter  und  ihre  Vereinigung  zu  einem 
Gesammtindividuum  darthun.   Vielleicht  weist  auch  die  matte  Beschaffen- 
heit der  Endfläche  am  oberen  Ende  der  sächsischen  und  gew  isser  sibi- 
rischen Krystalle  auf  eine  solche  Zusanmiensetzung  der  Topaskrystalle 
^rhaupt  hin. 

N.  V.  Kokscharow  stellt  sich  die  Entstehung  dieser  unvollkom- 
menen Fläche  am  unteren  Ende  anders  vor.  Er  sagt  "*) :  „Es  wird 
öicht  überflüssig  sein,  hier  einiger  Eigenthümlichkeiten  zu  gedenken, 
welche  dem  grössten  Theile  der  Topaskrystalle  aus  der  Gegend  des 
Flasses  Urulga  eigen  sind^''),  nämlich:  viele  Krystalle,  die  an  ihrem 
oberen  Ende  vollkommen  ausgebildet  sind,  und  mehrere  Flächen  zeigen, 
bieten  dagegen  an  ihrem  unteren  Ende  eine  einzige,  mehr  oder  weniger 


*)  M,  4  3  dieser  Abhandl.  S.  336. 
**]  Materialien  u.  s.  w.    3.  Bd.  S.  i\\. 

***]  y,Aehnliche  Eigenthünilichkeiten  linbo  ich  aiirh  an  einem  Topaskrystalle  ans 
Brasilien  beobachtet.*' 

Abäandl.  d.  K.  3.  OMellscb.  d.  Wirisensvb.     \l\  .  ^(> 


drusenartige  Oberfläche  dar,  welche  man  auf  den  ersten  BHck  für  ein« 
wirkliche  Krystallfläche ,  d.  h.  für  die  nicht  ganz  gut  ausgebildete  0  T 
halten  könnte.    Es  erscheint  jedoch  sogleich  sehr  auffallend :  wesball) 
die  Krystallisationskrafl,  die  am  oberen  Ende  des  Krystalles   mit 
grosser  Regclmassigkeit  gewirkt  hat,   den  unteren  Theil  desselben 
plötzlich  verlassen  hat.    Man  erklärt  sich   die  Sache  gewöhnlich  gac»>'2 
einfach,  dass  die  Topase  in  einer  Höhle  entstanden  sind,  woher  d 
obere  Ende  derselben  in  leeren  Zwischenräumen  keinen  Hindemissee- 
zur  vollkommenen  Ausbildung  begegnete,  während  das  untere  Ende  d 
Felsart  zugewandt  war  und  daher  nicht  mit  derselben  Regelmdssigkc 
auskrystallisirt  werden  konnte.  *)    Eine  etwas  gründlichere  Untersuchu 
zeigt  indessen,  dass  eine   solche  Erklärung  unpassend  ist.    Die  obe 
erwähnte  Eigenthümlichkeit  der  Topaskry stalle  hängt  von  ganz  andere 
zum  Theil  geologischen  Ursachen  ab,  nämlich  :  die  Topaskrystalle  wurdei 
noch  in  den  Bergen  in  zwei ,  drei  oder  mehrere  Theile  in  der  Richiu 
ihrer  vollkommensten  Spaltbarkeit  gebrochen,  wahrscheinlich  infolge  de.  = 
geologischen  Dislocationen,  die  in  den  Bergen  fast  in  demselben  Augen—  - 
blick  oder  nach  der  Bildung  der  Topaskrystalle  statt  gefunden  hatten.^ 
Oft  blieben  die  gebrocheneu  Theile  fast  auf  ihrem  Platz  und  der  KrystaM 
erhielt  in  diesem  Falle  mehr   oder  weniger  breite  Risse.    Nun  ist  e«- 
sichtbar,  dass  das  erste  auf  diesem  Art  entstandene  Bruchstück  an  seinen^ 
oberen  Ende  alle  Zuspitzungsflächen  beibehalten  muss,  während  es  a 
seinem  unteren  Ende  durch  eine  Spaltungsfläche  begrenzt  wird; 
folgenden  Bruchstücke  müssen  an  ihren  beiden  Enden  von  Spaltungs 
llächen  begrenzt  werden,  und  endlich  das  letzte  Bruchstück  nmss  a 
seinem  obeion  Ende  (mit  wc^lciiem  es  mit  dei*  Felsart  verwachsen  war,; 
eine  unregelmässige ,  wurzc^lförmige  Oberiliiche  zeigen.    Wenn  jetzt  in 
die  Risse  der   gebrochenen  lopaskryslalle   die   Auflösung   des  Topas- 
stolfes  eindringt,  so  bedecken  sich  alle  c^itblössten  Spaltungsfläehen  mit 
einer  krystallinischen  To|)askruste.    Also  die  untere  Fläche  des  grössten 
Theiles  der  Topaskrystalle,  die  ein  drusenartiges  Ansehen  hat,  und  die 


*)  ,,Eine  soIcIm»  Erkliinni{<  findet  sclion  i^leich  darin  folgenden  W^iderspruch :  wenn 
das  unlcM'c  Endo  des  Krystalles  Hindernissen  seitens  der  Felsarl  bei  seiner  Bildung  be- 
^'egnele,  so  kornite  (»s  auch  keine»  Kegelmässii^keit  empfangen,  während  dasselbe  an 
den  Exemplaren,  \on  denen  hier  die  Kede  gehl,   wenn  nicht  ganz,  doch  noch  immer 


regelmässig  genug  ist.'* 
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man  mit  einer  Krystallflüche  leicht  verwccliseln  kann,  ist  ein  ganz 
freiiides  Element  für  das  Individuinn  und  nichts  anderes  als  die  oben 
erwähnte  Kruste.*)  Den  Grund  der  eben  gegebenen  Erklärung  habe 
ich  an  einem  Exemplare  aus  der  Sammlung  meines  verehrten  Freundes 
P.  V.  Kotsch  übe y  gefunden.  Dies  Exemplar  besteht  aus  einem  Granit- 
slttck,  auf  welchem  sich  ein  Topaskrystall  befindet,  der  in  der  Richtung 
seiner  vollkommensten  Spallbarkeit  in  drei  Theile  gebrochen  ist,  und 
dessen  entblöste  SpaltungsflUchen  mit  einer  krystallinischen  Topaskruste 
bedeckt  sind.^^ 

Wenn  auch  die  von  N.  v.  Kokscharow  im  Vorstehenden  ange- 
gebene Entstehungsweise  der  fraglichen  FlUche  möglich  ist,  und  vielleicht 
in  einzelnen  Füllen,  wie  dem  letztgenannten,  eingetreten  sein  sollte,  so 
ist  sie  doch  nicht  die  allgemeine,  wie  sich  aus  der  Beschaffenheit  dieser 
drüsigen  Fläche  mit  voller  Bestimmtheit  ergibt;  es  erscheint  diese  Fläche 
durch  zahlreiche  Krystallk^ipfe  gebildet.    Ferner  dürfte  auch  die  sehr 
gewöhnliche  Erscheinung,  dass  die  bezeichnete  drusige  Endfläche  noch 
von  kleinen  Pyramiden  flächen  umgeben  ist,  der  Allgemeinheit  der  von 
V.  Kokscharow  angenommenen  Bildungsweise  nicht  entsprechen.**) 
Uebrigens  ist  eine  verschiedene  Stärke  der  Krystallisationskraft  an  den 
entgegengesetzten  Enden  der  Axen  nichts  Ungewöhnliches,   und  ich 
habe  in   meinen  Untersuchungen  über  die  thermoelektrischen  Eigen- 
schaften des  Bergkrystalles  wiederholt  darauf  hingewiesen.    Gewöhnlich 
wigl  das  eine  Ende  der  Bergkry stalle  wegen  seiner  vol Ikonmieneren 
Ausbildung  eine  stärkere  elektrische  Erregung,  und  ein  gleiches  Ver- 
halten werden  wir  auch  später  bei  ringsum  ausgebildeten  Topasen  an- 
treffen; die  Krystalle  vermögen  gewissermassen  erst  aus  einem  unvoll- 
kommeneren Grundbau  sich  zu  voller  Entfaltung  zu  erheben. 

6.  Beschaffenheit  der  Flächen. 

Die  Flächen  mancher  Krystallformen  des  Topases  zeigen  in  Rück- 
sicht auf  Glanz  und  Glätte  ziemlich  constant  dasselbe  Verhalten,  während 


*)  ,,Za  dieser  Kategorie  von  KryslalltMi  gehören  auch  die  von  P.  v.  Kolschubey 
beschriebenen  Conibinationcn  (ooP,  cx>P2  und  oP)  eines  Topaskryslalles  vom  Flusse 
Cruiga.'' 

**}    Man  müsste  annehmen ,    dass   alle   diese  Topase   dichl  über   der  Spitze   des 
unteren  Endes  abgebrochen  wären. 

2(r 
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auf  den  Flächen  anderer  Gestalten  diese  Eigenschaften  in  verschiedene 
Graden  auftreten. 

Die  Flächen  der  verticalen  Prismen  oo  P  und  oo  p  2  sind  glänzei 
und  gewöhnlich  parallel  der  üauptaxe  gestreift;  doch  werden  d 
Flächen  oo  p  2  von  den  Flächen  öd  P  an  Stärke  des  Glanzes  Übertreffe 
Die  Flächen  oop3  zeigen  öfter  einen  eigenthUmlichen ,  durch  eine  j 
der  Oberfläche  scheinbar  blätterige  oder  faserige  Structur  erzeugten  b 
perhnutterartigen  Glanz. 

Bei  den  brasilianischen  Krvstallen  erscheinen  die  verticalen  Fläcbi 
durch  abwechselndes  Auftreten  der  beiden  Prismen  ooP  und  oof 
häufig  gerundet. 

Die  Flächen  der  Brachydomen  sind  meistens  glänzend;  de 
kommen  auch  Fälle  vor,  wo  dieselben  fast  matt  und  rauh  erscheine 
im  Allgemeinen  dürfte  der  Glanz  mit  der  Annäherung  an  die  Ed 
fläche,  d.  h.  mit  dem  Stumpferwerden  des  oberen  Winkels  des  Prism 
abnehmen. 

Die  Flächen  der  Makrodomen  zeigen  sich  theils  glänzend,  the 
matt.  Sind  die  Flächen  von  2Poo  parallel  ihren  Combinationskant 
mit  2  P  gestreift,  so  verstärken  sich  die  Streifen  nach  dem  oberen  En 
hin  und  gehen  nach  beiden  Seiten  bogenförmig  in  die  Flächen  von 
über.  Üefter  werden  diese  Sireifungen  so  tief  und  unregelmässig,  d« 
die  Flächen  2  P  oo  ein  ganz  unebenes  Aussehen  erhalten. 

Die  Flächen  der  Pyraniiden  sind  gewöhnlicli  glänzend;  ihr  Gla 
scheint  ebenso,  wie  bei  den  horizontalen  Prismen  mit  der  Annäheru 
zur  Endfläche  abzunehmen,  so  dass  die  Flächen  von  ^  P  horizontal  i 
streift  und  bisweilen  rauh  erscheinen.  Auch  sind  die  Pvramidenfläcl] 
öfter  schwach  gekrümmt,  weshalb  die  Durchschnittskanten  gekrüms 
Linien  bilden,  wie  dies  auch  für  die  Durchschnittskanten  der  horizc 
talen  Prismen  2  Poo  und  J  P^^  schon  von  v.  Kokscharow")  angegel 
worden  ist.  Bei  den  brasilianis(*hen  Krvstallen  verlaufen  die  Fläcl 
oft  stark  gekrümmt  in  einander,  oder  zeigen  mehr  oder  weniger  ti 
Rinnen  und  Furchen. 

Die  Endfläche  0  P  ist  fast  stets  matt,  und  man  darf  in  den  Fäll 
wo  sie  glänzend  erscheint,  wohl  fragen,  ob  sie  nicht  erst  durch  Ablö: 
eines  dünnen  Blättchens  ihren  Glanz  erhalten  hat. 


*)  V.  Kokscharow,  Materialien  u.  s.  w.    Bd.  i.  S.  344  ff. 
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IIL  Verfakren  bei  der  Hiitersnchniig  der  Thermoelektricität  des  Topases 

und  Darstellniig  der  erhaltenen  Resultate. 

Das  Verfahren  bei  der  Untersuchung   der  ThernioolektricitiU  des 
Topases  glich  anfänglich  dem   beim  Bergkrystall  angewandten  und  in 
Bd.  13  dieser  Abhandlungen  S.  342  ff.  beschriebenen.   DieTopaskrystalle 
wurden  auf  dem  in  der  eben  ei-\vähnten  Abhandhmg  Taf.  1.  Fig.  1  abge- 
bildeten, kleinen  eisernen  Ofen  bis  auf  die  zu  prüfende  Fläche,  Kant« 
oder  Ecke  in  Eisenfeilicht  i''oder  bei  hinreichender  Kleinheit  in  Platin- 
sand)  eingehüllt,  mit  einer  messingenen  Haube  bedeckt  und  dann  erhitzt, 
bis  ein  daneben  in  dem  Eisenfeilicht  stehendes  Thermom(*ter  1 40  bis  1 50" 
(fcei  Krystailen,  wo  ein  Zerspringen  zu  befürchten  war,  auch  nur  110" 
bis  120")  zeigte.    Nach  dem  Auslöschen  der  in  dem  kleinen  Ofen  beünd- 
Jichen  Lampe  wurden  sie  der  Abkühlung  überlassen ,  bei  ungefähr  9ö" 
die  messingene  Haube  abgenommen  und  die  von  der  vorhergegangenen 
Erhitzung  herrührende  Elektricitiit  durch  Bestreichen  mit  einer  Alkohol- 
flamme entfernt.    Die  genauere  Prüfung  der  elektrischen  Beschaffenheit 
auf  den  verschiedenen  Punkten  der  freien  Theile  begann  erst,  nachdem 
das  Thermometer  bis  auf  40  oder  30"  gesunken  war;   wahrend  des 
^weiteren  Sinkens  des  Thermometers  von  30®  auf  20"  traten  wegen  der 
Langsamkeit  der  Abkühlung  keine  beträchtlichen  Aenderungen  in  der 
Starke  der  Elektricitäten   mehr  hervor,   so  dass  in   nicht  zu  langen 
Zwischenzeiten  ausgeführte    Messungen,    soweit  es   zu  vorliegendem 

Zwecke  nöthig  erschien,  vergleichbar  waren. 

In  der  zuvor  beschriebenen  Weise  ist  ein  grosser  Theil  der  Unter- 

suchttngen   über  die  Elektricität  der  erkaltenden  Topase   ausgeführt; 

hei  den  übrigen  ist  jedoch  ein  etwas  abgeändertes  Verfahren  in  Aus- 

fdhrang  gebracht  worden. 

Zunächst  wurde  das  Eisenfeilicht,  weil  es  nach  längerem  Gebrauche 

durch  zu  starke  Oxydation  keine  vollkommene  Ableitung  mehr  gewährte, 

durch  Kupferfeilicht  ersetzt,  welches  ausserdem   noch  den   Vortheil 

darbot,  die  Krystailflächen  weniger  zu  beschmutzen. 

Vor  Allem  musste  aber  der  grosse  Zeitverlust,  welchen  die  bei 

jedem  einzelnen  Versuche  nach  einander  erforderliche  Erhitzung  und 

Ablctthlong  auf  dem  kleinen  Ofen  nothwendig  zur  Folge  hatte,  beseitigt 

werden,  weil  sonst  die  Untersuchung  so  zahlreicher  Krystalle,  wie  sie 

beim  Topas  und  ebenso  später  beim  Schwerspath  nöthig  wurde,  fast 
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unciusfuhrbar  gewesen  sein  würde.     Zu  diesem  Ende   licss  ich  eine 
grössere  Anzahl  rundhchi^r  Schalen,  sowie  cylindrischer  und  parallel- 
ef)i|)e(lischer  Gefässe  der   verschiedensten   Grössen   und   Dimensionea 
aus  dUnn(Mn  Kupferblech  anfertigen,  füllte  sie  mit  Kupferfeilicht,  und 
hüllte  in  dieses  den  Krystall  bis  auf  die  zu  untersuchende  Stelle  em. 
Diese  Schalen  wurden  dann  in   einen  kleinen  kupfernen. Trockenofen 
von  0,19"*  Länge,  0,U"  Breite  und  0,12"*  Höhe,  und  zwar  auf  eiaon 
im  Innern  desselben  angebrachten  durchlöcherten  Boden  gesetzt,  uivkd 
der  Ofen  durch  eine  unterhalb  befindliche  Gasflamme  erhitzt.    Ein     im 
Innern  des  Ofens  angebrachter  Quecksilberregulator  hielt  die  Temperat.  ^r, 
welche  durch  ein  in  die  Lufl  des  eingeschlossenen  Raumes  eintauchen- 
des Thermometer  gemessen  wurde,  so  weit  es  nöthig  w^ar,  constcm^nt. 
Die  Temperatur  im  Innenraume  wurde  gewöhnlich  bis  1 1 0**  oder  a  mach 
120"  (],  erhöht.    Hatten  die  Schalen  eine  genügende  Zeit  in  dem  heiäs-^sen 
Räume  gestanden,  und  infolge  dessen  ihr  Inhalt  nahezu  die  Temper^^itur 
desselben  erreicht,  so  wurden  sie,  je  nach  Bedürfniss,  einzeln  hera^us- 
genommen,  und  nachdem  die  freien  Krystallflächen  oder  Kanten  (m^  der 
Ecken    durch  Bestreichen    mit  einer  Spiritusflamme  von   aller  EÄek- 
tricität  gesäubert  waren,  behufs  der  Abkühlung  auf  eine  kalte  zur  Ei  rde 
abgeleitete  Eisenmasse  gestellt.     Nach   längerer  oder  kürzerer  Damer 
dieser  Abkühlung  wurde  eine  solche  Schale  in  das  auf  dem  oben    er- 
wähnten kleinen  eisernen  Ofen  (der  jetzt  nur  als  Untersatz  diente,)  stuf- 
gehäufte  Kupferfeilicht  etwas  eingedrückt,  und  dann  die  freie  Oberfläc/ie 
des  Krystalles  in  der  nachher  zu  erläuternden  Weise  auf  ihr  elektrisches 
Verhallen  untersucht. 

Das  eben  beschiiebone  Verfahren  bietet  ausser  der  Ersparniss  an 
Zeit  und  vor  Allem  der  gleichmässigeren  Durchwärmung  der  KryslaUe 
au(;h  noch  wTJtcre  Vortheile ,  indem  erstens  die  langsame  Erwärmung 
im  Lufträume   die  Gefahr  des  Zerspringens  der  Krystalle  vermindert, 
(wie  denn  auch  von  den  sehr  vielen  wiederholt  in  dem  kleinen  Gasofen 
erhitzten  Topas-,  Schwerspath-  und  Aragonitkryst^llen  bis  jetzt  nur  ein 
einziger  S(*hr  grosser  brasilianischer  Topas,  und  zwar  beim  ersten  Er- 
wärmen, wahrscheinlich  infolge  der  verschiedenen  Ausdehnung  einer 
an  der  einen  Seitenfläche  ansitzenden  fremdartigen  Schicht  zersprungen 
ist,)  und  indem  zweitens  die  Beweglichkeit  der  kupfernen  Schalen  auf 
dem  Kupferfeilicht  des  eisernen  Ofens  die  Füglichkeit  gewährt,  durch 
angemessene  Drehung  derselben  die  zu  untersuchenden  Flächen,  Kanten 
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oder  Ecken  stets  in  die  für  die  Beobachtung  der  Annäherung  der  Dralit- 
spitze  geeignetste  Beleuchtung  und  Lage  zu  bringen,  was  bei  dem 
früheren  Verfahren ,  wo  der  Krystall  in  dem  auf  d(Mn  Ofen  liegenden 
Eisenfeilicht  fest  stand,  nicht  möglich  war. 

Dagegen  waren  bei  i\vm  neueren  Verfahren  die  Perioden  der  Ab- 
kühlung, in  welchen  die  Krystalle  untersucht  wurden,  nicht  mehr  wie 
früher  genau  dieselben ,  indem  sofort  nach  Prüfung  eines  Kryst<jill(vs  ein 
anderer  zuvor  zur  Abkühlung  hingcjstellter  der  Untersuchung  unter- 
worfen wurde ,  der  je  nach  den  Umständen  in  seiner  Erkaltung  mehr 
oder  weniger  weit  vorgeschritten  war ;  es  sind  also  die  nach  dem  neuen 
Verfahren  auf  verschiedenen  Flächen  eines  und  desselben  Krvsl alles 
ausgeführten  Messungen  weniger  vergleichbar  als  die  durch  das 
frühere  erhaltenen,  während  selbstverständlich  die  auf  einer  und  der- 
selben Fläche  bei  derselben  Abkühlung  gemachten  Beobachtungen  ihre 
frühere  Vergleichbarkeit  behalten.  ■) 

Die  Messung  der  Elektricitlit  geschah  beim  Topas  in  gleicher  Weise 
wie  früher  beim  Bergkrystalle  und  Boracit  durch  Annäherung  der  Spitze 
eines  mit  dem  Goldblättchen  meines  Elektrometers  in  Verbindung  stehen- 
den Platindrahtes  mittelst  der  Bd.  13  S.  344  dieser  Abhandlungen 
beschriebenen ,  und  auf  der  zugehörigen  Tafel  I.  Fig.  1  abgebildeten 
Hebelvorrichtung,  deren  Schlitten  aber  nicht  wie  bei  der  früheren  aus 
Holz,  sondern  aus  Messing  construirt  waren.  Ausserdem  erhielt  die- 
selbe noch  den  Bd.  13  S.  346  schon  angedeuteten  Zusatz.  Bei  der 
früher  benutzten  Einrichtung  stiess  der  dem  Krystalle  genäherte  Platin- 
draht F,  wenn  er  durch  den  Hebel  LL  aufwärts  bewegt  wurde,  an 
einen  feststehenden' Platindraht  f/,  um  sich  und  das  Elektrometer  zu 
entladen.  Es  blieb  aber  selbstverständlich,  wenn  die  Spitze  des  ersteren 
Platindrahtes  nur  1  bis  2  Linien  von  der  Oberfläche  des  Krystalles  ent- 
fernt wurde,  durch  die  Vertheilungswirkung  seitens  des  Krystalles  stets 
noch  eine  gewisse  Elektricitätsmenge  in  dem  Drahte  gebunden;  der 
Ausschlag  im  Elektrometer  beim  Annähern  der  Drahtspitze  an  den 
Krystall  war  daher  auch  von  dem  Wege,  welchen  die  Spitze  des  beweg- 
lichen Platindrahtes  durchlief,  abhängig.    Es  wurden  nun  bei  den  Ver- 


*)  Auf  Krystallen  von  vorschiedeiier  Grösse  nach  dein  ersten  Verfahren  ausge- 
führte Messungen  waren  ebenfalls  nicht  streng  vergh^lchbar ,  weil  aucli  bei  gleichen 
Thermometerangaben  doch  die  AbkühhingsverhjUtnisse  sich  verschieden  gest^ilteten. 
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siichon  am  BortjkrN stalle  diese  Hulihühcn  durch  Verstellen  des  oberen 
Drahtes  dorn  Aiij2:ens(*h(»ino  narh  m()ß:liclisl  j2:leirhgemacht,  wasfürdip 
damaligen  Beobachdingen,  wo  gewöhnlich  alle  zu  vergleichenden  Punkte 
in  einer  Ebene  lagen ,  ausreichte.  Bei  der  Untersuchung  des  Topases 
trat  aber,  weil  die  zu  prüfenden  Stellen  öftiM*  nicht  in  einer  Ebene  lagen, 
und  zum  Theil  auch  für  die  Beurtheilung  der  auftretenden  elektrischen 
Vorgänge  eine  genauere  .Messung  erfordert  w  urde ,  die  Notliwendigkeit 
ein,  die  zuvor  bezeichnete  Hubhöhe  l)ei  allen  Beobachtungen  gleich  zu  . 
machen,  ohne  erst  eine  besond(»re  Einstellung  nöthig  zu  haben. 

Die  hiezu  erforderhche  Verbesserung  Hess  sich  an  dem  Bd.  13, 
Taf.  I.  Fig.  I  abgebildeten  Apparate  leicht  anbringen,  und  ist  in  dc*r 
dieser  Abhandlung  beigegebenen  Tafel  IV,  Fig.  65  abgebildet. 

Anstatt  nämlich  den  zur  Ableitung:  dienenden  Platindraht  US  (dpr 
Fig.  I,  Taf.  1  in  Bd.  13;  von  der  feststehenden  Säule  /  tragen  zu  lassen^ 
wurde  neben  dem  Hebel  LL\    s.  Taf.  IV,  Fig.  (iö)  mit  ihm  parallel  ein 
zweit(»r  (*benso  lang(»r  Il(^b(»l  //'  ang(»bracht,  dessen  Drehungsaxc  AÄ' 
genau  in  dcM*  VerUing(M*ung  der  Dn^hungsaxe  ////'  des  ei*sten  Hebel=> 
lag.     In  einem  gl(»ichen  Abstände  wie  LH  war  eine  der  LR  gleich *5 
hohle  Röhre  Ir  befestigt,  in  welchei*  sich  der  Messingstab  q  verschiebe»^ 
und   durch  die  Schiaube  r  feststellen  Hess.     Das  obere  Ende  diese?  =* 
Stal)es  trug  einen  dreiseitigen  Querstab  vv\  der  in  ihm  verschiebb» •* 
war  und  durch  die  Schraube  *v  festgeklemmt  werden  konnte.    Vom  hi»-' 
teren  Ende  v'  dieses  Querstabes  lief  oberhall)  parallel   mit  ihm  ein 
straffe  Messinü[feder  ww'  aus,  die  an  ihrem  vorderen    linken,  d.  h.  über 
dem  kleinen  Ofen  belindlichen')   Ende  //'  einen  rechtwinklig  gegen  si 
gestellten  horizontalen  Platindraht  utr  irui?,  ö:es:en  welchen  der  ober^ 
horizontale  Theil  des  beweglic^hen  Platindrahtes  V  bei  seinem  Aufwärts?" 
gehen  sich  anlegen  sollte.    Die  Feder  wurde  gegen  das  vordere  End 
des  dreiseitigen  messingenen  Querstabes  durch  eine  Schrauben  gezoge 

Das  hinten»    rechte;  Ende  des  zweiten  Hebels  /'  war  horizont 
zwei  Mal  rechtwinklig  und  etwas  nach  oben  gebogen  /'/",  sodass 
oberhalb  des  hinteren  Endes  //  des  (»rsten  Hebels  LL'  zwischen  di^ 
Schenkel  des  Bügels  X  trat,  und  da  die  linke  Seite  schwerer  war.  sicirli 
gegen  die  Spitze  der  Stellschraube  N'  anlegte.     Gegen  die  untere  Seit«? 
d(^s  hinteren  Endes  des  zweiten  H(»b(»ls  leü:te  sich  dann  das  hinlere  Encl<' 
L'  des  ersten  Hebels.     Eine  Umdrehung  der  Schraube  iV'  änderte  also 
die  Lage  der  rechten  Enden  beider  Hebel,  und  dalier  auch  der  an 
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i|;leichen  Annen  auf  (l(*r  linken  SeiU»,  lH*feslig((Mi  IkmcIcmi  Plalindriihio  in 
s:leicher  Woisc». 

Es  wurde  nun  zunJichst  durch  die  S(*hraul>e  .r  diM*  an  der  Fed(M-  ww' 
holindliehe  Platindraht  uir  bis  zur  Berührunii:  mit  dein  oberen  Theile 
des  am  ersten  Hebel  sitzenden  Platindraht(\s  V'gebraeht.  und  dann  die 
Schraube  j-  eine  gewisse  Anzahl  Unulr(*huni4;en  (i>:(*w()hnlich  H    zurü<*k- 
gedreht,  sodass  also,  wenn  die  rechlen  EnihMi  beid(*r  Hebbel  unl(»r  der 
Schraube  iV  in  Berührung  lagen,  der  oben»  al)leil(Mide  Plalindrahl  n 
von  dem    unteren   abzuleitenden  Y  ein(»n  jenen  8  l'nulrehungen   ent- 
spi^echenden  Abstand  hatte.    Wurde  sodann  der  linke  Arm  L  des  ersten 
Hebels  LL'  dun*h  Niederdrücken  der  an  seiiuMn  rechliMi  Ende  beiind- 
lichen  VerlUng(M'ung  Av"gehob(»n,   so  bew(»gl(*  sich  anfangs   (Um*  linke» 
Arm  dieses  ersten  Hebels  LIJ  un<l  der  an   ihm  befestigte  Platindraht  V 
allein  aufwärts;  erst  wenn  der  eben  genannt«»  Platindraht  V  gegen  den 
oberhalb  beündhcrhen  zweiten   Plalindraht  u  anstiess,  setzte  (»r  durch 
diesen  Draht  auch  den  zweiten  Hein»!  //'  in  Be\vegung.     Wurde  darauf 
das  linke  Ende  des  ersten  Hebels  L  1/  wieder  niedergelassen ,  so  sank 
(las  entsprecliende  Ende  des  zweiten  Hebels  gleichfalls;  die  beiden  Platin- 
(li'öhte  trennten  sich  aber,  und  der  unterem  Platindraht  V  wurde  isolirt, 
s(>bald  das  rechte  Ende  des  zweiten  Hebels  //'  sich  an  die  Schraube  N' 
anlegte,  während  der  erste  Hebel  LL\  und  mit  ihm  der  an  ihm  be- 
findliche Platindraht  V  noch   weiter  sinken  konnte,    bis  das   rechte 
Ende  L'  sich  an  die  untere  Seite  des  zw^eiten  Hebels  //'  anlegte.^} 

Der  Abstand  von  der  Krvstallfläche,  bei  w  elchem  der  untere  Platin- 
dralit  sich  von  dem  oberen  trennte ,  blieb  also  (bei  unveränderter  Stel- 
lung der  Schraube  x)  derselbe,  wenn  die  Schraube  iV'  so  gestellt  war, 
Äass  die  untere  Spitze  des  Platindrahtes  V  in  ihrer  tiefsten  Lage  die 
Bache  fast  berührte.    Die  Begrenzung  des  gemeinschaftlichen  Aufwärts- 
gehens beider  Hebel  geschah  durch  die  Schraube  K' ;  die  Grösse  dieser 
geo)einschaftlichen  Bewegung  ist  übrigens  für  die  im  genäherten  Platin- 


*)  Dunrh  den  Umstand,  dass  die  Isolirung  des  Drahtes  V  in  der  Nähe  der  Krystall- 
flärhe  eintritt ,  können  ,   wie  weiterhin  erörtert  werden  wird  ,   unter  gewissen  Bedin- 
jnjngeo  Irrthümer  entstehen.     Indess  ist  ein  kurzer  isohrter  Hub  bei  Untersuchung 
scbwach  elektrischer  Krv'stalle ,  bei  denen  er  glückhcherweise  keine  Irrungen  über 
die  Beschaffenheit  der  Polarität  einer  Stelle  hervorzurufen  vermag ,   nothwendig ,   da 
Öfler  mit   einem   höheren  Hube   merkliche  Vertheüungswirkungen  seitens  der  Um- 
gebungen verbunden  sind. 
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(lralU(*  erzeugto  und  am  Eleklroiucter  gemessene  elektrische  Vertheilung 
völlig  gleichgültig,  weil  letztere  blos  von  dem  Wege  abhängt,  welchen 
der  erste  Hebel  LL'  allein  ohne  den  zweiten  //'  zurücklegl;  ein  m 
hoher  Hub  beider  Hebel  ist  jedoch  für  das  sanfte  Niederlassen  unzweck- 
niüssig.  Die  Schraube  M'  im  Bügel  M  ist  zum  Niederdrücken  oder  Los- 
lassen des  Hebels  LL'  bestimmt. 

Als  Messapparat  für  die  Intensität  der  elektrischen  Verlheilung 
diente  ebenso  wie  bei  den  früheren  Untersuchungen  mein  Elektrometer, 
dessen  Goldblättchen  mit  dem  Platindrahte  V  des  ersten  Hcßels  LL' 
durch  einen  sehr  dünnen  Draht  W  in  leitende  Verbindung  gebracht  war; 
seine  Kmpiindlichkeit  war  ungefähr  dieselbe,  wie  bei  den  Beobach- 
tungen am  Bergkrystalle.*) 

Ich  mache  hier  auf  eine  Fehlerquelle  aufmerksam,  die  bei  dem 
ersten  oben  S.  377  beschriebenen  Verfahren,  wenn  die  elektrischen 
Erregungen  der  Krystalle  nur  sehr  schwach  sind,  störend  einvvirkeii 
kann.  S.  e377  wurde  erwiihnt,  dass  die  Tenjperaturen  an  einem  neben 
dem  Krystalle  in  das  Eisenfeilicht  eingesetzten  Thermometer  abgelesen 
wurden.  Durch  die  an  diesem  Thermometer  aufsteigende  warme  Lufl 
wird  nun  die  Glasröhre  schwach  elektrisch  und  wirkt  durch  Vertheilung 
auf  den  sich  senkenden  Platindraht;  der  hierdurch  bewirkte  Ausschlag 
im  Elektrometer  kann  auch  in  ziemlich  grossem  Abstände  der  Glasröhre 
b(»i  der  zuvor  bezeichneten  Em[)findlichkeit  desselben  noch  0,1  bis  0,2 
Skth.  betragen.  Handelt  es  sich  also  um  die  Messung  sehr  schwacher 
elektiisch(»r  Spannungen  auf  dem  Krystalle,  so  ist  es  nothw-endig,  das 
Thermometer  vor  dem  Beginn  der  Beobachtungen  zu  entfernen.  Trill 
auf  der  den  Ixnveglichen  Platindraht  V  tragenden  Glasröhre  TS  aus 
gleicher  Ursache  eine  Elektrisirung  ein,  so  hat  dieselbe  auf  die  Ver- 
änderung des  elektrischen  Zuslandes  im  Platindrahte  keinen  Einfluss, 
da  der  Draht  zu  ihr  stets  in  derselben  Stellung  verbleibt. 

Die  Krystalle  wurden  gew^öhnlich  geprüft,  indem  sie  in  Eisen-  oder 
Kupferfeilicht  eingehüllt  w^aren,  1.  bis  auf  eine  der  Endflächen;  2.  !)>> 
auf  eine  der  Pyramidenttachen  (oder  auch  falls  die  Endfläche  fehlte, 
öfter  bis  auf  siUiimtliche  Pyramidenflilchen  an  dem  einen  Ende) ;  3.  bis 
auf  eine  der  S(*itenflUchen  und  4.  bis  auf  eine  der  Seiten-  oder  Pol- 
oder Randkanten.     Diese  Arten  der  Einhüllung  und  Prüfung  der  allein 


*)  S.  Bd.  13  dieser  Abhandlunfjjon  S.  343 
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frifigelasseneii  Thoilc  sind  im  Folgernden  sIcMs  zu  viMslolion,  wrnn  von 
einer  Untersuchung  I.  der  Endflächen,  2.  der  Pvraniich  nfliichiMi,  3.  iU'v 
Seitenflächen  und  4.  der  Seilen-  oder  Pol-  odcM*  Uandkanten  die  Rede  isL 
Auf  den  beigefügten  Tafeln  sind  die  im  Nachsiehenden  beschrie- 
benen und  untersuchten  Krystalle  zum  allergrössten  Theilc*,  abgc^bildet 
worden,  und  zwar  ist  dies  je  nach  den  Umsliinden  in  zwei  verschiedenen 
Weisen  geschehen.  Die  Kryslalle  sind  erslc»ns  in  ihrer  natürlichen  Grösse 
in  zwei  Projcctionen  gezeichnet ,  bei  denen  die  Hauptaxc»  in  der  Ebene» 
der  Zeichnung,  die  Makrodiagonale  aber  senkrecht  gegen  di(»se  Ebene» 
genommen  ist.*)  Zweitens  sind  die  Netze  der  Krystalle  (MitwedcM*  in 
natürlichen  oder  zwei-  oder  vierfach  linear  vergrössert(»n  Dimensionen '*^^"! 
dargestellt,  und  ist  dabei  das  Netz  slets  in  einer  makrodiagonalen  Kanle 
aufgeschnitten  vorausgesetzt.  Ausserdem  war  es  einige  Male  noth- 
wcndig,  sUnmitliche  Kanten,  oder  auch  nur  eine  derselben  durch  ein- 
fache Linien  darzustellen. 

Ich  werde  die  verlicalen  Prismenflächen   nach  dem  Quadranten, 
in  welchem  sie  liegen ,  in  vier  Gru|)pen  theilen ,  und  als  Quadrant  oder 
kürzer  Fläche  1  bezeiclmen  alle  zwischen  einer  links  gelegenen  makro- 
diagonalen und  einer  rechts  gelegenen  brachydiagonalen  Seitenkante 
befindlichen  Prismenflächen;  als  Quadrant  oder  Fläche  2  alle  Flächen 
zwischen  der  eben  erwähnten  brachvdia^onalen  und  der  zunächst  rechts 
gelegenen  makrodiagonalen  Seitenkante  u.  s.  f.     Die  zu  jeder  Gruppe 
von  Prismenflächen  gehcirigen  Pyramidenflächen  werden  in  entsprechen- 
der Weise  nach  dem  Quadianten,  in  welchem  sie  liegen,  benannt.    Zur 
Bezeichnung  der  Seitenkanlen  dienen  die  Zahlen  der  beiden  Flächen, 
tiurc'h  deren  Durchschnitt  sii^  entstehen;  es  sind  also  die  Kanten  (i.  1) 
^ind  (2.  3)  die  makrodiagonalen ,  und  die  Kanten  (1 .  2)  und  (3.  4)  die 
^brachydiagonalen  Seilenkanten. 


*]  Da  OS  bei  diesen  Zeiehnuii^^en  nicht  auf  ^ooniolrisclio  Richtigkeit,  sondern  nur 
3uf  Darstellung  der  Grosse  und  Beschaffenheit  der  "äusseren  BegrenzungsflUchen  an- 
l^oniint,  so  sind  die  Projectionen  niclU  conslruirt ,  sondern  aus  freier  Hand  gezeiclniel 
worden.  Da  ferner  die  Grosse  und  Gestalt  der  Endflächen  in  diesen  Projectionen  nicht 
sichtbar  werden ,  so  sind  die  Endflächen  oberhalb  und  unterhalb  der  Projection  dar- 
g^Melli;  ist  jedoch  das  Netz  des  Krystalles  gegeben,  so  sind  die  Endflächen  bei  den 
Projectionen  fortgelassen,  weil  ihre  Form  aus  dem  Netze  zu  erkennen  ist. 

**)  Die  zwei-  oder  vierfach  lineare  VergrÖsserung  ist  neben  dem  Netze  durch  ^ 
oder  I  angedeutet . 


•e 


Die  auf  den  Seilenflüchen  beobachteten  elektrischen  Vertheilunge 
sind  theils  (hirch  Karben  die  röthliche  Farbe  bezeichnet  die  positiven, 
die  f»rünliche  die  negativen  Zonen)  und  mit  Angabe  der  an  den  einzelner 
Punkten^")  gemessenen  Aussehläge  in  die  Netze  eingetragen,  theils,  \vc. 
das  N(?tz  fehlt,  nur  durch  Farben  in  den  Projectionen  angedeutet  wor- 
den. Liessen  sich  die  auf  den  makro-  und  brachydiagonaien  Seiten 
kanten  wahrgenommenen  PolaritlUen  aus  den  Beobachtungen  auf  de 

S(»itenflüclien  einigermassen  erkennen,  so  sind  sie  nicht  lK\sonders  dai — 

gestellt;  (»ntg(\gengesetzten  Falles  finden  sie  sich  gewöhnlich  durch  di 
Farben  auf  den  Kanten  der  Projectionen  angedeutet ;  nur  einige  Ma 
sind  sie  auf  gesonderte  Kantenlinien  mit  Angabe  der  gemessenen  Aus 
schlinge  eingetragen  worden. 

Die  besondere*  Darstellung  der  auf  den  Seitenkanten  vorhanden 
PolajMtüten  wird  nämlich  häufig  durch  den  Umstand  unerlässUch  geuiac 
dass  bei  der  Untersuchung  der  FlUchen  die  an  ihren  Rändern,  also  Bwm^uMt 
den  Kanten,  auftretenden  elektrischen  Spannungen  durch  die  stärke 
Vertheilungswirkung  der  auf  den  Flächen  angehäuften  Elektricitttten  ve 
deckt  werden  können.    So  kommt  es  z.  B.  vor,  dass  eine  Kante  und  d       '^-^ 
unmittelbar   benachbarten  Flächenstucke  bei   specieller  Untersucharrrr:^  ^ 
(d.  h.  wenn  sie  allein  aus  dem  Kupferfeilicht  hen'orragen)  sich  posiL  -  *^ 
zeigen,  während  bei  der  Prüfung  der  Flächen  (wo  also  eine  Seiteufläcb     *  ® 
allein  frei  liegt)  die  jener  Kante  anliegenden  Theile  infolge  einer  übe      ^^' 
wiegenden  Vertheilungswirkung  der  auf  diesen  Flächen  ausgebreitet€^^^* 
starken   negativen  Elektricität  noch  negativ  erscheinen.    Eine  gena»^:*^ 
Beobachtung  der  Bewegung  des  Goldblättchens  lässt  übrigens  auch    S^ 
(hesem  Falle  bei  der  Prüfung  der  Fläche  in  der  Nähe  der  Kante  d 
positive  Beschaffenheit  der  Kante  selbst  erkennen.    Nehmen  wir  an,  d^ 
Platindraht  bewege  sich  aus  grösserer  Entfernung  in  verticaler  Richtung 
gegen  die  horizontale  Krystallfläche,  so  wird  bei  allmähliger  Annäherun 
des  Pialindrahles  an  die  d(*r  Kante  angrenzenden  Flächenstücke  zuersf 
infolge  der  stark  negativen  seitlichen  Flächenstücke  ein  negativer  Aus- 
schlag entstehen,    bei   einer  gewissen  Annäherung  ein  Maximum  er- 
reichen, und  dann  bei  noch  weiterer  Annäherung  wieder  abnehmen, 
aber  auch  in  grösster  Nähe,  falls  die  unter  der  Drahtspitze  befindliche 


^)  Meistens  sind  noch  viel  mehr  Punkte  beobachtet  worden,  als  in  die  Zeichnungen 
eingetragen  werden  konnten. 


i 
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Stelle  nur  schwach  positiv  ist,  noch  negativ  verbleiben.*)  In  die  Netze 
sind  nun  stets  die  bei  grösstcr  Nahe  des  Platindrahtes  beobachteten 
Ausschläge  des  Goldblättchens  eingetragen;  eine  Andeutung  jener 
eigenthUmlichen  Bewegung  des  Blättchens  durch  die  Zeichnung  war 
nickt  wohl  ausführbar. 

Ich  habe  früher  S.  379  erwähnt,  dass,  wenn  der  Platindraht  V  den 
Draht  u  verlässt,  in  dem  Drahte  V  eine  gewisse  Elektricitätsmenge  durch 
V^rtheilungswirkung  seitens  der  unter  ihm  liegenden  elektrischen  Flüche 
gebunden  ist.  Bei  der  von  mir  angewandten  mechanischen  Vorrichtung, 
um  die  untere  Spitze  des  Drahtes  V  dem  Kryslalle  möglichst  zu  nähern, 
bewegte  sich  nun  aber  der  Draht  nicht  wie  eben  zuvor  angenommen 
in  einer  verticalen  Linie  auf  und  nieder;  es  stand  vielmehr  die  untere 
Spitze  des  Drahtes  V  in  dem  Augenblicke,  wo  er,  falls  die  Schraul)e  x 
um  8  Umgänge  zurückgedreht  war,  (s.  ob.  S.  381  •  isolirt  wurde  (clen 
Draht  u  veriiess),  vertical  über  einer  Stelle,  welche  ungefähr  4,5""  rechts 
von  dem  Punkte  lag,  über  welchem  jene  Spitze  bei  der  grössten  An- 
näherung stehen  blieb.  Die  im  Drahte  V  zur  Zeit  des  Eintritts  seiner 
Isolining  durch  Vertheilung  gebundene  ElektricitUt  hing  also  vorzugs- 
weise von  den  elektrischen  Spannungen  der  etwas  rechts  von  dem  eigent- 
lich zu  prüfenden  Punkte  gelegenen  FUichenstUcke  ab. 

Um  den  Eintluss  dieses  Umstandes  klar  darzulegen ,  will  ich  einen 
bestimmten  Fall  erlUutem.  Ich  wähle  dazu  die  Fläche  3  des  in  Fig.  50 
A  und  B  gezeichneten  Krystalles.  In  mittlerer  Höhe  findet  sich  auf  dem 
linken  Rande  die  Zahl  —  18  und  am  rechten  Uande  die  Zahl  +  18. 
Gesetzt  nun,  es  läge  die  Grenze  der  beiden  entgegengesetzten  Elek- 
tricitäten   genau   in   der  Mitte,    diese  Mitte   besässe   also   gar   keine 
Spannung:  dennoch  würde  das  Elektrometer,  wenn  die  untere  Spitze 
des  Platindrahtes  dieser  Mitte  genähert  wird,  je  nach  den  Umständen 
Mgative  oder  positive  Elektricität  zeigen.    Hätte  die   obige  Fläche  3 
die  in  der  Fig.  50  B  gezeichnete  Lage ,  wobei  also  der  positive  Rand 
(+  18)  nach  rechts  liegt,  so  würde  diese  positive  Elektricität  im  Augen- 
blicke der  Isolirung  des  Drahtes  V  eine  gewisse  Menge  negativer  Elek- 
tricität in  ihm  gebunden  haben;   diese  gebundene  Elektricität  mUsste 
bei  weiterer  Annäherung  des  Drahtes  gegen  die  spannungslose  Mitte, 


*)  Ist  die  unterhalb  des  Drahtes  liegende  positive  Elei^tricitäi  stärker,  so  gehl  der 
anfänglich  negative  Ausschlag  zuletzt  in  einen  positiven  über. 
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weil  die  rechts  und  links  gelegenen ,  gleich  stark  angenommenen  ent 
gegengesetzt  elektrischen  FlUchenstUcke  in  ihren  Yertheilimgswirkunge 
auf  den  Draht  \  sich  aufheben,  frei  werden,  das  Elektrometer  also  eine 
negativen  Ausschlag  zeigen.  Drehte  man  abei'  die  Fläche  um  180*^  u 
ihre  vertical  gestellte  iNormale,  so  dass  jetzt  der  negative  Rand  ( — 18^^ 
nach  rechts  zu  liegen  küme,  so  würde  diese  negative  Elektricitüt  in  decr- 
Draht<3  Y  bei  Eintritt  seiner  Isolirung  positive  Elektricität  gebunden-- 
haben,  und  diese  bei  weiterer  Annäherung  der  Drahtspitzc  ge^jen  d  Sc* 
nicht  elektrische  iMitte  frei  werden,  das  Elektrometer  also  auf  dei-selbt^ma 
Stelle  des  Krystalles,  wo  zuvor  ein  negativer  Ausschlag  beobacht  ^.^t 
wurde,  jetzt  positive  ElektricitUt  angeben. 

Als  der  Platindraht  V  der  Mitte  der  Flache  3  Fig.  50  B  genäht  r-t 
wurde ,  gab  das  Elektrometer  einen  Ausschlag  von  +  3  Skth. ,  wot^c^i 
der  Krj  stall  mit  dem  stark  positiven  Hände  nach  rechts  lag.  Dur^rrli 
diesen  letzteren  Umstand  ist  der  positive  Ausschlag  in  der  Mitte  je<i6=?^ 
falls  etwas  verringert  worden.  Wäre  die  Flüche  3  um  1 80®  um  ihre  v«e 
ticale  Normale  gedreht  gewesen,  so  hätte  diess,  weil  jetzt  der  stark 
gative  Rand  nach  rechts  gelegen,  den  Ausschlag  des  Elektrometers  IÄJ>*i 
Annäherung  der  Platinspitze  an  die  Mitte  gerade  umgekehrt  vergröss^^^  ^^ 
müssen. 

Das  zuvor  behandelte  Beispiel  zeigt,  in  welcher  Weise  man  s^i^lr 
leicht  bei  Anwendung  des  zweiten  oben  S.  378  beschriebenQp  Verfigi^^' 
rens,  wo  der  Krystall  mit  seinem  kupfernen  Schälchen  leicht  drehbar  i^'^ 
durch  Drehung  desselben  entscheiden  kann,  ob  in  der  Nähe  beündli^:-" ' **^ 
stark  elektrische  Stellen  wesentliche  Störungen  gebracht  haben.  BT^iJS 
Mittel,  um  solche  vollständig  zu  beseitigen  besteht  darin,  die  ga'«"^^^ 
Fläche  mit  Ausnahuu»  des  speciell  zu  prüfenden  Theiles  mit  KupferH^**'' 
spähn(»n  zu  bedecken;  durch  dieses  Bedecken  wird  jedoch  auch  d»^ 
Ableitung  geändert.  Es  bedarf  daher,  wie  man  sieht,  oft  manni^^**" 
facher  (Kombinationen,  um  die  elektrische  Beschalfenheit  eines  Flädi. ^^ ^^^ 
Stückes  mit  Sicherheit  zu  bestinmien. 

Um  alle  Willkührlichkeiten  auszuschliessen,  habe  ich  stets  die   ^^  ^^ 
einer  Fläche  in  der  in  den  Netzen  abgebildeten  Lage  beobachte ^^-^^ 
Zahleuwerthe  in  diese  Netze  eingetragen.    Der  Leser  wird  unschwer  c  '  '^ 
Störungen  abzuschätzen  wissen,  welche  etwa  stark  elektrische  Tbe*'*' 
auf  die  Beobachtungen  an  benachbarten,  sehr  schwach  oder  gar  nir '*' 
elektrischen  Stellen  haben  ausüben  können. 
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Ohne  die  bereitwilligste  Unterstützung  der  Herren  Mineralogen, 
welche  grösseren  Sammlungen  vorstehen  oder  solche  besitzen,  würe  es 
mir  nichl  möglich  gewesen,  die  thernioelektrische  Untersuchung  der 
Topaskrystalle  in  der  erschöpfenden  Ausdehnung,  wie  sie  jetzt  vorliegt, 
durchzuführen ;  ich  habe  daher,  che  ich  zur  Mittheilung  derseU^en  über- 
gehe, die  angenehme  Pflicht  zu  erfüllen,  meinem  Collegen  Herrn  lie- 
heimen  Bergrath  Naumann,  sowie  dem  Herrn  Geheimen  Regierungs- 
rath  G.  Rose  in  Berlin,  dem  Herrn  Professor  Dr.  Girard  und  Herrn 
Dr.  Sack  in  Halle,  so  wie  Herrn  Professor  Weisbach  jun.  und  Herrn 
Akademieinspector  Stelzner  in  Freiberg  für  ihre  grosse  Gefölligkeit 
und  Zuvorkommenheit  in  Darleihung  geeigneter  Krystalle  meinen  ver- 
bindlichsten  Dank  auszusprechen. 

IV.  Thennoelektrisches  Verhalten  der  Topase. 

Die  thermoelektrischen  Erscheinungen  an  den  Toj)ason  sind 
vresentlich  von  den  bisher  an  den  hemimorphischen  Krystallen  des  Tur- 
inalins,  Kieselzinkerzes  u.  s^.  w.  beobachteten  Vorgängen  verschieden, 
sowohl  hinsichtlich  der  Verthoilung  der  positiven  und  negativen  Elek- 
tricitäl  als  auch  durch  die  Aenderungen,  welche  in  derselben  durch  Ver- 
schiedenheiten in  der  Krystalllbrm,  sowie  durch  mangelhafte  Ausbildung 
und  spätere  Verletzungen  hervorgerufen  werden.  Die  sicherte  Auf- 
stellung der  normalen  Vertheilung  auf  ringsum  vollkommen  ausgebil- 
deten Topaskry  stallen  und  die  Nach  Weisung  des  Einflusses  der  Kryslall- 
formen  und  der  Verletzungen  haben  eine  genauere  Prüfung  sehr  vieler 
Topase  von  den  verschiedenen  Fundorten  unter  mannichfach  abgeiin- 
derten  äusseren  Bedingungen  nöthig  gemacht.  Aus  den  äusserst  zahl- 
reichen Beobachtungen  theile  ich  im  Folgenden  soviel  mit,  dass  eine 
Ware  Einsicht  in  das  normale  und  in  das  durch  die  genannten  Einflüsse 
abgeänderte  thermoelektrische  Verhalten  der  Topaskrystalle  gewonnen 
Vferden  kann. 

Behufs  kürzerer  Darstellung  der  gefundenen  Resultate  erscheint 
^  mir  zweckmässig ,  das  Verhalten  der  Topase  eines  bestinmiten  Fund- 
ortes znerst  im  Allgemeinen  zu  charakterisiren,  und  hierauf  die  Be- 
schreibung der  einzelnen  Krystalle  und  die  auf  ihnen  ausgeführten 
^bachtungen  als  Beleg  für  die  ausgesprochenen  Sätze  folgen  zu  lassen. 
Die  lebei*sichtlichkeit  und  Kürze  wird  wesentlich  gewinnen ,  wenn  ich 
alles  (las,  was  sich  bildlich  darstellen  lässt,  in  die  auf  den  beigefügten 


Tafeln  gezeichneten  Projectionen  und  Netze  der  Krystallc  eintrage,  unc  '^  , 
wenn  nicht  besondere  Gründe  vorliegen,  im  Texte  nicht  weiter  e-«-— 
wähne. 

A.  Topase  vom  Schneckenstein  bei  G-ottesberg  in  Sachsen. 

^        Die  Topase  vom  Schneckenstein  werden  an  den  Enden  der  Haup^  t- 
axe  gewöhnlich  begrenzt  von  mehr  oder  weniger  ausgedehnten  En^I- 
flachen  OP  nebst  anliegenden  Flächen   von   P,  ^  P.  JP2  und  2P( 
w  ährend  ihre  Seiten  von  den  beiden  verticalen  Prismen  oo  P  und  2  P 
gebildet  werden ,  wobei  die  Flüchen  des  Prismas  ooP  2  in  allen  ocler 
den  meisten  Quadranten  (und  zwar  öfter  sehr  beträchtlich)  grösser  si  mid 
als  die  Flächen  des  Prismas  oo  P.     Dazu  treten  in  einzelnen  Fällen  noeh 
Flächen  von  oo  P  »  ,  oo  P  3 ,  iP(x>  und  oo  P  co. 

Die  Farbe  dieser  Topase  ist  weissgelbHch  bis  dunkel  weingelb,  ilire 
Durchsichtigkeit  bald  mehr  bald  minder  gross. 

a.    Elektrisches  Verhalten  im  Allgemeinen. 

Ein  ringsum  ausgebildeter  Topaskrystall  vom  Schneckenstein    ^31'- 
scheint  beim  Erkalten  auf  den  beiden  Endflächen  0  P  positiv. 

Die  Flächen  des  Brachydomas  2Poo  zeigen  in  ihrem  grosse  tt^^n 
Theile  ebenfalls  positive  Elektricität,  die  jedoch  von  der  Kante  zwiscl"»^^ 
üP  und  2Poo  nach  dem  Endpunkte  der  makrodiagonalen  Seitenka*«^^ 
hin  abnhnmt  und  in  der  Nähe  des  letztgenannten  Endpunktes  in  ^1^^ 
negative  übergeht.  Ist  ausser  der  Gestalt  2l^oo  das  noch  schärt*^^** 
Brachvdoma  4i*oo  vorhanden,  so  findet  sich  auf  der  Fläche  dieses  l^**^' 
teren  negative  Polarität. 

Die  Pyramidenflächen  besitzen  bei  den  sächsischen  Topasen  äX^" 
wohnlich  nur  eine  geringe  Ausdehnung;  wo  sie  eine  massige  tlr(>=^^^ 
halten  und  dadurch  eine  etwas  genauere  Besliiiunung  ermöglicht  wui'^^^' 
habe  ich  sie  speciell  geprüft.')  Im  Allgemeinen  sind  die  nach  d^" 
Seitenflächen  hin  liegenden  Streifen  dieser  Flächen  negativ,  währc::**^" 
die  nach  den  Endflächen  zu  gelegenen  l'heile  mehr  oder  weniger  ^^ 
der  positiven  Beschafl'enheit  dieser  letzteren  theilnehmen.  Man  köi»-*^^^ 
vielleicht  den  Flächen  P  negative ,  den  Flächen  \  P  positive  Polar  ■  ^  ^ 
zuschreiben. 


*)  Wo  in  den  Zeichnuiigon  keine  Farbe  in  die  Pyramidenflächen  eingetnigei»     ■  * 
sind  dieselben  ihrer  Kleinheit  wegen  nicht  speciell  untersucht  worden. 
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Die  einander  gegenüberliegenden  Seilenkanten  eines  Krystalles 
zeii^en  gleichnamige  Polaritäten,  und  zwar  sind  die  beiden  niakro- 
diai^nalen  Seitenkanten  negativ,  die  beiden  brachy diagonalen  aber 
positiv  elektrisch.  • 

Auf  den  prismatischen  Seitenllächen  finden  sich  um  die  makro- 
diagonalen Sc»il^nkanten  positive,  um  die  bra(*hydiagoualen  dagegen 
negative  Zonen,  jedoch  in  verschiedener  Ausdehnung,  Korm  und  Inten- 
sität Zu  den  relativ  vollkommensten  Krystalien,  namentlich  mit  Bezug 
auf  die  Ausbildung  der  beiden  Enden  der  IIau|)ta\e,  g(»h(>ren  die  beiden 
Krystalle  No.  1  und  Ü  (besonders  die  Flüchen  1  und  2  derselben,  wah- 
rend auf  den  Flachen  4  von  No.  1 ,  und  den  Flachen  3  und  4  von  No.  2 
Verletzungen  int(>lge  des  Anwachsens  auttret<»n).  Beide  Krystiille  zeigen 
nun  übereinstinunend  eine  eigenthümliche  rhombische  Form  der  posi- 
tiven Zone  um  die  Kante  (1 .  2) ;  an  den  End|)unkten  derselben  beginnt 
riie  positive  Zone  schmal,  erweitert  und  verstärkt  sich  gegen  die  Mitte 
'^in.  Aus  dieser  Form  der  positiven  Zonen  ergibt  sich  dic^  Gestalt  der 
die  Tnakrodiagonalen  Kanten  umgebenden  negativen,  die  also  in  der 
Mitte  am  schmälsten  sind,  und  sich  gegen  die  oberen  und  unteren  Rand- 
kanten erweitern.  Es  ist  mir  sehr  wahrscheinlich,  dass  in  einem  ganz 
■*^geln)ässig  gebildeten  sächsischen  Topase  die  beiden  negativen  den 
'^f^akrodiagonalen  Seitenkanten  angehörenden  Zontm  durch  die  negativen 
■^yramidenflachen  am  oberen  und  unteren  Ende  der  brachydiagonalen 
'Tanten  zusammenhängen,  und  so  den  positiven  Theil  der  Krystallober- 
"^che  in  vier  von  einander  getrennte  Zonen  (zwei  auf  den  EndilUchen 
^nd  zwei  an  den  brachydiagonalen  Seitenkanten)  scheiden. 

Die  stärkste  Intensität  entwickeln  die  positiven  Zonen  auf  den  End- 
"^clxen  und  den  diesen  benachbarten  Theilen  der  Flachen  des  Prismas 
^"^  oo;  dann  folgen  der  Stärke  nach  die  negativen  Zonen  in  der  Umgebung 
^^^  inakrodiagonalen  Seitenkanten ,  während  die  den  brachydiagonalen 
^^^ten  angehörenden  positiven  Zonen  am  schwächsten  erscheinen. 

Die  vollständig  i^egelmässigc,  dem  zuvor  angegebenen  Gesetze  ent- 

^''^chende  Vertheilung  der  beiden  Elektricitäten  wird  aber  durch  eine 

^^n   Vorgängen  im  Innern  oder  durch  Anlegen  und  Eindringen  fremder 

^*Widuen  veranlasste  minder  vollkommene  Ausbildung  einzelner  Theilc 

'*^Os  Krystalles,  sowie  durch  Verletzungen  infolge  des  Abbrechens  vom 

^^tein  oder  absichtlichen  Abschleifens  und  Zersprengens  mehr  oder 

^^iger  geändert. 

A^^hudl.  d.  K.  S.  G«MUsch.  d.  WissenbCh.    XIV.  27 


So  erscheint  nanientlicli  öfter  (Krvstaü  No.  3  und  4"!  das  eine  End« 
der  Hauptaxe  vollkommener  ausgebildet  als  das  andere;  letzteii^s  be- 
sitzt dann  eine  schwäehere  positive  Elektricitüt  als  das  erstere,  und  dies^e 
positive  Polarität  nimmt  jjnmer  mehr  ab,  jemehr  die  gestaltende  Ki^aft 
an  dem  bi^treffenden  Ende  geschwächt  gewesen  ist,  sodass  mit  dcf^u^ 
Eintreten  einer  drusigen,  noch  von  kleinen  gegen  die  Hauptaxe  ^^ 
neigten  Flüchen  umgebenen  Endfläche  (Krystall  No.  6)  schon  in  nic^l^ 
oder  minderem  Grade  die  negative  ElektricitUt  auftritt,  während  dK# 
erstere  vollkommener  ausgebildete  Ende  eine  um  so  stärkere  positi"^« 
Spannung  zeigt;  die  Grösse  dieser  letzteren  Spannung  Übertrifft  gewölfe.  » 
lieh  mehrfach  das  Maximum  der  auf  den  Seitenflächen  beobachtete^) 
Intensitäten. 

Eben  jene  negative  Elektricität  tritt  auch,  wenn  ein  Ende  od  ^ß 
beide  Enden  der  Hauptaxe  abgesprengt  werden  (Krystall  No.  7  bis  1 
auf  den  von  dem  Durchgange  gebildeten  gegen  die  Axe  senkrechti 
Flächen  ein,  und  zwar  je  nach  der  Lage  dieser  Flächen  in  Bezug  a 
die  Endpunkte  der  Hauptaxe  entweder  ausschliesslich  oder  mit  kleine 
Ueberrcsten  von  positiver  Elektricität  in  der  Mitte  (s.  Krystall  No.  9  i 
Abschnitt  V)  oder  in  der  Nähe  der  Reste  der  Flächen  2Poo,  falls  ni 
eine  dünne  Schicht  abgesprengt  worden  ist  (Krystall  No.  16,  und  No.  \ 
im  Abschnitt  V) . 

Ein  allmähliges  Abschleifen  der  gegen  die  Hauptaxe  senkt  echte 
Flächen  OPvennindert  anfangs  ihren  positiven  Zustand,  hebt  ihn 
vmov  gewissen  Ti(»f(»  ganz  auf  und  führt  ihn  bei  noch  weiterem  Schlei^ 
Ten  in  den  n(\gativen  über  is.  Abschnitt  \\  Krystall  No.  o9). 

In  tihnlicher  Weise,  w  i(»  die  Enden  der  Hauptaxe,  entwickeln  aucl^ 
die  beiden  nogaliv(»n  niakrodiagonalon  und  ebenso  die  beiden  positivere 
i)rachydiagonaien  ScMtenkanten  je  nach  ihrer  Ausbildung  öfter  eine  ver- 
schiedene Stärke  in  ihrer  Polarität. 

Verletzungen  an  und  neben  den  brachydiagonalen  Seitenkanten, 
welche  bis  auf  eine»  gew  is.se  Tiefen  gehen  ; Krystall  No.  I,  ^  und  3\ 
verdrängen  dasc^lbst  die»  positive  EU^ktricität  und  setzen  die  negative  an 
ihre  Stelle.  Einen  gieicluMi  Einlluss  hat  das  Abschleifen  dieser  Kanten 
(s.  den  Ab.scimitt  Vi,  wei(*h(\s  anlVmglich  die  ur.sprünghch  positive  Po- 
laiität  schwächt  und  zuletzl  bei  tieferem  Eindringen  in  die  negative 
überlührt;  und  zwar  nahm  Ihm  den  geprüften,  leider  nur  an  dem  einen 
Ende  ausg(»l)ii(l(»len  Ki'Nslalien,  die  Stärke   der  negativen  Polarität   auf 
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den  angeschlilTenen  Flächen  von  dem  ausgebildeten  Ende  gegen  das 
verbrochene  hin  ab.    Dagegen  ändern  Verletzungen   (Abschleifen)  der 
makrodiagonalen  Seitenkanten  deren  negative  Polaritilt  nicht,  wenn  sie 
auch  auf  die  Intensität  derselben  einen  Einfluss  äussern. 

Bei  vollständig  ausgebildeten  Ki^stallen  herrscht  auf  den  prisma- 
li.schen  Seitenflächen  die  negative  Polarität  vor,  und  es  wird  diese 
gr{)ssere  Ausdehnung  der  negativen  Elektricität  durch  den  Umstand  be- 
dingt, dass  die  negativen  Zonen  auf  den  Seitenflächen  sowie  auch  zum 
Theii  auf  den  Pyramidenflächen  den  sehr  intensiven  positiven  Spannungen 
auf  den  beiden  Endflächen  nebst  den  schwachem  positiven  in  der  Um- 
gebung der  brachydiagonalen  Kanten  elektrisch  das  Gleichgewicht  zu 
halten  haben.  Eine  Verletzung  der  äussern  Form,  wie  z.  B.  das  Ab- 
sprengen des  einen  Endes  und  die  Ersetzung  der  daselbst  beflndlichen 
positiven  Endfläclie  durch  einen  negativ  elektrischen  Durchgang  wird 
Qothwendig  auch  auf  die  Vertheilung  der  Elektricitäten  auf  den  Seiten- 
flächen einen  Einfluss  aussein. 

Denken  wir  uns  einen  vollständig  ausgebildeten  Topaskrystall  in 
seiner  Mitte  nach  seinem  auf  der  Axe  senkrechten  vollkommenen  Durch- 
gange zersprengt,  so  würde  infolge  der  im  unverletzten  Krystalle  vor- 
handen  gewesenen   Vertlieilung   jedes   der  beiden   Bruchstücke   sich 
derartig  auf  seine»  Seitenflächen  elektrisch  zeigen ,  dass  die  negative 
Polarität  am  unverletzten  Ende  breit  einsetzt ,  und  sich  gegen  das  ver- 
brochene Ende  hin   verschmälert,  während   umgekehrt  die  positiven 
Zonen  am  unverletzten  Ende  schmal  beginnen  und  sich  gegen  das  ver- 
brochene Ende  hin  erweit€»ni.    Die  eben  beschriebene  Form  der  beiden 
entgegengesetzt  elektrischen  Zonen  wird  nun  aber  durch  das  Auftreten 
der  negativen  Polarität  auf  der  Durchgangsfläche  in  dem  angegebenen 
Sinne  noch  weiter  fortgebildet  werden,  d.  h.  durch  den  Einfluss  dieser 
negativen  Zone  wird  auf  den  Seitenflächen  die  positive  Elektricitiit  noch 
mehr  nach  der  Durchgangsfläche ,  die  negative  aber  nach  dem  unver- 
letzten Ende  hin  getrieben.    Ausserdem  wird  infolge  des  Gegensatzes 
durch  die  negative  Beschafl'enheit  der  Durchgangsfläche  auch  die  positive 
Spannung  auf  der  Endfläche  am  unverletzten  Ende  erhöht. 

Aus  dem  Vorstehenden  erklärt  sich  die  eigen thümliche  Form  der 
elektrischen  Zonen  auf  den  Seitenflächen  bei  Bruchstücken  sächsischer 
Topase  (Krystall  No.  6,  10,  13,  li),  die  nur  an  einem  Ende  ausgebildet, 
am   andei'en  aber  verbrochen  sind,  und  also  nur  die  eine  Hälfte  eines 
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vollslündif^on  Krystallos  dai-stollen.    Auch  eine  niangelhafle  Aiisbildu^-   ns 
des  oinen  Endes,  wie  bei  Krj stall  No.  i,  vermag  schon  eine  ähnlic       y 
Vertheilung  d(M*  Polaritäten   \vie    bei  den  eben  beschiiebenen  Bincr^fc. 
stücken  anzubahnen. 

Auf  einem  Bruehstlieke ,   das  aus  der  Mitte  eines  Ki-jstalles  {^^^ 
nommen,  und  dessen  Enden  von  negativen  Durchgüngeu  l>egrenzl  siK:i(f, 
werden,  weil  die  positiven  Spannungen  auf  den  Endflilchen  versch>\^in- 
den,  die  positiven  Zonen  auf  den  Seitenflächen  an  Intensität  und  Aus- 
dehnung zunehmen ,  und  die  Grenzen  der  entgegengesetzt  elektrischen 
Zonen  mehr  parallel  den  Seitenkanten  verlaufen  müssen ;  wie  dies  auch 
das  Fig.  16  gezeichnete  Bruchstück,   obwohl  auf  der  oberen  Durch- 
gangsfläche  wegen  ihrer  Nähe  am  ursprünglicheu  Ende  noch  ein  Resl 
von  positiver  Elektricität  übrig  geblieben  ist,  in  bezeichnender  Weise 
andeutet. 

An  mehreren  sächsischen  Topasen  (No.  5,  7  bis  10),  welche  eine« 
etwas  beträchtli(^hen  Querschnitt  besitzen,  zeigt  sich  endlich  eine  eigen- 
thümliche  positive  Zone  ganz  in  der  Nähe  dei*  negativen  makrodiagonalt^i^ 
Seitenkanten.  Ich  habe  dieselbe  bisher  nur  an  Krystallen  gefumleii, 
welche  blos  an  einem  Ende  ausgebildet,  am  anderen  aber  von  eint^M 
Durchgange  oder  einer  theilweise  negativen  Endfläche  begrenzt  wart^o» 
und  welche  ausser  den  verlicalen  Prismen  ooP  und  oo  P2  auch  noch  Ji^ 
Flächen  des  Prismas  oo  p  3  trugen.  Gewöhnlich  erscheint  jene  Zone  fi^^f 
oder  um  die  von  den  Prismen  oop^  und  ooP3  gebildeten  sehr  stumpf^** 
Kanten,  und  ihr  Auftreten  dürfle  also  wohl  mit  der  Ausbildung  des  Ic^t^" 
teren  Prisnias  in  ursächli(^hem  Zusanmienhange  stehen. 

b.    lieohachtungen. 
Krystall  No.  1. 

Der  Krystall  No.  I  gehört  dem  Berliner  mineralogischen  Musi^t»^"' 
Fig.  I  A  stellt  ihn  in  den  beiden,  ob(»n  S.  383  näher  bezeichneten  F^**^ 
jectionen  und  zwar  in  natürlicher  Grösse,  Fig.  1  B  dagegen  sein  I^^^^ 
in  zweifach  linearer  Vergrösserung  dar.  Der  Krystall  wird  von  €>^^^ 
Flächen  folgender  Gestalten  begrenzt:  ooP,  oop2;  P,  |-P;  |.p2;  2  f ^  ^' 
iPoo,  oopoo;  und  0  P. 

Von  dem  mit  der  llauptaxe   ))arallelen  Flächen[)aare  c»poo         ^^' 
>scheint  jedoch  nur  die  auf  die  Kante  ;4.  ])  fallende  Fläche  in  schwa^*  ^^^^ 
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inUeiiUmg,  iinil  von  dem  Brachydoma  4Poo  Iritl  nur  eine  einzige  kleine 
j'läche  am  unteren  Endo  der  Kante  (4.  1)  auf.') 

Die  Grössenverhältnisse  der  beiden  Prismen  oo  P  und  oo  P  2  lassen 
sich  aus  dem  Netze  Fig.  1  Ä,  in  welchem  die  Grenzen  der  l)eiden  Pris- 
men in  jedem  Quadranten  durcli  die  feineren  Linien  angedeutet  sind, 
uninehmen;  es  übertreffen  sämmtliche  Flüchen  von  ooif^2  in  ihrer  Aus- 
lehnang  die  Flächen  von  ooP. 

Die  Oberfläche  des  Krystalles  ist  nicht  unversehrt,  hn  oberen 
Orittheilc  der  Fläche  2  sieht  man  eine  kleine  schwache  Vertiefung  von 
rundlicher  Form,  und  unten  auf  der  Fläche  4  einen  fast  1  Linie  ti(»r(?n 
fon  scharfkantigen  umrissen  (als  ob  hier  ein  anderer  Krystall  angelegen 
hätte)  begrenzten  Eindruck.  Auf  der  unteren  Hälfte  der  Fläche  2  linden 
sich  in  den  oberflächlichen  Schichten  einzelne  kleine  Partikelchen  eines 
schwärzHchen  Minerals  eingeschlossen.  Endlich  ist  unten  rechts  auf  der 
Fläche  I  ein  zweiter  kleiner  Topaskrystall ,  dessen  A\e  schief  gegen 
diese  Fläche  steht,  eingewachsen. 

Mit  welcher  Stelle  der  Krystall  bei  seiner  Bildung  festgesessen  hat, 
lässt  sich  nicht  mit  Sicherheit  entscheiden ;  wahrscheinlich  hat  er  einer- 
seits in  dem  leichten  Eindrucke  der  Fläche  2  angelegen ,  während  ihm 
andererseits  der  in  der  Vertiefung  auf  der  Fläche  4  lüingewachsen  ge- 
wesene Krystall  einen  fesleren  Sttitzpunkt  dargeboten  haben  mag. 

Fig.  I  B  stijllt  nun  die  auf  den  End-  und  den  gegen  die  Axe  ge- 
neigten Flächen,  sowie  die  auf  den  Seitenflächcm  beobachteten  Elek- 
tricitilten  dar,  während  di(^  auf  den  Seitenkanten  wahrgenommenen 
Polaritäten  blos  durch  FarIxMi  in  die  beiden  Projectionen  Fig.  I  A  ein- 
getragen sind. 

Die  Intensität  der  positiven  Elektricität  auf  den  brachydiagonalen 
Seitenkanten  ist  schwächer  als  die  der  negativen  auf  den  makrodiago- 
MJen  Kanten ;  besonders  gering  ist  die  j)ositive  Spannung  unten  auf  der 
J^te  i1.  2),  wo  dicht  neben  derselben  der  zuvor  erwähnte  kleine  Kry- 
stall eingewachsen  ist.    Auf  der  makrodiagonalen  Seitenkante  (4.  1 )  ist 


*)  Wollten  wir   das   durch    zufällige  Hemmnisse    bei   der  Bildung  verursachte 

'^^len  mancher  Gestalten  an  den  entgegengesetzten  Enden  einer  Axe  als  liemimor- 

phisnus  auffassen,  so  würden  wir,  wie  bereit«  oben  S.  372  bemerkt,  den  vorliegen- 

den  Topas  für  hemimorphisch  nicht  blos  in  der  Richtung  seiner  llauptaxe   (in  Bezug 

iof  iPoo)  ,    sondern    auch  in   der  Richtung   seiner   Makrodiagonale  (in  Bezug  auf 

ooPco)  erklären  müssen. 


die  negative  Spannung  ungefähr  doppelt  so  gross  als  auf  der  gegenüber- 
liegenden Kante  (2.  3) ;  auf  jener  Kante  (4.  i ']  sitzen  die  grösseren 
Flächen  2Poo,  sowie  die  Fläche  oopc»,  und  nach  ihr  hin  liegen  auf 
den  Endflächen  0  P  dife  Maxima  der  positiven  Polarität ;  jedenfalls  stehen 
diese  Erscheinungen  in  engster  Beziehung  zu  einander. 

Unten  auf  der  Fläche  4  wird  die  positive  Polarität  durch  die  zii^^or 
beschriebene  Verletzung  nach  links  gedrängt. 

Kryslall  No.  2. 

Der  Krystall  No.  2  gehört  dein  Werner-Museum  in  Freiberg  u».  ^^ 
No.  545.  Fig.  2  A  stellt  ihn  in  natürlicher  Grösse,  Fig.  2  Ä  sein  I^  ^tz 
in  zweifach  linearer  Vergrösserung,  und  Fig.  2  C  die  Kante  (3.  4)  da  «"• 

Der  Krystall  ist  in  seinem  Innern  ganz  rein  und  von  weingelt^^r 
Farbe.  An  beiden  Enden  seiner  Hauptaxe  zeigt  er  eine  vollkomme?' ^c 
Ausbildung,  und  ist  auch  auf  seinen  Seitenflächen  unverletzt,  mit  AiJJr 
nahme  einer  in  der  oberen  Hälfte  der  Flächen  3  und  4  in  Form  von  ^\ 
über  die  Kante  (3.  4)  hinweglaufenden  Rinne  (s.  die  Zeichnungerm  ;  i 
mit  ihr  scheint  der  Krystall  bei  seiner  Bildung  aufgesessen  zu  haben. 

Der  vorliegende  Krystall  stellt  eine  Combination  folgender  Gestalt^*^ 
dar:  ooP,  ooP2;  P,  J  P;  ^^2;  2PooundOP. 

Obwohl  beide  Enden  des  Krystalles  dii^selben  Gestalten  tragen,  ^^ 
ist  doch  ihr  Aussehen  sehr  verschieden ;  am  oberen  Ende  besitzen  näur-^' 
lieh,  wie  die  AbbildungiMi  darthun,  die  gegen  die  Axe  geneigten  Fläche^^ 
und  zwar  vorziii^swtMsc*  die»  IxMileii  Flächen  des  Brachydonias  2Pc»  ein  ^' 
helrärlillicIuMO  (irössc^  als  an  dem  untcMcn,  was  zur  Folge  hat,  dasi-^^ 
wie  (las  Netz  in  Fii;.  2  //  zeigt,  die  unlCMc^  EndfläclK»  OP  viel  grösser 
und  anders  i^oslaltcH  (mscIkmuI  als  dio  enlspn^chendc»  obere  Fläche. 

l)i(»  auf  d(»n  Flächen  l)(M)l)aclit(»l(»  el(»ktrische  Verlheilung  ist  in  das 
Netz  ;^Fig.  i  //),  die»  auf  don  KantcMi  gefundene  in  di(»  Projectionen 
(Fig.  2i4  (eingetragen;  aussenhnn  sind  di(^  auf  der  Kante  ;3.  4;  heob- 
achtelen  Zalihniwerthe  noch  speciell  auf  der  Kanlenlinie  'Fig.  2  C)  dar- 
gestellt worden. 

Eine  specielle  Untersuchung  der  Scntc^nkanten  ergab,  wie  die  in 
(Wo  b(Mden  Pr()j(»(*tion(>n  Fig.  2  A  eingetragenen  Farben  zeigen,  die 
makrodiagonalen  Kantern  negativ  elektrisch;  dabei  wan»n  die  oherc^n 
und  unteren  Endpunkte  derselben  stärker  elektrisch  als  die  Mitten:  ein 
umstand,  mit  welchem  die  eigenthümlichc*.  in  Form  eines  Khonibus  er- 
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folgte  Ausbreitung  der  positiven  Zone  auf  den  Flächen  1  und  2  (Fig.  2  B) 
zusammenhängt. 

Bei  Prüfung  der  brachydiagonalen  Seitenkanten  wurde  die  Kante  (1 .2) 
positiv  gefunden;  diese  positive  Elektricität  besass,  entsprechend  ihrer 
Ausbreitung  auf  den  Prismenflächen,  in  der  Mitte  der  Kante  die  grösste 
Stärke  und  nahm  gegen  die  Enden  hin  ab,  so  dass  die  Enden  selbst 
unelektrisch  erschienen.  Die  Kante  (3.  i),  deren  elektrisches  Verhalten 
in  Fig.  2  C  besonders  dargestellt  ist,  erschien  gleichfalls  positiv,  jedoch 
mit  Ausnahme  zweier  Stellen,  welche  negativ  waren,  nämlich  des 
unteren  Endes  und  sodann  der  Rinne,  die  (ungefähr  ein  Drittheil  von 
oben)  über  diese  Kante  hinwegläuft.  Die  Intensität  der  positiven  Elek- 
tricität in  der  Mitte  der  Kante  (1.2)  war  grösser  als  in  der  Mitte  der 
Kante  (3.  4). 

Die  zweite  positive  Zone  auf  der  Kante  (3.  i)  wird  bei  der  Unter- 
suchung der  Flächen  in  der  Umgebung  der  Kante  (3.  i)  nicht  direkt 
wahi^enommen ;   indess  lässt  sich  doch  aus  der  Bewegung  des  Gold- 
blättchens   auch   bei    diesen    Beobachtungen    auf  ihr    Vorhandensein 
schliessen  (s.  ob.  S.  384) ;  sie  wird  nur  durch  die  Vertheilungswirkung 
■  der  zur  Seite  liegenden  stärkeren  negativen  Elektricität  verdeckt.    Als 
z.B.  der  Platindraht  V  (Fig.  65)  der  Mitte  des  linken  Randes  der  Fläche  4 
genähert  wurde,   stieg  der  negative  Ausschlag  des  Goldblättchens  bis 

—  0,7  Skth.,   und  sank  dann  bei  grösserer  Annäherung  wieder  bis 

-  0,3  Skth.  herab. 

i  Besonders  stark  tritt  die  negative  Elektricität  in  der  niehrfach  er- 

wähnten Rinne  und  deren  nächster  Umgehung  auf  den  Flächen  3  und  4 
henor,  so  dass  dadurch  sogar,  wie  zuvor  schon  angeführt,  die  positive 
Elektricität  an  der  betreffenden  Stelle  der  Kante  (3.  4)  ganz  unterdrückt 
wird  (Fig.  2  Ä),  und  überhaupt  die  positive  Zone  auf  der  Kante  (3.  4) 
geschwächt  erscheint. 

Während  die  zweite  positive  Zone  auf  der  Kante  (3.  4)  sehr  zurück- 
tritt, breitet  sich  die  erste  positive  Zone  auf  den  Flächen  1  und  2  stark 
aus.  Man  möchte  sagen,  durch  das  Anwachsen  und  die  Verletzung  der 
Kante  (3.  4)  und  der  anliegenden  Fläche,  bilde  sich  im  Gegensatz  zu 
der  gegenüberliegenden  unverletzten  Kante  (1.  2)  eine  polare  Axe  aus 
(mit  ihrem  positiven  Ende  der  Kante  (J.  2),  mit  ihrem  negativen  der 
Kante  [3.  4)  angehörend) ,  die  in  ihrer  Wirkung  zu  der  im  vollkommenen 
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Kryslalle  zwischen  (Ion  Kanten  (1.2)  und   (3.  i)  vorhandeaen  nicr    IR-il 
polaren  an  beiden  Enden  positiven  Axe  hinzutritt. 

Krystall   No.  3. 

Der  Krystall  No.  3  g(»h()rt  ebenfalls  dem  Werner-Museum  in  Fr^E^-^- 
berg  (No.  otS).  Fig.  3  A  zeigt  ihn  in  natürlicher  Grösse,  Fig.  3  B  scj^^  in 
Netz  in  zweifach  linearer  Vergiösserung. 

Wie  gewöhnlich  bei  den  Schneckensteiner  Topasen  ist  der  Kryst  ^r^ill 
eine  Combination  folgender  Gestalten :  ooP,  ooP2;  P,  |-P;  1^2;  2P  <=» 
und  0  P. 

Seine  verticalen  Flächen  sind  nur  schwach  glänzend  und  sel^s.  «^?n 
wi(».  von  feinen  SchUj)pchen  bedeckt  aus ;  besonders  ist  ein  eigenthlii.  v  »i- 
lich  weissliches  j)erlniutterartiges  Aussehen  auf  den  Flächen  des  PK^iar 
nias  ooP,  also  in  der  Umgebung  der  beiden  brachydiagonalen  Seit^L3ii- 
kanten  (I.  2)  und  (3.  4)  wahrzunehmen;  aber  auch  an  der  Kante  (4.  1) 
zeigt  sich  dasselbe,  wenn  gleich  nur  in  geringer  Ausdehnung.  Die  gef-5^n 
die  Axe  geneigten  Flächen  besitzen  einigen  Glanz,  sind  aber  doch  ä:i»1 
zahllosen  kleinen  Grül)chen  bedeckt. 

Der  Krystall  trägt  zwei  verletzte  Stellen,  womit  er  angesessen  k:»^*^!- 
die  eine  liegt  aul*  der  Fläche  2  von  der  Mitte  nach  oben,  die  andi-^^*^ 
dagegen  auf  der  Fläche  4  von  der  Mitte  abwärts,  etwas  nach  recl:^^- 
Während  die  Verholzung  auf  der  Fläche  2  quer  über  die  ganze  Brc^ü^* 
der  Fläche  hinwegläuft,  zieht  sich  die  Verletzung  auf  der  Fläche  4  mc*  Äir 
nac'h  nichts.,  nach  der  Kante  (4.  1)  liin,  und  reicht  also  nicht  bis  ^  ^^ 
Unken  Kante  (3.  4). 

Di(^  positiven  Zonen  der  brachvdiat!;onal(*n  Kanten  erscheinen  ni^'-^'^ 
symni(»trisch,  sondern  auf  die  Flächen  I  und  3  gedrängt.     Der  Grui^*" 
diesiT  Störung    ist  in  den  zuvor  beschriebenen  Verletzungen  auf  cJe^^^^^ 
Flächen  2  und  4  zu  suchen.    Da  die?  Verletzung  auf  der  Fläche  2  in  de-^*^^^ 
()b(»ren  Hälfte  liegt  und  sich  bis  zur  Kante  (1 . 2)  erstreckt,  so  ist  oben  au  ^  ^ 
d(»r  Fläclu»  2  gar  kleine  positive  Elektricität  bemerkbar,  und  auch  A\(^^ 
sp(»cielle  Untersuchung  der  Kante  (1.  2),  wie  solche  in  der  Projection^ 
Fig.  3  A  dargestellt  ist,  lässt  nur  im  unteren  Theile  dieser  Kante  positive  ^"^ 
Elektricität    hervortreten,    während   ilir   oberer  Theil   unelektrisch  er-  — 
scheint.     Auf  der  Flächen  4  liegt  die  Verletzung  unterliall)  der  Mitte  und 
reicht  nicht  bis  zur  Kante  (3.  4) ;  deshalb  kann  oben  auf  der  Fläche  4 
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noch  die  normale  positive  ElektricitUt  erscheinen,  und  die  specielle 
Untersuchung  der  Kante  (3.  4)  ergibt  diesell)e  in  ilireni  ganzen- Ver- 
laufe positiv. 

Krystall    No.  4. 

Fig.  4  A  stellt  den  Krystall  No.  4  in  natürlicher  Grösse ,  Fig.  4  B 
sein  Netz  in  zweifach  linearer  Vergrösserung  dar. 

Der  Krystall  No.  4  ist  eine  Conibination  folgender  Gestalten :  oo  P, 
oop2,  oop3,  oopoo;  P,  |P;  j-f2;  2 poo  und  (TP;  jedoch  finden 
sich  die  Flächen  von  oo  P  3  nur  im  ersten  und  dritten  Quadranten ,  und 
von  dem  brachydiagonalen  Flächenpaare  oopoo  erscheint  nur  die  eine 
auf  die  Kante  (2.  3)  fallende  Fläche. 

Das  obere  Ende  ist  ziemlich  regelmässig  ausgebildet;  am  unteren 
Elnde  hat  der  Krystall  jedenfalls  aufgesessen ;  os  zeigt  sich  an  Stelle  der 
geraden  Endfläche  eine  durch  Bruch  entstandene  Vertiefung,  die  rings- 
um von  gegen  die  Axe  geneigten  Flächen  umgeben  ist. 

Während  die  obere  Endfläche  nicht  unbeträchtlich  positiv  erscheint, 
ist  auf  dem  unteren  Ende  infolge  der  Verletzung  die  positive  Spannung 
nur  schwach  und  verschwindet  bereits  auf  dem  nach  der  Kante  (1 .  2) 
hin  gelegenen  Theile  der  Bruchfläche  (Vertiefung).  Unter  den  bcnden 
negativen  makrodiagonalen  Seitenkanten  zeigt  die  Kante?  4.  I)  eine 
stärkere  Spannung  als  die  gegenüberlic^gendc^  Kante    2.  3}. 

Krystall  No.  5. 

Der  Krystall  No.  5,  wohl  einer  der  schönsten  und  vollkommensten 
Aer  am  Schneckensteine  gefundenen  Topaskrystalle,  gehört  dem  Werner- 
^Vuseum  in  Freiberg  (No.  543).  Fig.  ö  A,  stellt  ihn  in  natürliclier  Grösse, 
t'ig.  0  B  sein  Netz  in  zweifach  linearer  Vergrösserung  und  F'ig.  5  C  seine 
w  Seitenkantx^n  dar.  Der  Krystall,  im  Innern  völlig  rein  und  klar,  und 
von  hellweingelber  Farbe  ist  eine  Conibination  folgender  Gestalten: 
ooP,  oopg,  oop3,  ooPoo;  p,  j  P,  Spurcu  einer  noch  stumpferen  Pyra- 
mide; fP  2,  2P2;  2  Poo,  4Poo;  S  Poo  und  0  P. 

Die  Flächen  dos  verticalon  Prismas  ooP3  und  des  brachydiagonalen 
Flächenpaares  ooPoo  finden  sich  nur  an  und  resp.  auf  der  makrodiago- 
nalen  Kante    (4.   1.),    während   die  gegenüberliegende   Kante   (2.  3.) 
scharf  von  den  Flächen  des  Prismas  ooP2  gebildet  wird. 
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Der  Krystall  ist  ringsum  ausgebildet  und  zeigt  keine  Verletzung^ 
mit  Ausschluss  einer  sehr  kleinen  Stelle  auf  der  oberen  Flache  0  P 
der  Kante  '1.  2.i,  und  sodann  einer  Stelle  am  unteren  Ende:  an  diese 
letzteren  ist  nämlich  die  an  die  Fläche  2  grenzende  Hälfte  der  untere  »»j] 
Fläche  OP  glänzend  und  steht  ungefähr  um  0,1""  gegen  den  UbrigeF — f=-in 
matten  Theil  derselben  zurück.  Sehr  wahrscheinlich  hat  der  Krvst^B=^|| 
an  dieser  Stelle  angesessen,  und  ist  beim  Ablösen  vom  Gestein  ein  se  3^r 
dünnes  Blättchen  losgerissen  worden.  Ein  Gleiches  gilt  von  dem  (k.  ,si. 
neben  liegenden  Rande ;  wo  daselbst  in  dem  zweiten  Quadranten  cf^B  ie 
Pyramidenflächen  auftreten  sollten,  wird  nur  eine  schmale  Bruchfläor  Tfce 
wahrgenommen. 

Die  negative  Polaritlit  gewinnt  auf  den  oberen  Theilen  der  s^=t  ä- 
lichen  Begrenzungen  dieses  Krystalles  eine  solche  Starke  und  Am_Jü.£r 
dehnung,  dass  selbst  bei  specieller  Prüfung  die  oberen  Hälften  ci^M-^r 
brachydiagonalen  Seitenkanten  negativ  erscheinen  (Fig.  5  C) ;  auffalle  ^m^d 
auch  ist  die  grosse  Stärke  der  negativen  Elektricität  in  dem  mittles — ^n 
Theile  der  Seitenflächen.*) 

Einer  Eigenthümlichkeit  im  thermoelektrischen  Verhalten  Äii  ^s 
Topases  begegnen  wir  zuerst  an  diesem  Krystalle  in  folgender  Ä^r- 
scheinung.  Wurde  nämlich  die  Fläche  i,  während  der  ganze  Krys  ^  ^U 
mit  Ausnahme  dieser  Fläche  in  Eisenfeilicht  eingehüllt  war,  untersucr- Ä^^^ 
so  zeigte  sich  in  geringem  Abstände  von  dem  rechten  Bande ,  ungcf^fe-  ^^ 
da,  wo  die  beiden  Flächen  von  oo^2  und  oop3  eine  stumpfe  Kai"^  *^ 
bilden,  eine  Schwächung  der  negativen  Elektricität,  die  nahe  in  niittk:^/^"^'' 
Hohe  am  stärksten  erschien,  so  dass  :s.  Fig.  5  B  an  dieser  Stef  '^ 
nur  ein  Ausschlag  des  Goldblättchens  von  —  0,2  Skth.  beobachtet  wurrfi 
wähnmd  er  unmitt(»lbar  rechts  und  links  daneben  auf  —  2,G  un« 
—  2,1  Skth.  stieg.  Eine  genauere  Beobachtung  des  Goldblättchens 
welches  \m  Annäherung  des  Platindrahtes  zuerst  auf  —  0,6  Skth.  ginf? 
und  dann  bei  grösster  Nähe  des  Drahtes  auf  —  0,2  Skth.  zurücrkkehrte, 
w  ies  darauf  hin,  dass  an  der  betrelfenden  Stelle  eine  positive.  Erregung 
statttinden  müsse,  (li(*.  bei  dem  beschriebenen  Verfahren  nur  durch  die 
Vertheilungsw  irkung  der  umliegenden  stärkeren  negativen  Elektricität 
verdeckt  wcTde.    Es  hielt  auch  nicht  schwer,  die  positive  Erregung  an 


^)  Dieselbe  dürfle  mit  <lciii  gleich  zu  erwäliiieiideii  Vorgange  im  Zusammciihiiiigc    * 
sieben. 
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der  betreffenden  Stelle  durch  die  Beobachtung  nachzuweisen:  als  näm- 
lich die  ganze  Flache  4  mit  Ausnahme  der  betreffenden  Stelle  mit  Eisen- 
feilicht bedeckt  wurde,  zeigte  das  Elektrometer  beim  Annähern  des 
Drahtes  an  die  freigelassene  Stelle  deutlich  posisive  Elektricität. 
üebrigens  erstreckt  sich  die  Disposition  zu  einer  positiven  Erregung 
längs  der  ganzen  Kant6,  wie  dies  die  in  das  Netz  Fig.  5  B  eingetragenen 
niedrigen,  rechts  und  links  von  höheren  negativen  Werthen  umgebenen 
Zahlen  darthun,  wenn  es  aucJi  nicht  mehr  gelingt  durch  Einhüllung  des 
Krystalles  bis  auf  einen  schmalen  Streifen  an  den  oberen  und  unteren 
Theilen  der  Kante  von  ooP2  und  ooP3  die  positive  Erregung  selbst 
nachzuweisen. 

Ich  bemerke  ausdrücklich,  dass  die  äusseren  Begrenzungen  ebenso 
wenig  wie  das  Innere  des  Krystalles  an  der  betreffenden  Stelle  ein  An- 
zeichen darbieten,  woraus  man  auf  das  Auftreten  einer  positiven  Elek- 
tricität hätte  schliessen  können. 

üebrigens  liegt  der  Grund  der  eben  beschriebenen  Erscheinung 
nicht  in  einer  ganz  absonderlichen,  für  diesen  Krystall  eigenthilmlichen 
Zufillligkeit ,  da  sich  dieselbe,  wie  schon  in  der  allgemeinen  Uobersicht 
henorgehoben  wurde,  bei  vielen  anderen  sächsischen  Krystallen  und 
zwar  in  noch  viel  ausgeprägterer  Weise  wiederholt. 

Krvstall  No.  6. 

Der  Krystall  No.   6  ist  Fig.  6  nur  in  seinem  Netze  in  /Aveifach 
linearer  Vergrösserung  abgebildet,  da  die  elektrische  Verlheilung  auf 
den  Seit^nkante^n  sich   angenähert  aus  den  Beobachtungtm  aus  den 
Seitenflächen  ergibt.    Der  Krystall  stellt  die  bei  den  Schneckensteiner 
To|>asen  gewöhnliche  Combination  ooP,  oo^2;  P,  JP;  J  P2;  iPoo  und 
0  P  dar,  und  ist  ziemlich  durchsi(*htig.    Sein  unteres  Ende  zeigt  das  olx^n 
S.  373  beschriebene  drusige  oder  genarbte  Aussehen;  an  den  Rändern 
desselben  finden  sich  noch  gegen  die  A\e  geneigte  Flächen.    Das  Aus- 
sehen dieser  unteren  drusigen  Endfläche  macht  in  keiner  Weise  den 
Eindruck,  als  ob  der  vorliegende  Krystall  bei  seiner  Bildung  am  unteren 
Ende  angewachsen  gewesen,  dann  daselbst  abgebrochen  und  auf  seiner 
Endflache  allein  wieder  mit  drusigen  Ansätzen  überzogen  worden  wäre. 
Die  untere  drusige  oder  narbige  Fläche  ist  negativ  bis  auf  den  Rand 
rader  Nähe  der  Kante  (1 .  2.  ,  wo  keine  elektrische  Spannung  b(?obachtet 
wenlen  konnte.    Dieses  Verhalten  des  unteren  Endes  hat  nun  aber  bei 
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(li(^s(?iii  Kiystalle,  wie  berei(>s  zuvor  in  der  allgeiueiiieu  üebcrsichi  d 
elektrischen  V(M'liall«ns  der  Topase  hervorgehoben  wurde,  eine  A 
Ündorung  in  der  Ausbreitung  der  elektrischen  Zonen  auf  den  Seile 
flächen  zur  Folge:  die  positiven  Zonen  der  brachydiagonalen  Seite 
kanten  rücken  weiter  nach  unten  und  verbreiten  sich  daseUjst,  währe 
die  negativen  Zonen  auf  den  niakrodiagonalen  Kanten  sich  mehr  na 
oben  wenden  und  dort  ausbreiten. 

Sehr  aulTallend  ist  der  Unterschied  zwischen  der  Stärke  der  [rirt  ,( 

tiven  Elektricität  auf  der  oberen  und  der  negativen  Polarität  auf  d^ 
unteren  Endfläche ;  während  die  obere  tlndfläche  eine  für  die  Gross 
des  Krystalles  sehr  beträclitliclie  positive  ElektricitHt  entwickelt,  ersche:^S.  nt 
die  negative  auf  der  unteren  Endfläche  nur  schwach ;  man  möchte  ai»^  ^ch 
hier  wieder  (und  ein  Gleiches  gilt  von  den   übrigen  entsprechenA  ^^n 
Krystallen)  sagen,  es  sei  zu  der  in  vollständigen  Krystallen  vorhanden*^^?^  n, 
an  beiden  Enden  positiven  llauptaxe  eine  am  oberen  Ende  {xisitive,    ssm 
unteren  aber  negative,  also  polare  Axe  hinzugetreten. 

Krystail   No.  7. 

Dieser  grosse  und  scheine  Krystail  vom  Schneckenstein  No.  7  ^^^ 
Fig.  7  nur  in  seinem  Netze  in  natürlicher  Grösse  dargestellt;  er  besl^^^^ 
aus  einer  Combination  folgender  einfacher  Gestallten :  ooP,  ooP2,  oot^  '«' 
ooP3;  P,  S  P;  3  P2;  iPoo  und  0  P.  Die  Flächen  1^2  sind  sehr  klc^^"' 
und  die  Flächen  oo  P  J  erscheinen  nur  deutlich  im  dritten  und  vier  t*-^^" 
Quadranten.  Das  untere  Ende  wird  von  einer  Durcligangsfläche  gci^  ^'" 
det.    Die  Kante  (1 .  2.)  ist  in  der  unleren  grösseren  Hälfte  verbrocli^"  ^^• 

Infolge  der  Verletzung  der  unteren  Hälfte  der  Kante  (1.  2.)  vi^^ 
der  allgemeinen   Ausbreitung   und   Verstärkung  der  negativen   Zone-''^*^^ 
gegen  das  obere  Ende  liin  vermag  die  positive  Elektricität  nur  auf  eine  ^'^"'^ 
kleinen  StelU»  in  der  Mitte  der  Kante   (I.  i.)  und  unten  rechts  aufdo^    ' 
Fläche  1  hervorzutreten.    Sp(»cielle  B(M)bachtungen  auf  den  makrodiago — ^' 
naien  Kant(»n  [}.  I .  •  und  (2.  3.)  zeigen  deutlich  das  Wachsen  der  nega--^^ 
tiven  Elektricität  gegen  das  oImmv,  und  Beobachtungen  auf  der  unver- 
letzten  brachydiagonalen    Kant(*     3.   i.)    das   Wachsen    der   positiven 
Elektricität  gegen  das  unlere  Ende  hin. 

Der  vorli(»g(»nd(»  Krystail  zcMgt  die  s(4ion  bei  dem  Krystail  No.  ä 
beschriebene»  eigenthümliche  schmähe  positive?  Zone»  neben  der  negativen, 
makrodiagonalen  Seitc^ikante  in  noch   viel  ausgeprägterer  Weise.    Aul 
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der  Flache  1  zieht  sich  neben  dei'  negativen  Kante  (4.  1.)  eint»  schmale, 
positive  Zone  fast  nach  der  ganzen  Länge  des  Krystalles  hinauf,  und 
eben  diese  Ei'scheinung  wiederholt  sich  auf  der  Flüche  3  neben  der 
negativen  Kante  (2.  3.).  Diese  schmalen  verticalen  positiven  Zonen  er- 
weitern sich  nach  unten  und  verschmelzen  daselbst  mit  den  von  den 
brachydiagonalen  Kanten  kommenden  positiven  Zonen,  wodurch  die 
negative  Polarität  auf  den  Flächen  1  und  3  mehr  oder  weniger  nach 
oben  geditingt  wird. 

Krystall    No.  8. 

Der  Krystall  No.  8  ist  in  seinem  Netze  Fig.  8  in  natürlicher  Grösse 
dargestellt;  er  gleicht  sehr  dem  vorhergehenden,  nur  fehlt  ihm  die  Ge- 
stalt oo  P  g .    An  der  Stelle  der  Kante  (2.  3.)  liegt  eine  unregelmüssige 
Abstumpfung  (in  Fig.  8  mit  et  bezeichnet) ;  doch  ist  dieselbe  nicht  durch 
Abbrechen,  sondern  infolge  einer  durch  Uussere  Umstände  gehemmten 
Ausbildung  der  Flüche  cx)  P  oö  entstanden.   Die  Begrenzung  des  Krystalles 
aiö unteren  Ende  wird  in  der  nach  dw  Kante  (i.  I.)  hin  gelegnen  Ilültle 
von  in  mehrfachen  Absützen  neben   einander   liegenden   Durchgangs- 
flüchen gebildet,  w^ührend  die  andere  nach  (2.  3.)  hin  gelegene  Hültte 
schief  abgebrochen  ist.   Auf  Flüche  3  haben  Iremde  Krystalle  Eindrücke 
'hinterlassen. 

Wie  an  Gestalt,  so  gleicht  auch  in  der  Vcrtheilung  der  elektrischen 
f^olaritüten  der  vorliegende  Krystall  dem  vorhergehenden.    Die  positiven 
Xooen  auf  den   brachydiagonalen  Kanten  treten  etwas  stürker   auf  als 
lM*i  No.  7 ;  femer  erscheint  die  beim  vorhergehenden  Krystalle  neben 
^en  beiden   makrodiagonalen  Kanten  beschriebene  positive  Zone  am 
vorliegenden  Krystalle  nur  neben  der  negativen  Kante  (4.  1 .)  auf  der 
fläche  1 ,  erstreckt  sich  hiei*  bis  zum  oberen  Rande  und  breitet  sich  auf 
jener  Fläche  so  betrüchtlich  aus,  dass  nur  am  oberen  Rande  eine  nega- 
tive Region  übrig  bleibt.    Das  Fehlen  der  eigenthUmlichen  positiven  Zone 
lieben  der  negativen  Kante  (2.  3)  dUifte  durch  die  mangelhatle  Aus- 
bildung der  Kante  (2.  3)  veranlasst  werden. 

Krystall  No.  9. 

Der  Krystall  No.  9  ist  in  Fig.  9  nur  in  seinen  beiden  Projectionen 
^Jju^tellt;  oberhalb  und  unterhalb  sind  aber  ausserdem  noch  die  End- 
tochen  abgebildet.     Er  enthült  dieselben  Gestalten  wie  der  vorher- 
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Wie  aus  der  Zeichnung  hervorgeht  sind  die  Pyramidenfläcbeii 
grösser  als  bei  den  meisten  (Ihrigen  slichsisehen  Topasen.  Werden  die 
grossen  Pyraniidenllachen  P  einzeln  untersucht,  d.  h.  ist  der  ganze 
Krystall  bis  auf  eine  der  Fläche  P  in  Kuplerfei licht  gehüllt,  so  zeigen  sie 
negative  Polarität;  ragen  sie  aber  säninitlich  zugleich  mit  der  Endfläche 
0  P  und  den  FlUclien  des  Brac:hydomas  'ipoo  aus  <leni  Kupferfeilicht 
hervor,  so  wird  auf  ihnen,  e[>enso  wie  auf  den  Flächen  OP  und  2P<»i 
positive  Spannung  beobachtet. 

Krystall   No.  14. 

Der  in  Fig.  -14  in  seinen  Projectionen  und  Endflächen  abgebild^l?» 
dem  Weiner- Museum  in  Freiberg  unter  No.  535  angehörige  Kr\'j*t«ll 
bietet  die  gewöhnliche  Combination  ooP,  oopg,  oop3;  P,  f  P;  JP*; 
!2Poo  lind  OP  dar,   zeichnet  sich  aber  daduirh  aus,  dass  an  sein^JO 
oberen  Emh^  die  Fläcrhe  OP  fast  den  ganzen  Quersclinitt  einnimmt;   «iJ^ 
an  ihren  Rändern  liegenden  gegen  die  Axe  geneigten  Flächen  besitz«« 
daher  nur  eine  geringe  xXusdcihnung.     Die  Fläche  0  P  am  oberen  E«"»tl^ 
ist  sehr  schwachglänzend  und  sieht  wie  mit  einer   dilnnen  bräunl^  i^^^ 
weisslichen,  einige  Zehntel-Millimeter  dicken  Platte  bedeckt  aus;  ^Jas 
untere!  Kndc»  wird  von  iMneni  Durchgänge»  b(»gr(Mizt.    Di(>  Flächen  oo       ^^ 
zcig(Mi  den  schon  mehrfach  (»rw ähnl(»n  schwa(*hen  p(»rlmult(»rarligc!n  (Jh^^^^''* 

l)i(»  eh^klrische  VcMtlicMlung,  wie*  sii*  die»  Beobachtung  auf  l. — ^^^ 
FläcluMi  g(»gel)(Mi,  ist  durch  Färbern  in  d(»n  ZcMcluuingen  ;Fig.  14:  an  -n* 
deut(M.  Die  positive»  KI(»klricitiU  (Km*  olx^ren  inattcMi  Endfläche  ist  stjc^  ^r' 
uiul  überti'ilVl  an  Intensität  ung(»lahr  4  Mal  die  ni\gative  der  unle  ''*• 
Durclii(anü;sfläche. 

Krystall   No.  15. 

Der  gleichfalls  dem  Werner -Muscunn  in  FreibcTg  unter  No.  3*3<> 
angohcirige  Krystall  No.  15,  welcher  Fig.  15  in  seinen  Projectionen  wvil 
Endflächen  abgebildet  ist,  glich  dem  vorhergehenden;  doch  betrug  seine 
Länge  in  dcM*  Richtung  der  Hauptave  nur  ungefähr  die  Hälfte  von  der 
Längi»  des  vorigen  und  war  s(»ine  fast  matte  Endfläche  am  oberen  Ende 
noch  etwas  grösser,  die  an  ihren  Rändern  liegenden  geneigten  Fläclien 
also  noch  schmäler  als  l)ei  dem  Krvstalle  No.  1 3. 

Die  elektrische  Vertheilung  ist  nach   dc»n  Beobachtungen  auf  den 
Flächen  in  die  Zeichnungen  (Fig.  1 5)  eingetragen. 
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Krvslall   No.  16. 

Das  iNolz  des  Kryslalles  N(i.  1 6  sUillt  Fig.  1 6  in  vierradi  liiioaror 
Vei>?rösseruiig  dar. 

Der  Krystall  ist  nur  ein  Bruchstück ,  dessen  SeitenIlUchen  von  den 
Gestalten  ooP  und  ooP2  letztere  vorwaltend  ä:el)ildel.  und  dessen 
Enden  von  zwei  gegen  die  Ave  senkrechten  DurchgangsIlHchen  b(»- 
j^iTDzl  werden.  Dabei  ist  jeiloch  der  Durchganij:  am  oberen  Knde  sehr 
ii«lie  an  dei*  Spitze  des  ausgebildet  gewesenen  Endes  ang(»schlagen,  wie 
aus  dem  Vorhandensein  von  Kesten  der  Flüchen  2Poo  auf  dcMi  Kan- 
leii  ,i.  r.  und    2.  3)  hcMvorgeht. 

Die  in  das  Netz  Fig.  1 6  eingetragenen  Beobachtungen  zeigen,  dass 
die  elektrische  Vertheilung  auf  den  seitli(*hen  Kanten  und  Flüchen  ziem- 
lich regelmUssig   ist.     Die   unu»re   DurchgangsllUche    (Mscheint    id)erall 
negativ;  dagegen  bietet  die  obere  DurchgangsllUclu»  ein  eigenthümliches 
Verhalten  dar,  indem  (lie  nach  der  Kante    i.  1'  und  dem  Quadranten  I 
hin  gelegene  kleinere  Halfle  d(»r  FlHche  |)ositiv  '     ist.  uiul  zwar  besitzt 
diese  jiositive  Polarität   in  der   Niihe  der   Kante     4.  I     eine  mehr  als 
C  mal  gr()ssere  Intensität  als  dii»  negative  auf  derselben  FUlche  und  eine 
mehr  als  doppelt  .so  starke»  als  die  höchste  negative  Spannung  auf  der 
untert»n  Flüche,     üebrigens  liegt    di(\s(»  höchste»  negative  Spannung  auf 
der  unteren  Durchgangslliiche.  eb(»nso  \\'w  die»  höchste  positive  auf  dem 
«>ljen»n  Ende,  in  der  Nilhe  der  Kante    l.  I    ;  es  scheint  also  hier  der 
•stärkste   elektrische  Gegensatz  in  (»iner   s(»itlichen  der  A\e    paralli»leii 
l-inie  ausgebild(»t  zu  sein.     \V(»d(»r  auf  der  OberflUehe  noch  im  Inneru 
s^iiid  Anzeichen ,  welche  auf  die»  gr()ss(»r(»  StUi'ke  der  Elektricitill  in  der 
Nahe  der  Kante    4.  1-  hinweisen,  ausser  da.ss,  wie  aus  den  verbliebenen 
Äesten  hervorgeht,  die  Flüche  von  ^Pooauf  der  Kante    4.  1     etwas 
5^l*ärker  entwickelt  gewesen  ist,  als  auf  der  Kante    t.  X .    Auch  z(»igte 
dit»  specielle  Untersuclmng  der  Kanten  eine  grössere  negative»  Polarität  auf 
der  Kante  (4.  I;  als  auf  der  Kante  ^2.  3  ,  worauf  .schon  zum  Theil  die 
in  das  Netz  eingetragenen  auf  den  Flüchen  gemacht(»n  B(»obachtungt»n 
hinweisen. 

Die  Grenzen  der  positiven  und  negativen  Zonen  auf  dt»n  Seilenflüchen 
verlaufen   bei  diesem   an  beiden  Enden  von  Durchglingen    b(»grenzt(»n 


*,  Dieselbe  firsoheinung  werden  wir  spätcM*  im  Abschnitte  V.   unter   i  uii  dem 
Kristalle  No.  10  nach  dem  Absprenf<en  des  obersten  Theiles  wieihM*  finden. 

Abkandl    il.  K.  S.  OesellMli.  d.  Wirioenscb.    XIV.  ^^ 
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Bruchstucke  etwas  niohr  parallel  mit  den  Kanten  als  bei  den  an  einem 
Ende  aasgebildeten  und  am  ander*en  Ende  von  einem  Dureh^anf^o  be- 
i<renzten  Krystalleu:  die  tuu^li  vorhandene  Erweiterunfi;  der  pasitiveo 
Zonen  nacli  abwärts  han£^(  sehr  wahrscheinlich  mit  dem  Umstando  m- 
sanjmen,  dass  auf  der  (»bereu  l)urchgan£(sflllche  sich  noch  Reste  von  po- 
sitiver ElektricitUt  linden. 

Weitere  Beobachtungen  an  diesem  Ki*\stalle  nach  dem  AbschleifoB 
der  makrodiagonalen    Kante    i.  3    :<•    weiter   unten   im  V.  Abschnitte 
unter  6-. 

B.  Sibirisohe  Topase. 

a.  Topase  um  dem  Gebirgszuge  Adnn-Tsehüou  hei  yerlsvhimk. 

Der  Topas  findet  sich  hier  in  einer  ({uarzhaltigen  Felsail,  die  von 
den  Einwohnern  Topasfels  genannt  wird   und   den  Granit  in  Gängen 
durchsetzt.     „Der  Hauptbest^ndtheil  dieser  Gebirgsart  ist  ein  graulich 
weisser,    fi'inkorniger  und    klein    krystallinischer  Quarz,  welcher  iw^ 
kleinen   Topaskrystallen    vermengt    vorkommt.     Der   Topasfels  enth^l^ 
an   vielen   Stellen  unregelmüssig(^  Höhlungtm ,   deren  Wandungen   i^* 
Krystallen  von  Kauchtopas,  Topas  und  Beryll  bekleidet  sind.'*'' 

Die  Krystallc*  vom    Vdun -Tschilon   hesitzcMi  im  AllgeuKMuen  kei>^^' 
ü:rosse  l)urchsichl.iü;k(^il    und  sind    meisl(Mis  bliudich   w(mss.  doch  aU^" 
gelblich  weisr>  und  farhios.    Ihn»  (i(vslalt  ist  wiMu'g  zusaunnenge.s(»lzl  u"^' 
fast  bei  allein  iilHMCMUstimmend.     Das  vcMticaie  Prisma  wird  gewöhnlich 
von  den  Flachen  oo  P  ^  g(*bildel,  und  ersciuMnl  an  dcMi  l)rachydiagonalen 
Kanten  durch  sclnnalc»  Flüchen  von  oo  P  zugc^sclicirft ,  wUhrend  auch  an 
d(»n  makrodiagonaU^n  Kanten  öft(M'  eine  Zuschürfung  durch  die  Flüchen 
von  ooP3  (Mntrilt.    Die  Enden  (l(»s  Prismas  werden  durch  grosse  Flächen 
des  Brachydomas  2  Poo  zugeschürft  und  an  den  beiden  Eckpunkten  der 
so  entslandencMi  Schneid(»  liegen  die  kleinen  Flüchen  von  P,  bisweilen 
auch  noch  von  :}Poo.     Die  verticalen  Prismenflüchen  sind  stets  stark 
vertical  gestreift. 

n.   Elek Irisches  VerliaUen  im  Allgemeinen» 

Die  am  Adun-Tschilon  bei  Nerlschinsk  gefundenen  Krystalle  stim- 
men in  ihrem  elektrischcMi  Verhalten  mit  den  süchsischen  Topasen  Uber- 

•    \ .  K  o  k  s  (•  h  ii  r  ()  \v  .  .M;iliM*ijilit»ii  \ .  Ü.  S.  <  Gf>. 
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ein  :   es  ist  also  die  am  Ende  dei*  llaiipUixe  von  den  Flüchen  des  Brachy- 
domasi  P<x>  gebildete  Schneide  sainmt  dem  grössten  Tlieile  dieser  Flächen 
positiv,  während  die  an  die  makrodiagonalen  Seitenkanten  gi*eixzenden 
Stucke  der  genannten  Flächen  an  der  negativen  Elektricität  dieser  Kanten 
theilnehnien.     Eine  mangelhatte  Ausbildung  des  Endes  der  Hauptaxe 
mindert  daselbst  die  Stärke  der  positiven  Polarität.   Wird  an  dem  unteren, 
Hiifgewac*lisen   gewesenen  Ende   ein(»  Durchgangsfläche  angeschlagen, 
•so  zeigt  diese  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  negative  Elektricität ;  wird 
flagegen  die  Schneide  des  oberen  Endes  nalu»  unter  demselben  in  einem 
Durchgänge  abgespiengt ,  so   erschein(»n  auf  der  so  gebildeten  oberen 
Begrenzung  des   untenan  Stuckes  noch   positive  Stellen,   während   die 
entsprechende  untere  Fläche  des  oberen  StUck(»s  Oberall  negative  Pola- 
rität darbietet     s.   den   Abschnitt  \.  ö  .      Wie    bei    den    sächsischen 
Krystallen  sind  fernei*  die  makrodiagonahm  Seitenkaiiten  negativ,  die 
brachydiagönalen  positiv,  und  nehmen  di(»  b<»nachbarten  Flächenstücke 
an  der  Polarität  der  nä(^hsten  Kanten  Iheil.    V(M'l(»tzungen  oder  mangel- 
hafte Ausbildungen  i\ov  S(»ilenlläch(*n    ruleu  an  Sl(»llen,   wo    bei  voll- 
koiuinener  Gestaltung  positive  El(»ktricitäl  aullret^in  würde,  ebenso  wie 
bei  den  sächsischen  Topasen,  negativ«»  Polarität  hervor. 

Die  elektrische  Err(»gung  eri-eicht  auf  den  Adun-Tschiloner  Kry- 

*tallen  oft  eine  sehr  IxMrächtlicIu»  Stärke  und  übertrilft  nii  Durchschnitte 

die  an  den  sächsischen  Topasen  beobachtete. 

b.   Reobachiumjeu. 

Kr  V  s  t  a  1 1    N  o.  17. 

Der  dem   Berliner  Museum  gehörige    Krystall   No.   17,   welchen 
Fig.  17  A  und   17  ß  in  natürlichen  Dimensionen  darstellen,  ist  nicht 
riDgsum  frei  ausgebildet  gewesen,  sondern  hat  mit  der  Kante   :2.  3  , 
mit  einem  Theile  der  Fläche  3,  sowie  mit  der  an  diese  Fläche  grenzen- 
den Stelle  des  unteren  Endes  angelegen  und   erscheint  daselbst  ver- 
brochen.    Vollständig  ausgebildet  ist  die  Fläche  1 ,  ziemhch  vollständig 
vorhanden  sind  die  Flächen  i  und  i,  während  die  Fläche  3  in  ihrer 
Bildung  stärker  behindeil  gewesen  ist.    Die  Masse  des  Krystalles  er- 
seheint im  Allgemeinen,  wenn  auch  rissig,  doch  durchsichtig ;  nur  tinden 
sich  an  den  Stellen,  wo  die  drei  vorhandenen  Flächen  des  Brachvdomas 
ipco  auftreten,   ungetUhr   P"'  dicke  milchichtweisse  undurchsichtige 

^8* 
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PlaiU^n  (in  den  Zeichnungen  dun^h  die  mit  den  Kanten  parallel^^i^ 
Linien  «  angedeutet)  aufgelegt ;  die  Oberflücthen  dieser  Platten  also  1  » 
Flachen  2Poo,  sind  glänzend,  wenn  auch  nicht  eben. 

Abweichungen  von  einer  ganz  regelmässigen  V'^eriheilung  der  elel 
Irischen  Polaritäten  sind  eine  Folge  der  Anwachsung,  die  voraugswei 
mit  der  Stelle  stattgefunden  zu  haben  scheint,  wo  am  unteren  EndeauKf 
der  Kante   (2.  'i)  die  Flache  von  2l^oo  hatte   auftreten  sollen,    dieis^m} 
Anwachsung  bedingt  die  negative  Beschaffenheit  der  zidetzt  bezeichnde  n 
Bruchflache,  die  Schwächung  der  positiven  Elektricitat  am  unteren  utt€.i 
die  Verstärkung  derselben  Polarität  am  oberen  Ende,   sowie  die  vei'*- 
grösserte  Ausbreitimg  der  negativen  Elektricitüt  auf  den  oberen  Theilen 
der  Prismenflachen,  welche  soweit  geht,  dass  selbst  l)ei  specieller  Lnlei-- 
suchung   wie  Fig.  1 7  A  zeigt  •  die  Kante  ( 1 .  2)  im  obersten  Drittel,  und 
die  Kante  (3.  4'  im  obersten  Achtel  noch  negativ  gefumlen  werden. 

Kr V stall    No.  18. 

Der  dem  Halle' sehen  Museum  entlehnte  Krvstall  No.  18  stammt  1 
seincMu  Ansehen  nach  unzweifelhatt  vom  Adim-Tschilon.  Fig.  18  slelH 
sein  Netz  in  natürlicher  (Jrösse  dar.  Am  oberen  Ende  ist  er  vollkommen 
ausgebildet ;  am  untei*(»n  dagegen  zeigt  er  eiiu*  drusige  unebene  Flärh**' 
die  wohl  tluM'lwoise  ang(»l(»g(Mi  und  ang(^sess(Mi  hat :  \v(»nigstens  (indeu 
sich  in  dcM*  Nalu»  dcM*  Kante  i.  3  kl(»ine  durch  Abbreclu^n  blossgeloir'^ 
DurchgangsllachcMi.  Auf  i\vv  Klaclu»  I  ist  von  d(M'  Mitte  abwärts  ihh« 
nach  (Icj*  KanU*  4.  I  hin  (»in  /av(mI(\s  lopasindividuum  in  schrüger  LafTt* 
eingewachsiMi,  wodurch  die  giMumnli»  Kante  in  ihrer  Ausbildimg  gehin- 
deit  gcnvesen  ist. 

Seillieh  wird  (\ov  Krvslall  fast  allein  b(»ii;renzl  von  stark  tj:eslreitWu 
FlaclKMi  (l(»s  v(M*tical(Mi  Prismas  oop  2,  indem  iVw  Flachen  des  Prismas 
oo  |>  luir  äusserst  schmal  sind  odiM*  auch  ganz  fehl(*ij.  Am  oberen  Ende 
lin(l(»n  sich  grosse  wenig  glänzendes  wie  ntit  (Muem  Firniss  überzogene 
FIücIkmi  (1(»s  Brachvdomas  ^Poo,  nebst  kleinen  Flachen  der  P\raiiüde  P. 
AusscM'dem  z(»igt  sich  einige  Linien  unterhalb  des  oberen  Endes  der 
Kaufe»  i.  I  ,  da  wo  das  Hineinwachsen  des  oben  erwähnten  zweiten 
Individuums  Ix^^^innl    bei  y  Fig.  18     noch  eine  untere  Flache  von  2poo. 

l;ng(»nihr  in  der  Höhe  (U^s  unteren  Endes  der  auf  der  Ktinte  ;4.  I 
liegendiMi  Flacht»  von   iPoogeht  durch  den  Krvstall  senkrecht  gegen 
die  A\e.  also  in  (l(»r  Ui(*lilung  (l(»s  Durchgangs,  ein  in  Fig.   18  durch  die 
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unktirte  Linie  äff  angedeuteter  Sprung,  der  jedoeh  die  itusseren  Be- 
renzungen  nur  auf  der  Fläche  I  und  stxillenweise  auf  den  Flächen  2 
nd  4  erreicht.  Dicht  unterhalb  dieses  S[)runges  lie.ä;t  innerhalb 
iner  durchsichtigen  Hülle  von  einigen  Millimetern  Dicke  eine  der 
im»seren  Begrenzung  entsprechende  undurchsichtige  [)oW)s  erscheinende 
^rvstallmasse. 

In  Fig.  18  sind  die  auf  den  Flächen  ausgeführten  Messungen  ein- 
^tragen.  Die  untere  drusige  Endfläche  ist  noch  gross tent hei Is  positiv; 
iass  sie  eine  viel  geringere  positive  Intensität  besitzt,  als  das  obere 
Ende,  ist  eben  Folge  ihrer  mangelhaften  Ausbildung.  Bei  specieller 
Prüfung  ergaben  sich  die  beiden  makrodiagonalen  Kanten  ihrer  ganzen 
i^nge  nach  negativ,  und  hätte  man  bei  der  Untersuchung  der  Flächen  2 
und  4  die  stark  positiven  linken  Hälflen  und  Mitten  derselben  mit  Eisen- 
Teilicht  bedeckt  und  nur  die  am  rechten  Rande  hegenden  Theile  frei 
relassen,  so  würde  auf  ihnen  im  ganzen  Verlaufe  neben  den  Kanten  2.  3) 
ind  '4.  I  negative  Elektricität  beobachtet  worden  sein:  die  in  das  Netz 
in  diesen  Stellen  eingetragenen  positiven  Elektricitäten  sind  nur  eine 
5eitenwirkung  der  sehr  starken,  positiven  Erregung  in  der  Mitte  der 
genannten  Flächen. 

Krvstall   No.  19. 

< 

Der  Krvstall  No.  19  ist  schon  in  meiner  Abhandlung  in  Pogf^. 
Annal.  Bd.  51  S.  42  beschrieben  worden:  seinem  ganzen  Ansehen  nach 
niuss  er  vom  Adun-Ts(^hilon  stammen :  Fig.  1 9  stellt  sein  Netz  in  natür- 
lichen Dimensionen  dar.  Sein  unteres  Ende  wird  von  einer  Durchgangs- 
fläche gebildet.  Die  Kante  2.  3  ist  verletzt;  ausserdem  finden  sich 
Verletzungen  unten  auf  den  Flächen  I,  2  und  3.  wie  dies  in  dem  Netze 
Fig.  19  angedeutet  ist. 

Die  untere  Durchgangsfläche  zeigt  an  den  beiden  brachydiagonalen 
kanten  zwei  Minima  der  negativen  Polarität. 

Kry^tall   No.  20. 

Der  grosse  Krvstall  No.  20,  welcher  der  Sammlung  des  Herrn 
•  aek  in  Halle  angehört,  ist  Fig.  20  A  und  B  in  seinen  beiden  Projec- 
tonen  gezeichnet  worden.  Fig.  20  C  stellt  die  untere  Durchgangsfläche 
lar.  In  diese  Projectionen  sind  die  auf  den  Flächen  beobachteten  Elek- 
riei täten  eingetragen. 
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Der  Krystall  No.  20  liat  mit  der  ganzen  Seitennärhe  3  und  Ava 
schcMnlicIi  auch  mit  seinem  untci^en  Ende  angelegen.  Die  Fläche  3  i^m. 
uneben ;  ani  unteren  Ende  ist  er  von  ziemUch  in  einer  Ebene  Hegende^^^E 
I)(u*(*hgan£;sfla(*h(Mi  begrenzt.  Die  grossen  ausgebildeten  Kiystallflächer  •« 
gehören  den  Gestalten  ooP2  und  2Poo  an;  neben  der  makrodiagonale».« 
Kante  i.  I  findet  sieh  eine  sehmale  Flache  von  oof>3,  und  nebende*! 
braehydiagonalen  Kante  (1.  2)  Spuren  von  ooP. 

Während  die  Hauptmasse  des  Krystalles  grünlich  und  etwas  unreL 
erscheint,  wird  die  Substanz  nach  dem  unteren  Ende  der  Kante   2.  .- 
hin  durch  Imprägnation  auf  ()berfla(*he  und  Spaltungsklüften  mit  Eisei 
oxydhydrat  braun  und  undurchsichtig. 


K  rvsl  a  II    No.  21. 

I)c»r  Krystall  Nr.  21  ist  Fig.  21  in  seinen  beiden  Projectionen  g**' 
zeichmM  worden;  er  steUt  eine  (^ombinaticm  der  Gestalten  ooP,  ool*2^ 
2  P«>  und  P  dar.  Von  den  Seitenflüchen  sind  nur  die  beiden  Flächen  • 
uiul  2  ziemlich  ausgebildet,  während  die  Flächen  3  und  i  nebst  der 
unteren  Endfläche  in  ihrer  Entwickelung  durch  das  umliegende  Gestein 
ü:ehind(»rt  g(*w(»s(»n.  VorzugswcMsc»  am  Gestein  angesessen  hat  d^^^ 
Krvslall  mit  der  uiilercMi  Endlläch«»  und   mit  (»incM'  üfrossen   fast  t^bciM*'' 
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schi(*r  von  unten  nach  obiMi  i^c^luMulcMi  Fläche  (i;  diese  Flächen  sowie  Jk* 
imt(MV  Endfläche  und  (»inzeinc*  ThcMJe  der  Eindrücke  auf  der  ni<*hl  aus- 
m^biideten  Flä(*lie  .*{  sind  mit  (»imM  ö:(»lblich  wiMsslichen  Substanz  bediTkt. 
Die  Masse»  des  Kr\slalles  ist  im  Allgemeinen  durchsichtig,  jedoc^h  \\n\ 
vi(*len  Sprüngen  im  Innern. 

In  (li(»  ge/(M(*hnet(»n  Proj(H*ti(men  siiul,  ebenso  wie  beim  vorher- 
g(»h(Mulen  Kryslalh*,  die  auf  dcMi  Flächen  b(»obachteten  elektrischen 
Spannung(Mi  eingetrag(»n  worden. 


(i.    Dtpthsc  aus  rfr///  lh>rsclUsvliowolf<ilnioi'(ivhiriiszuiir. 

I)(M*  Horschlschowotsclmoi-(M*birgszug  liegt  ebenfalls  im  (iebiete 
von  Nerlschinsk:  <ler  Topas  findet  sich  an  vielen  Localitäten  dieser 
HergkiMle,  jiMloch  hauptsächlich  in  der  l'mg(»gend  des  Flusses  Urulga: 
ausserdtMu  wird  vv  noch  in  den  Bergi^n  Semenow.^^kaia  und  Kibire\v.<:kaia 
angetroffen. 
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ff.   Kiekirisches  Verhalten  im  Allgemeifwn, 

Die  Topase  aus  dem  Borschtschowotschnoi-Gebirgszuge  hieU'n  im 
Allgemeinen  dasselbe  Verhalten  wie  die  sUchsischen  und  Adun-'rsrhiloner 
Kr^'ätalie  dar,  d.  h.  am  oberen  Ende  zeigt  die  EndflUchc  oder  di(^  daseibsi 
befindliche  Kante  positive  S[)annung^),  am  unterea  Ende  dagegen  er- 
scheint auf  der  drusigen  oder  aus  zahlreichen  Spitzen  gebildeten  natür- 
lichen Begrenzung  und  ebenso  auf  einem  daselbst  angi^schlagenen  Oureh- 
^nge  negative  •ElektricitÄl.    Doch  ist  die  Intensität  der  positiven  Pola- 
ritüi  am  oberen  Ende  bei  den  aus  dem  Borschtschowotschnoi-Gebirgs- 
zuge  stanmienden  Krystallen  geringer  als  bei  den  sächsischen  Topasen, 
während  die  auf  den  Flächen  der  Pyramide  P  auftretende  negative  Elek- 
tricität  eine  grössere  Stärke»  zeigt.  Da  nun  auch  die  Flächen  des  Brachy- 
domas  iPoo  in  ziemlicher  Ausdehnung  vorhanden  sind  und  gleichfalls 
negative  Eiektricität  besitzen,   so   ist  leicht   erklärlich,  dass  die  End- 
flÄ<*he  0  P.  wenn  sie  zugleich  mit  den   umgeben(h>n  geneigten  Flächen 
aus  dem   Metallfeilicht  herausragt,   infolge   der   ringsum    befindlichen 
negativen  Polarität  negativ  zu  sein  scheint;    um  sie  als  positiv  zu  er- 
kennen, müssen  die  geneigten  Flächen   bedeckt  und   ihre  negativen 
Spannungen  abgeleitet  werden. 

Während  die  Flächen  der  Pyramide  P  ne^jative  Polarität  besitzen, 
Iheilen  die  Flächen  der  spitzeren  Pyramide  2  P  niehr  den  Charakter  der 
an  m  grenzenden  positiven  Seitenflächen. 

Die  nmkrodiagonalen  Seitenkanten  sind  negativ,  die  brachydiago- 

naien  positiv,  doch  kommt  bei  letzteren  schon  (Krystall  No.  22)  die  bei 

brasilianischen  Ki^stallen  häufige  Erscheinung  vor,   dass  neben  einer 

brachydiagonalen  Kante  sich  von  oben  her  eine  negative  Zone  abwärts 

zieht,  und  auch  die  betreffende  Kante  in  ihrem  oberen  Theile  an  dieser 

Polarität  Iheil  nimmt. 

6.   Beobachlungen. 

Krystall    N  o.  22. 

Der  Krystall  No.  22  gehört  dem  Berliner  Museum  und  stammt  von 
der  Urulga:  Fig.  22  stellt  sein  Netz  in  natürlicher  Grösse  dar. 

•)  An  beiden  Enden  vollkommene,  d.  h.  mit  gegen  die  Axe  geneigten  ebenen 
Flächen  versehene  Krystalle  dieses  Fundortes  standen  mir  nicht  zu  Gebote  ;  denn  beim 
Kn'^all  No.  13  ist  das  untere  Ende  von  einer  mangelhaft  gebildeten  Endfläche  be- 
grenzt, und  beim  Krystall  No.*  25  läuft  es  in  zahlreiche  Spitzen  aus. 
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Der  fast  wasserhelie ,  nur  einen  Anflug  ins  Rauchgraue  zeigende 
Kr\slail  wird  begrenzt  von  den  Flächen  der  Gestalten  ooP,  ooP2;  |-  P. 
P.  2P;  2Poo,  iPoo;  2Poo  und  OP. 

Die  oben»  Endfläche  OP  zeigl  einen  Glasglanz,  als  wäre  sie  ge- 
flossi^n.  Das  untere  Ende  ist  in  der  Mitte  ungellihr  in  der  Richtung  vou 
der  Kanle  i.  I  zur  Kante  i.  3  ,  von  einer  ziemlich  ebenen  Fig.  ii 
unterhalb  der  Kante  ,4.  1"  gezeichneten  Fläche,  die  nicht  wie  eine 
Durchgangsfläche  aussieht,  begrenzt.  An  dieselbe  schliessen  sich  ^u 
beiden  Seiten  nach  den  Kanten  I.  i  und  3.  i  hin,  die  in  Fig.  i* 
uiit  a  und  b  bezeichneten  Bruchflächen.  hii  zweiten  Quadranten  *^r- 
scheint  die  daselbst  liegende  Prisnu^nfläche  ooP  in  ihren  unteren  z'v'^^^ 
Dritteln  durch  klcMue  Gruben  rauh. 

Die  auf  den  Flächen  beobachtete»  elektrische  Vertheilung  ist  in  c  la> 
Fig.  ii  gezeichnete»  Netz  eingetragiMi.  Als  eigenthünilich  hervorauhefc^^ 
ist  die  nc^gative  Zone,  welche  sich  aul*  der  Fläche  i  neben  der  bracir^)" 
diagonalen  Kante  1 .  i,  von  oben  nach  unten  zieht ;  eine  Erscheinu^Ei^* 
der  wir  später  bei  d(Mi  brasilianischen  Topasen  vielfach  begegnen  werd^  'n. 
Bei  specieller  Untersuchung  zeigte  sich  die  Kante  1.2  in  ihrer  ober  ^<?ö 
Hältlle  ncjgativ.  in  der  unteren  aber  unelektrisch. 

Kr\slall    No.  23. 

f 

J)('r  KiNsliiil  N<>.  23.  der  luinerniogisclKMi   Sannnlunfii  der  hiesis*p/i 
I  ni\ersilril  iichürit;.  ist  V\ii.  23   in  scMuen   Proji^clionen   und  Endttächon 
abi((»hil(l('l;   rv  >UA\{  cini'  (loinbinalion   von  oop.  oop2,  'x^PS;  l  P.  P: 
2P^^,   iP'^   und  OP  dar.     Scmu   unleres  Ende  scheint  nichl  von  einer 
l)nnhij:antj;s-.  soiuIcmiv  von  (»iner  mallen,  zum  Iheil  ziemlich  i!;ut  ausije- 
hil(let(»n  Eudllächc»  OP  hei^renzl  zu  sein,  die  aber  jedenfalls  angelegen 
hat    und  dadurch   in   ihriM'   Enlwickelung   üjehiMumt    worden   ist:    auch 
finden  sich  am   unleren  Endi»  ch'r  KanU»     i.  I    die  Flächen  von  SP*» 
und  iP'^.    Das  nnUMC  Ende»  i\vr  Kante    ,2.  3    ist   unvollkommen  aus- 
ü:ebil(let. 

Die»  Masse  des  Krystalles  ist  nichl  ^anz  klar  und  durchsichtig:  die 
Pvramidenllächen  lra£>(Mi  kmze  horizontale,  (Wo.  Flächen  d(\s  Brarhv- 
domas  2P'^  kurz(».  (I(»m  makrodiagonalen  Haupl.sehnitte  |>arallele 
Furchen. 

In  die  Projection(»n  Fig.  23  sind  die  auf  den  Flächen  beobachteten 
elektrischen  VerlheiUmgen  eingetragen  wonhMi. 


Dieser  (lern  Museum  der  Universität  Halle  jjjeliörige  Kryslail  war  als 

aus   der  Gegend  von  Nertsehinsk  stammend  bezeichnet :  seinem  ganzen 

Ansehen  naeh  gehört  er  nicht  d(Mn  Adun-  Ischilon,  sondern  dem  Borscht- 

schowotschnoi-Gebirgszuge  an.     Kig.  ii-  stellt  sein  Netz  in  den  natiir- 

Uchen  Dimensionen  dar. 

Der  Kr\ stall  ist  Carlilos  und  im  Allgenieinen  sehr  rein  und  klar: 
docKtinden  si(*h  im  Innejn  zerstn^it  Itussersl  kleine  weissliche  Theilclu^n. 
wie  feiner  Schnee.  Kr  wird  he^renzl  von  d(Mi  Fllü-Iu^n  der  G(»stalten : 
"»P,  ooj»i:  j-P,  I>.  iP:  «poü.  ipoo:  j  pro.  ipoo  und  OP.    Aiissordeui 

findet  sich  auf  der  Seitenfläche  des  ersten  Ouadrant(>n    in  der  obersten 
Spitze  derselben    noch  di(»  Flilche  iMuer  sehr  spitzen  Brach\|)\ramid(\ 

Der  Krystall  ist  nur  an  seinem  oberen  Ende  ausgebildet,  am  unteren 
dagegen  von  einer  DurchgangsflUchc»  und  einer  gegen  die  Kante    i.  I 
hingeneigton   Bruchfläche    //in  Fig.   2i    begrenzt,    so   dass   von  der 
Kante  .4.  1     nur  ein  unget^cihr  1"""  langes  Stück  am  oberen  Knde  un- 
versehrt geblieben   ist.     \Yw  obtMc»   KndflHche  OP  erscheint   nur   sehr 
schwach  glllnzend.     Die  geg(Mi  di(»  A\e  geneigten  Flächen  sind  im  All- 
gemeinen   glänzend      besonders    die   grossen    FlHchtMi   von    2  P  :    die 
slunipferen  Pyramiden  zcMgen  kurz(»  horizontale  Furchen ;  die  Flächen 
der  horizontalen  makrodiagonaien  Prismen  dagegen  sind  parallel  dem 
brachydiagonalen  Haupts<*hnitte  g(»fmcht,  und  (»>  v(»rlaulen  die  Fmchen 
am  oberen  Ende  der  Flächen  ;JJPoo  bogenl'örujig  in  die  Flächen  von  P. 
Der  Krystall  No.  ii  zeichnet   sich  im  Gegensalze  zu  den  sächsi- 
schen und  Adun-Tschiloner  Topas(»n  besonders  aus  durch  die»  b(»lräeht- 
/irhe  Ausdehnung  der  Flächten  der  Pyramide  iP  und  des  Brachydomas 
iPoo,  wozu  noch  das  Auftreten  von  Makrodomen  kommt.    Auch  zeigen 
die  Flächen  ooP   bei    ihm   eini*   stärkere    Entwickelung,   als   bei   d(Mi 
Kn stallen  der  vorhergehenden  IxMden  Al)theilimgen. 

Die  auf  den  Flächen  b(»obachteten  Wertlu»  der  elektrischen  Span- 
nungen sind  in  das  Netz  (eingetragen  worden. 

Krvstall    No.  2ö. 

1. 

Der  schöne  dem  Berliner  Muscnim  gehörige  Ki  ystall  No.  25  stammt 
elienfaHs  von  der  Urniga.  Fig.  25  zeigt  seine  beiden  Prqjectionen  in 
natürlicher  Grösse.  Er  ist  wasserhell  und  vollkonunen  durchsichtig.,  bis 
auf  eine  kurze  Reihe  äusserst  kleiner  Bläschen. 


i14  W.  G.  Hansel^ 

Seine  SeilenflücluMi  wiMclen  fast  allein  von  dem  Prisma  oo  P  gebil 
indem  die  KlHchen  des  Prismas  ooP2  äusserst  schmal  auftreten, 
seinem  oberen  Ende  sind  als  Ebenen  ausgebildet  die  Fldchen  von  4 
und  der  anliegende  Tlieil  der  Flache  iPfx>  auf  der  Kante  ^4.  T ,  so 
eine   kleine   rechts   oben   an  dies(»r  Kante   liegende  Fläche  von  ei 
Brachypyramide  mit  4facher  Hauptaxe.    Der  ill)rige  Theil  dieses  ober-^ 
Endes  ist  rundli(*h  verflossen  und  erhebt  sich  zu  einer  dachförmig^i; 
/Avischen  den  brachydiagonalen  Seitenkanten  -1.  2}  und  (3.  4;  gelegenen 
Kante;  dabei  zeigen  die  beiden  rundlichen,  in  der  Mitte  ungefähr  lu// 
den  Flächen  von  $  P<^  parallel  gehenden  und  an  den  seitlichen  Rändem 
die  Pyramiden  J  P2  und  j-P  vertretenden  Flächen  Furchen  und  scheiih 
bar  über  einander  liegende  Blättchen,  wie  wir  dies  später  bei  den  bra- 
silianischen Krvst^llen  linden  werden.   Die  Furchen  scheinen  den  Durch- 
Schnittskanten  vcm  2  Poo  mit  j  P  zu  entsprechen.    Das  untere  Ende  des 
Krvstalles  ist  mit  Ausnahme  einer  kleinen  Stelle  in  der  Nähe  der  Kant« 
2.  3;  nicht  verbrochen,  sondern  zeigt  eine  sehr  unebene,  höckerige, 
aus  zahlreichen  Endspitzen  gebildete  Fläche. 

Die  elektrische  Erregung  des  vorliegenden  Krystalles  ist  nicht  stark, 
stimmt  aber  mit  dem  allgemeinen  Gesetze  überein.  In  Fig.  25  sind  die 
Beobachtungen  auf  den  Kanten  eingetragen.  Die  obere  rundliche  Pol- 
kante ist  positiv,  das  untere  Ende  aber  sehr  schwach  negativ. 


K  r\  st  all    No.  Hi. 

l)(M*  j(»denfalls  aus  dem  Borschtschowolschnoi-tiebirgszuge  stam- 
mende Kr\ stall  No.  26,  welcher  dem  Museum  der  Marburger  Universi- 
tät u:ehört .  ist  in  seiner  .Masse  vollkommen  rein  und  wasserhell. 
Fig.  26  stellt  seine  beiden  Projectionen  dar.  Die  verticalen  Seitenflächen 
werden  von  den  Prismen  oo  P  und  oop  2  fi;ebildet.  Von  Pvramidenflächen 
erscheinen  am  oberen  Ende  die  Flächen  2  P,  und  im  4.  Quadranten  eine 
schmale  Abstumpfungsfläche  auf  der  Durchschnittskante  von  2P  und 
OOP2,  sowie  im  I.  und  l.  Quadranten  zwei  kleine  einer  Brachypyra- 
!nide  angehörende  Abstumpfungsflächen  auf  der  Kante  von  4Pooun(l 
und  ooP2  oben  an  der  Kante  4.  1  ,  die  gegen  die  Fläche  von  iP^ 
einen  viel  stumpferen  Winkel  bilden  als  gegen  die  Flächen  von  coft 
Die  Flächen  der  Brachv-  und  Makix)domen  sind  rundlich  verflossen  und 
zeigen  eine  Menge  kleiner  Krystallköpfe.  mit  Ausnahme  der  schon  zuvor 
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piAvJiliiUon  kleinen  Fl.lrhe  von  iPoo  auf  der  KauU»  t.  I  ,  <li<»  ijjlün/eiul 
und  eben  erscheint.  Das  unlere  Knde  des  Knslalles  ist  s(»hr  iinregel- 
müssig  verbrochen,  und  zeigt  nur  an  der  unlersl(»n  Spitze  eine  kleine* 
DurchgangsH^che. 

Die  elektrische"  Kri*egung  dieses  Kryslalles  ist  im  Allgemeinen 
srh>\ach,  und  gleicht  d(»r  des  vorluMgehcMuhMi.  \\\  Fig.  iü  sind  die  auf 
den  Kanten  ausgeführten  Beol)achtung(Mi  (hugestelll. 

G.  Topase  aus  dem  Ural. 

((,    Topase  au»  dem  Ilmenffebirge. 

Der  Topas  kommt  im  llmengehirge  auf  der  Ostseite  des  llmensees, 
in  der  Umgegend  der  Hütten  Miask  zusanunen  mit   grüniMU   Feidspath, 
f.hiolith,  s(*höm4i  Phenakitkrystallen  und  schwarzem  z\veia.\igen(jlinuner 
im  Granit  vor;  er  ersch(*int  daselbst  in  zwei  Varietäten :  die  eine  zeichnet 
sich  durch  ihre  Farblosigkeil ,  ofl  durch  grosse»  Durchsichtigkeit,  ihren 
Flächenreich th um  und  vollständige  Ausbikhmg  aus.    Die  Krystalle  der 
«Veiten  Art  sind  dageg(m  voller  Ri.sse,  so  dass  ofl  ein  Druck  zwischen  den 
'•^ingem  hinreichte  sie  zu  zersi)liltern;  sie  besitzen  eine  schmutzig  gelb- 
lich weisse  Farbe,  sind  meistens  nur  an  den  KauhMi  durchscheinend  und 
(»^stehen  aus  sehr  einfachen  (lombinalionen. 

Die  im  Folgenden  untersuchl(»n  Krystalle  gehören  zu  der  erstge- 
nannten  Varietiit.     Diese   durchsichtigen   Krystalle    kcmjmen  auf  dcMu 
fcrünen  Feldspath  aufgewachsc^n  vor;  hiuitig  aber  Iritl'l  man  sie  in  einem 
N-veisslichen   oder   gelblichen  Thone,  der  sich    hier  auf  DruscMirHumen 
findet  und    nicht  selten  Feldspat hstiu^ke  enthalt.     In  diesem  Falle  sind 
die  Krystalle  gewöhnlich  an  einem  Ende  abgebroi^hc^n ;  doch  findet  man, 
obwohl  selten,  auch  an  beiden  Enden  gut  ausgebildete  Krystalle.' 

a.  EleklrhcheH  Verhalteti  im  AlUjcme'mvn, 

Trügt  das  vollkomnu^n  ausgebildete  Knde  der  Hauptaxe  noch  eine 
Weine  Flache  OP,  so  ist  (li(»selbe  positiv:  lauft  es  in  (»ine  Kante  aus,  so 
ist  auf  dieser  keine  ElektricitJU  wahrzunehmen.    Die  gegen  die  Ave  ge- 
neigten Flächen  erscheinen  zum  grössten  Theile  negativ.    Die  am  untxTen 
Ende  vorhandene  drusige  Flache  odiM-  die  daselbst  angeschlagene  Durch- 

*)  v.  Kokscharow.  Materialien  ii.  s.  w.    IUI.  ♦.  S.  iM. 
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^angvS-  oder  Bnichflöchr  zeigt  negative  Polarität :   doch  koiumen  auf  »  hr 
nach  den  hrarhydiagonalen  Kanten  hin  aucli  positive  Stellen  vor.  \^.ip 
solche  ebenfalls  hei   den  brasilianischen  und  kleinasiatischen  Topa^^^en 
gefunden  werden.     Die  Seitenkanten  und    prismatischen   Seitenflttch^^n 
verhalten  sich  im  Allgemeinen  ilhnlicli  wie  bei  den  zuvor  behandelten 
Krystallen. 

h .   tteobachliiiiffeu . 

Krvstall    No.  27. 

• 

Der   Kr\  stall    No.    27    gehört   den    Ki^eiberger   Sammlungen      der 
geographischen   Sammlung  :   er   ist    ringsum  ausgebildet,  nur   an    der     , 
imtercMi  Spitze  findet   sich  eine  kleine,    nahe  eine  Quadratlinie   grosse* 
Dun'hgangstlSiche.     Wahrscheinlich  hat  der  Krystall   mit  dieser  Spitzt* 
auf  dem  Feldspath  aid'gesessen  und  ist  abgebrochen  worden. 

Der  Krystall  stellt  eine  Kombination  folgender  Gestalten  dar:  o^  P. 
^Pi,  oopoo;  j-P.  p,  iP;  jPoo,  2P«),  il^«>:  |Poo  und  2P^^ 
Fig.  27  zeigt  vsein  Netz  in  doppelt  linearen  Dimensionen. 

Am  oberen  Ende  ist  die  auf  der  Kanto  (4.  V.  aufsitzende  Fläc^*^^ 
von  J  Poo  sehr  gross  und  die  Flache  von  2Poo  sehr  klein;   auf  d^^ 
Kant(*    2.  3    dagegcMi  ist  die  l(»lzt<M(*  Fllhlu»  mehr  als  doppelt  so  gr(>=^^' 
cils  die  erst(M'e.    Die  Fli^chen  iP^x)  sind  an  (li(»sem  Knde  nicht  sichtl»^*^^ 
Von  (Ion  Filichen  <I(M'  Pyramiden,  die  hier  alle»  (Ihm  erscheinen.  besif>^^  *" 
die   FiJ^clien   2P  die   ü:r()ssle  Aiisdelnumi::.    sind  aluM*  immer  noch  \^^^^ 
Irachtlieli  kl(Mner  als  am  imt(M(»n  Knde. 

Am   imt(M-cn  Kmh*   ist   die»  kmz(*  Selm(Md(\  in  welcluM*  die  FlUch*'^ 
des  Brach\domas  iV'y^  zusammiMisfossiMi  würden,  abgebrochen.   urU 
die    in   Fig.  27   mit   OP  bez(Mclm(*l(»  unterste   Flliche   wird  daher,  w/V 
schon  ol)(»n  (»rwiUml.  von  (»inem  Durchgänge  gebildet.    Inter  den  Pyra- 
mid(Mi   lnM(»n  vorzugswcMse  die*  Flüchen  von  2P  hervor;  nur  im  2.  imd 
i.  Qua<lranl(M]  erscJuMm^n  auch  kliMni»  Filichen   von  P;  ob  die  Flüchen 
von   l  P  vorhanden  g(»w(\sen   sind,   llisst  sich   wegen  des  verbrochenen 
Knd(»s  nicht  (»nlscIuMden.    Die»  Zuschiirfung  (li(»ses  Endes  wird  von  den 
Fllichen  2Poo  gebildet:  waren   die  Flliclien  \P^^  ursprünglich  vorhan- 
den, so  sind  si(»  durch  den  Bruch  entfernt.     Dagegen  treten  hier  auf 
beiden    makrodiagcmalen    Kanten   die  Flüchen   von   iPoo  auf,  die  am 
ob(M'en   Ende  fehlen,    und  die  Flächen  von  2Poo  erhalten  eine  nicht 
unbeträchtliche   Grösse;    die   Flüchen   von    J  P'^    sind   nicht   sichtbar. 
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illich  zeigt    sicti    unten  auf  der  Kante    i,  3    ein  Stück  der  Fl^(*he 

Wollte  man  beim  To|)as  durchaus  eine  nach  der  Hauptave  hemi- 
rphische  Bildung  haben,  so  würde  der  vorliegende  Krystall  einer 
chen  Ansicht  zur  Stütze  dienen  kimnen ;  der  ganze  Habitus  des  oberen 
des  ist  von  den^  des  unteren  gar  sehr  verschieden :  während  das 
M-e  Ende  mehr  den  Kindruck  des  Nied(»rgedi*ückten  oder  Stumpfen 
cht,  erscheint  das  untere  Ende  gestreckter  und  spitziger.  Ich  habe 
;h  indess  schon  oben  S.  372  gegen  die  Annahme  eines  Hemimorphis- 
8  beim  Topas  erkilirt,  und  die  elektrische  Vertheilung  legt  Zeugniss 
i\v  ab,  dass  wir  es  auch  bei  diesem  Krystalle  nur  nüt  zui^cilligen  Ver- 
iedenheiten  in  der  Ausbildung  der  einz(^lnen  Gestalten  zu  thun  haben. 

Die  auf  den  Flächen  beobachtel^^n  Spannungen  sind  in  das  Netz 
g.  27  eingetragen.  Ragt  die  von  den  Flüchen  J  Poo  am  oberen  Ende 
lildete  Schneide  allein  aus  dem  Melallfeilicht  hervor,  so  zeigt  sie  keine 
ItricitHt;  sind  dagegen  gleichzeitig  die  gegen  die  Ave  geneigten 
chen  v(m  Metallfeilicht  frei,  .so  gibt  das  Elektrometer  bei  Annäherung 
;  Platindrahtes  an  jene  Schneide  durch  V(*rtheilungswirkung  seitens 
'  negativen  Spannungen  auf  den  umgelienden  geneigten  Flüchen  einen 
wach  negativen  Au.sschlag. 

Krvstall  No.  28. 

Der  farblose,  dem  Berliner  Museum  gehörige  Krystall  No.  28  ist 
beiden  Enden  ausgebildet,  dagegen  erscheinen  die  Fläciien  t  und  3, 
l  denen  er  angesessen  hat,  verletzt.  Fig.  28  stellt  die  eine  Projeclion 
natürlicher  Grösse  dar;  ober-  und  unterhalb  derselben  finden  sich  die 
idflächen  0  P  verzeichnet.  Er  wird  begrenzt  von  den  Flächen  iler 
Igenden  Gestallen :  ooP,  ooP2,  ooPoo;  jP,  P,  2P;  J  P3,  J  P2;  J^Poo, 
1^00,  iPoo;  VP^  i  P~,  2Poo  und  OP. 

In  der  Fig.  28  sind  die  auf  den  Endilächen  und  den  beiden  Kanten 
{.  i;  und  4.  1,  beobacht(»ten  elektrischen  Spannungen  durch  Farben 
irgestellt. 


*')  Die  Beschränkung;  dieser  Fläche  auf  eine  sehr  kleine  Stelle  ist  durch  An- 
teil des  Krystalles  an  einem  fremden  Körper  hervorgerufen  ;  oberhalb  der  kleinen 
diesem  fremden  Körper  angelegen  habenden  Stelle  ist  die  Kante  i4.  I)  voUkonmieu 
arf,  nur  unterhalb  zeigt  sich  die  ziemlich  breite  Fläche  von  ooPoo. 
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Krv  stall    No.  t\). 

Der  wassorhrlk»,  j^lcMcht'nlls  diMU  B(»rlimM*  Museum  gelu'irige  Krysfsdtf/ 
NO.  :i9  isl  Fig.  29  in  «Murr  Projocticn]  tlarfreslpllt.  Dio  beiden  Endici*« 
scMuer  Hau|)ta\e  sind  ausj^el^ikh»! ,  dagegen  zeigen  sieh  die  l)eicl<^H 
hinleren  nicht  gezeichnet(»n  Kli4eh(Mi  verbrochen.  Er  ist  eiu<»  ( Kombinat i od 
folgender  (leslalten:  "^WroVi^  ooI>oo:  P.  iP:  jlf^oo,  iPoo,  4P  oo, 
SPoo;  älP'^  und  0  P  l(»tztei'e  Flüche  am  oberen  Ende  über  die  Pa-o- 
jection  gezeichntM' . 

Die  in  Fig.  29  (hingetragenen  Farben  zeigen  die  auf  den  unt  er- 
suchten Kanten  und  Endlliichon  g(»fundene  «»leklrische  VertheiUmg  an. 
Das  imtxMc»  Ende  (»rscheint  un(»h»ktrisch,  das  ol)ere  aber,  wie  auch  di^ 
Zeichnung  ergibt.  sch\>ach  positiv  in  der  Mitte  der  schmalen  Endflä^*rhe 
-h  0,3  Skth.  . 

Kr\  stall    No.  30. 

Der  dc^ni  hiesig(Mi  mineralogischen  Museum  gehörige,  klare  i  ^^ 
wass(»rhelle  Krystall  No.  30  stammt  von  .Miask  und  ist  in  Fig.  30  *" 
seinen  Projeclionen  nebst  der  unlei(»n  (IrenzflUche  dai7<eätelit.  ^tDie 
Flache  i  und  ein  Theil  der  Fla<-he  3  sind  nicht  ausgebildet;  die  vorh^^^^" 
(l(Mien  ScMtenflüchon  zeigen  <li(»  (i(»staltcMi  ooP,  oop2.  ooP3,  oo'P-'  «>. 
Das  unlere  End(»  isl  giinzlich  verbrocli(Mi;  dagegcMi  (»rscheiiu»n  am  obei  ^"^^ 
Kiul(»  ziemlich  aiisire<lelinl<*  FliicIhMi  der  P\ramid<Mi  '^P.  P.  2P,  so>'* 
d(»r  horizonlaliMi  PrismiMi  iP'^^.  :?P^^.  fi  P'^,  von  den(Mi  die  beiif^"^^ 
lefzleriMi  rundlich  in  einan(l(M'  v<'rhudeii  .  und  2Poo.  l)(K*h  ist  wtch 
(li(»s(vs  Ende  an  seintM*  Spitze  nach  d(M-  Kante  i.  I  hin  wenig,  abtv 
slark(*r  nach  d(M'  Flüche  3  hin  vi^rbrochiMi. 

Das  obcMH»  Euch»  diesi^s  Krxstalles  erscheint ,  ebenso  wie  beim  vor- 
h(Mg(^h(»nden  positiv  auf  dei*  PNramidenllüche  I  bis  zu  (Muem  Ausschlaice 
von  tSS  Skth.  .  wiihr(»nd  das  unl(M(»  negative  Polaritiit  darbietet.  Die 
ausg(»bildeten  PrismenllacluMi  zeigen  im  Allgemeinen  die  gewöhnliche 
Verth(»ilung  dcM*  bcMden  Elektricitliten ;  nur  zieht  sich  auf  der  FUlche  i 
n(»b(Mi  d(M-  Kante  3.  i  von  oben  hei*  eine  negative  Zone  hinab,  die 
au<*h  di(^  Kant(*    3.  i    in  ihrem  oberen  riuMh*  iu»gativ  macht. 

Krvslall   No.  31. 

« 

Der  dem    hiesigen   mineralogischen   Museum  gehörige  \on   Miask 
.slamnuMuh»  Kr\ stall  No.  31  ist  zwar  farblos,  aber  wenii((»r  klar  als  die 


m 


l!lLKkTRlS4:HK   I  NTKHSllCHl'NiiEN.  i  1  9 

•hergehenden.  Seine  von  den  FIftrhen  ooP.  «>P|  und  «>Pi  gebil- 
t-en  SeilenflHchen  sind  besondtM-s  in  der  Nrtlie  der  niakrodiagonaleii 
nten  sehr  \erlelzl.  Am  ()l>enMi  Knd(*  tier  Hauptaxe  ersolieintMi  die 
ichen  i  P^x>  und  i  P  als  blbenen :  letztere  bei^innim  at)er  nach  oben  hin. 
ergehend  in  J  F^oo,  rundlieh  zu  verlaufen:  ebenso  rundheh  verlaufen 
*  daselbst  vorhandenen  PvraniidenflUrhen.  Das  untere  Ende  zoigl 
\e  etwas  \vurzelR)nnie;e  drusige  Kndfl5\che.  Fig.  31  srellt  die  beeiden 
t)jectionen  des  Krysf^lles  dar. 

Die  durch  das  ZusanunentrelVen  der  rundlich  verlaid'enden  KlHohen 
Poo  am  oberen  Ende  gebikh^le  abgerimtlele  Kante  zc'igt  sich  iu  der  Mille 
nd  an  dem  nach  der  Seitenkanfc»  3.  i)  liin  gelegenen  Theilc»  positiv, 
le  untere  Endfläche  ist  in  ihrem  grosseren  Theile  ziemlich  stark  ne- 
itiv;  nur  auf  dem  nach  der  biachydiagonalen  Kante  3.  4  hin  gelegenen 
tücke  zeigt  sie  eine  stark  positive»  EleklricilHt.  Auf  den  Seitenflächen 
•scheint,  soweit  es  sich  beobachten  liisst,  im  Allgemeinc^n  die  gewöhn- 
te Vertheilung  der  Elektricität.  jedoch  ist  die  Kante  (3.  4;  in  ihren  oberen 
heilen  negativ  elektrisch;  wie  überhaupt  die  negative  Elektricitat  in 
?n  oberen,  die  positive  al)er  in  den  unleren  Theilen  der  Prismenflttchen 
ch  etwas  weiter  ausdehnt. 

Krvstall  No.  32. 

Der  von  Miask  stanmiende  Krvstall  No.  32,  wc^lchen  Fig.  32  in 
Mnen  Projectionen  darstellt ,  gehör!  dem  hiesigen  mineralogischen  Mu- 
eum.  Er  stellt  eine  Combination  von  ooP,  ooP2;  J  P,  P,  2P;  iPoo 
indOP  dar.  Die  obere  Endfläche  OP  ist  nur  klein;  die  Begrenzungs- 
läche  am  unteren  Ende  ist  zur  Hälfte  sehr  uneben  und  mangelhatl  aus- 
lebiklet,  zur  anderen  Hallte  Durchgang.  Von  den  Seitenflächen  ist  nm- 
ie  Fläche  I  und  zum  Theil  auch  die  Fläche  2  ausgebildet. 

In  den  Projectionen  sind  die  auf  den  Flächen  gemachten  Beob- 
;htungen  dargestellt. 

Krvstall  No.  33. 

V 

Der  in  Fig.  33  in  beiden  Projectionen  abgebildete  Krystall  No.  33 
immt  von  Miask  und  gehört  gleichfalls  dem  hiesigen  mineralogischen 
iseiun.  Er  ist  eine  Combination  der  Gestalten:  ooP,  oopa.^  ooP2, 
P3,  oopoo;  ^P,  P,  2P;  iPoo,  2i^oo,  4poo;  2Poo  mid  OP.  Das 
ere  Ende  ist  nach  der  Fläche  2  hin  verbrochen,  sodass  von  der  End- 
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flache  OP  nur  ein  sehr  kieincM-  Theil  ilhrig  geblieben;  das  untere  En  ^e 
wird  von  DurchgangsflHchen  begrenzt,  doch  finden  sich  daselbst  no^rli 
Theile  der  Fldchen  2P,   4P<»  und  2Pc».     Seine  Masse  ist,  wie  ^^^ 
wohnlich   bei   den  Krystallen  des  genannten    Fundortes,   wasserlic^ll, 
wenn  auch  nicht  ganz  klar. 

Die  auf  den  Flüchen  beobachteten  elektrischen  Spannungen  simid 
in  d(»n  Projecrtionen  abgebildet;  besonders  stark  ist  die  negative  Elek- 
fricitüt  auf  d(M'  ziemlich  grossen  Flüche  oopoo,  welche  die  Kante  2.   3 
abstumptl. 

fi.    Topase  am  der  Umiiegeiid  von  Kaiharinenburg, 

Der  1 0pas  koniiut  hier  bei  dem  Dorfe  Alabaschka  unweit  Mursit^ka 
auf  Drusenräumen  in)  Granit  vor:  die  von  der  Gr()sse  eines  Stecknad^^ 
kopfes  bis  zu  einer  LUnge  von  mehrercMi  Ontimetern  variirenden  IC  «*>' 
stalle  zeigen  meistens  ziemli(*h  einfache  Kombinationen  und  sind  '^'Oft 
blaulicher  Farbe,  bisweilen  aber  auch  lichtgriln  oder  weiss.     Die  IC    ^Y 
stalle  linden  sich  gewöhnlich  einzeln  und   nicht  zu  Drusen  vereink^    ^'< 
bisweilen  jedoch  bestehen  si(»  aus  zwei  oder  auch  noch  niehrei^en^^  ^^ 
paralleler  Stellung  unlor  einandtM*  v(MA\achs(»nen  Individuen.    Ausserd-^i^^wi 
linden  sich  atuM-  au<*h  Kryslalk»  von  complicirten  Formen,  bei  denen         Ji** 
Flüchen  i)V  \V(»nii(  (»lilwickell  (hU'v  aiich  ni(»hr  ndcM*  weniicei'  drusenai^    ' 
eisclK»in(»n.  * 

Von   UhU'v  der  luMden  Arien  von  KiNslalltMi  stand  mir  nur  ein         'ü- 
<livi(lutiiii  /MV  \('i tiij^uDi;. 

Kr\slall    No.  ;U. 

t 

Der   ziir   (»rslen   (I(M'   oIhmi    l)ez<M*clmel(Mi   Arten   gehörige  Krysl/*// 
No.  3i  ztMcInu»!  sieh  durch  seine  helrachlliclu»  (Jrösse  aus  uiul  ist  Fig.  3i 
in  seinen  IxMden  Projeelicmen  n(»bsl   diM"  oluMvn  Kndfliiche  abgebildet: 
er  lM\sielil,  \\\o  die  olnMiiall)  (l(»rselb(»n  g(»z(»ielmel(»  Kndflüche  0  P  nach- 
weisl.   aus   t  oder  ö    in  paralleicM-  St(»llung  v(M'\>aehs(»nen  Individuen. 
Die  in  diM*  Zeiehnuuij;   n)il    ah   b(»z(MVIm(»te  Kluft   ij:eht  fast  durch   den 
i^anz(»n  Krvslall  hindurch,  \\m\  um  zwischen  a  und  r   Ijings  der  Flache  3 
ist  di(»  Verwachsung  des  linken  und  nachten  TIhmIcs  eine  vollkoniiiiene. 
wlihnMid  dieselbe  nach  (l(»r  Kante    i.   I     hin  wiMiiger  innig  erscbeinl. 

\.  Ko  IvM' tia  ro  NN .  MiittMMalicii  ii.  s.  nn.     Bd.   8.  S.   <I3. 
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ler  Kiyslall  ist  eine  Combination  von  ooP,  oof>2;  |-P,  P,  2P;  2Poo, 
.  1^  oo  und  0  P.  Mit  Ausnahme  des  Quadranten  3  sind  die  Flachen  von 
>o  P  beträchtUch  grösser  als  die  FlHehen  von  ooP2;  die  Flächen  von 
^  P,  P,  2P  und  2Poo  am  oberen  Ende  sind  nur  schmal;  dagegen  be- 
;itzen  die  Flachen  von  iPoo  eine  ziemliche  Ausdehnung.  Wahrend  das 
abere  Ende  eine  sehr  grosse  Flache  OP  tragt,  wird  das  untere  Ende 
iheils  von  einer  mangelhaft  gebildeten  geneigten  Flache  (im  3.  Quadran- 
ten), theils  von  Bruchflachen  begrenzt.  Die  Masse  des  Krystalles  er- 
sclieint  trübe  und  von  grilnblaulicher  Färbung. 

Die  auf  den  Seitenflachen  beobachteten  elektrischen  Ausschläge 
weisen  die  in  Fig.  34  eingetragenen  Farben  nach.  Neben  jeder  der 
brachydiagonalen  Seitenkanten  zieht  sich  eine  negative  Zone  herab ;  di(^ 
brachydiagonalen  Seitenkanten  selbst  zeigen  bei  specieller  Prüfung 
auf  ihrem  oberen  Theile  keine ,  auf  der  unteren  Hälfte  aber  positive 
Elektricitat;  die  makrodiagonalen  Seitenkanten  erscheinen  in  ihrer  ganzen 
L^e  negativ. 

Krystall  No.  35. 

Der  Krystall  No.  35,  dessen  Projectionen  Fig.  35  gezeichnet  sind, 
gehört  der  selteneren  Art  mit  drusigem  obei^>n  Ende  an.    Seine  Seiten- 
flächen sind  von  den  Prismen  ooP  und  ool>2  und  oopoo  gebildet.  Sein 
unleres  Ende  wird  von  einem  ebenen  Durchgange  begrenzt,  wahrend 
aiB  oberen  Ende  die  Flachen  des  Brac^hydomas  rundlich  gegen  einander 
verlaufen,  und  eine  Wölbung  bilden,  die  ahnlich  wie  bei  dem  Krystall 
^0.  H  durch  zahlreiche  mit  dem  makrodiagonalen  Hauptschnitte  par- 
allele Furchen  uneben  gemacht  wird. 
1  An  diesem  Krystalle  ist  das  obere  in  der  zuvor  beschriebenen  Weise 

ausgebildete  Ende    der  Hauptaxe  positiv;    die  Durchgangsflache    am 
unteren  Ende  zeigt  sich  negativ. 

D.  Brasilianisohe  Krystalle. 

Wahrend  bei  den  in  den  vorstehenden  Abschnitten  beschriebenen 
uDcl  untersuchten  Topasen  an  den  ausgebildeten  Enden  der  Hauptaxe 
entweder  die  Flachen  OP  in  grösserer  oder  geringerer  Ausdehnung  auf- 
treten oder  an  ihrer  Stellen  eine  durch  die  Flachen  eines  Brachydomas 
gebildete  Schneide  erscheint,  zeigen  die  Krystalle  dies(»s  imd  des  folgen- 
den Abschnittes  an  den  ausgebildeten  Enden  der  Hauptaxe  eine  durch 

Abhandl.  d.  K.  S.  OeBellscli.  d.  WiiseiiHch.    XIV.  29 
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die  P\raniid(Miflücli(»ii  nu»lu-  odoi*  wenigor  vollkommen  gebildete  S|)il>^e 
Bei  unvoilkoinmener  Kntwi('k(^liin4i;  fiadet  sich  bei  den  brasilianisrli^^n 
Topasen  hUutig  die  im  Vorhergehenden  bereits  nu^hrfaeh  erwäiinte  B<^ 
grenzung  durch  eine  drusige  oder  narbige  senkrecht  gegen  die  Haupl- 
ave  gelichtete  Flüche. 

Die  brasiiianisclu^n  To|ms(^  lassen  sich  nach  ihrem  eiektrischco 
Verhalten  in  zwei  Gruppen  theilen ,  1 .  in  solche  mit  elektrisch  positiven 
und  t.  in  solche  mit  elektrisch  negativen  Endigungen  der  Hauptaxe. 

a.  Kryalalle  mit  elektrisch  posiliveu  Endeti  der  Hauptaxe. 

Die  Krystalle  mit  positiven  Endigungen  der  Hauptaxe  bilden  unU^r 
den  brasilianischen  Topasen  die  iMindei^ahl ;  unter  den  zahlreichen  ^'on 
mir  untersuchten  brasilianischen  Topasen  gehörten  nur  fünr  Individ  mjcn 
dieser  Gattung  an,  und  zwar  ein  an  beiden  Enden  ausgebildeter,  wäh- 
rend die  übrigen  vi(»r  blos  an  dem  einen  Ende  Pyramidenflftchen  trufz^^Qi 
an  dem  anderen  aber  verbrochen  waren. 

Sünimlliclu^  filnr  Krystalle  zeichnen  sich  durch  den  Glanz  ilin;r 
PyramidenflJtchen  aus,  die  wie»,  geflossen  und  etwas  gebogen  oder  ge- 
knickt ausseluMi  und  nienrals  starke  Streifen  oder  Furchen  zeigen.  Auch 
im  linuMii  ersclu^iul  die  .MasM»  <li(\s(M*  Kivstalle  wenieor  rissii?  und  fas«'riß 
als  1)(M  den  ül)rii;(»n  bia.silianischc^n  Krvstallen. 

a.    FAeklvischv  \vrlhvihiu\i  im  AlUivmeinen, 

Vollkommen    ausg(»l)il(l(»l(*     brasilianische    Topase    dieser    Gm j  >V^ 
Kr\ stall  No.  )U5    slimmen  in  ifircMU  (»U^ktrischen  Verhalten  mit  den  vi>''' 
kommen  ausL^ebildiMcn  sii(lisis<-h(Mi  Kryslall«»n  UbercMU.     Die  Endspit/<^*^* 
soN\i(^   die  d(Mi  Kndspilzen   /ugcwandIcM)  TIumIc  der  Pyramid(»nfliich<*^^ 
und  der  Polkanlen  sind  positiv,  die  nach  den  Seilenflilchen  bin  liegiMi-^^ 
<len  riuMk»  (l('i-  i<enannl(»n  riiiclKMi  und  Kanten  sowie  die  horiz<mtal(Mi 
Randkanten    si^lbst  aluM-   n(»gati\  ;    dii»    brachydiagonalcMi  Seitenkanlen 
zcMgen  positive,  die»  makrodiagemalen  negative  ElektricitiU ,  und  es  ver- 
br(»il(*l   sich  diese»  letzl<»re   negative  PolaritiÄt  auf  d(»n  S(Ml(»idl{ichen  in 
der  Niihc  der  oberen  und  unteren  Kandkanlen,  so  dass  also  eine  ühn- 
licln»    Form    der   posiliviMi   Zonen    enlsl(»ht,    wie    bei   den   sachsischen 
Krvstallen  No.  I  und  2. 

V(Mietzung(»n  an  positiven  Stellen  bedingcMi  einen  Uebergaug  ins 
iNei-  ilive;  dem  (»ntsprechcMid  zeigt  sich  auch  bei  den  nur  an  einem  Ende 
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gebildeten    Krystallen    die    DurchtjangsflUclie    am    unteren    Ende 
jativ. 

Die  elektrisclie  Vertheilung  tritt  auf  den  Kiyslallen  dieser  ersten 
jppe  im  Allgemeinen  regelmässiger  auf  als  auf  vielen  Individuen 
r  zweil43n  Gruppe;  namentlich  zeigen  die  brachydiagonalen  Seiten- 
nten  überall  positive  Polarität;  dagegen  erscheint  die  negative  Elck- 
cität  auf  den  makrodiagonalen  Kanten  bei  der  Beobachtung  bisweilen 
if  die  äusserste  Schneide  derselben  beschränkt,  und  kann  nur  wahr- 
mommen  werden ,  wenn  der  ganze  Krystall  bis  auf  diese  Schneide  in 
iipfcrfeilicht  eingehüllt  ist. 

AufiUllig  ist  überhaupt  das  ungemeine  Vorherrschen  der  positiven 
lektricitüt  bei  den  Beobachtungen  auf  den  Flächen;  es  sieht  aus,  als 
)  der  oben  S.  39 1  ausgesprochene  Satz  eines  Gleichgewichtes  zwischen 
m  Auftreten  der  positiven  und  der  negativen  Polarität  für  diese  Topase 
line  Geltung  mehr  habe;  indess  wird  diese  Erscheinung  durch  den 
nfluss  der  Ableitungen  bedingt  sein.  Denn  wie  schon  bei  der  ünter- 
ichung  des  Bergkrystalles  (Bd.  XIII  dieser  Abhandlungen  S.  348)  her- 
>rgehüben  wurde,  ist  bei  jeder  Veränderung  der  Ableitung  das  System 
>a  Massentheilchen,  dessen  elektrisches  Verhalten  gemessen  wird,  ein 
ideres ;  es  sind  also  die  bei  (jiner  Art  von  Einhüllung  eines  Kryslalles 
Motallfeilicht  beobachteten  Wertlie  nicht  in  aller  Strenge  mit  den  bei 
ior  andern  Einhüllung  gefundenen  vergleichbar. 


b,  Beobachtungen. 

Krvstall    No.  36. 

Der  ausgezeichnet  schöne,  dem  Bc^rhner  Museum  gehörige  Krystall 
'o.  36  ist,  wie  Fig.  36  A  und  B  zeigt,  ringsum  ausgebildet.  Seine 
ieileaflächen ,  den  Gestalten  ooP  und  ooP2,  die  zum  Theil  rundlich  in 
einander  verlaufen,  angehörend,  sind  stark  gestreift  und  glänzend. 
Jinea  geringeren  Glanz  zeigen  die  gegen  die  Axe  geneigten  Flächen, 
lie nicht  streng  eben,  sondern  mehr  oder  weniger  rundlich,  bisweilen 
uch  geknickt  erscheinen.  Ziemlich  deutlich  erkennbar  sind  die  Flächen 
er  Gestalten  P,  §  P ;  und  zwei  sehr  schmale  Flächen  von  P  oo.  Die 
?iden  Enden  der  Hauptaxe  sind  bis  auf  ein  kleines  längliches,  der 
akrodiagonale  parallel  laufendes  Grübchen  vollständig  ausgebildet,  und 
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zwar  findel  sich  ein  solches  Grübclien  sowohl  an  der  oberen  als  aucli       1 
il(M*  unteren  Spitze. 

Verletzt  ist  der  Krvstall  nur  an  zwei  Stellen :  eine  Bruchfläche,  uiii 
welcher  der  Krystall  wahrscheinlich  angesessen  hat,  findet  sich  am  ar».— 
leri»n  l^^nde  der  makrodiagonalen  Seitenkante  (4. 1 )  und  dem  benachbaw- 
ten  Theile  der  von  hier  abgehenden  unteren  Polkante.  An  einer  andere"« 
Stelle»,  auf  der  oberen  brachj diagonalen  Polkante  (3.  4),   ist  ein  Eirm— 
druck,  der  indess  nicht  verbroclien  zu  sein  scheint,  sondern  \ielmekTir 
das  Ansehen  einer  durch  blosses  Anlegen  gehemmten  Ausbildung  trä^t^* 
Ung(*rähr  ein  Drittel  vom  oberen  Ende  sieht  man  einen  senkrecht  ge^^^Tt 
die  A\(*  gerichteten  Sprung,  der  aber  nur  in  der  Kante  (4.  I)  und  a.mja.f 
der  Flache  4  die  überllliche  erreicht. 

Der  vorliegende  Krj  stall  ist  sehr  vielfach  Gegenstand  der  Prüfu^cm  ^ 
gewesen,  und  zwar  sind  bei  ihm  sowohl  sämmtliche  Pjramiden-  u'vrm^ 
Prisnu»nllachen,  als  auch  sUnuntliche  Pol-,  Rand-  und  Soiienkant  ^i^n 
einzeln  auf  ihr  elektrisches  Verhalten  wiederholt  untersucht  worden. 

Die*  grosse»  Regelmassigkeit  des  Krystalles  in  seiner  äusseren  Fo^^m 
Hess  (»ine  entsprechende  Regelmassigkeit  in  der  elektrischen  VertheÜL«  ^mis; 
auf  seiner  ()berfla(*hc!  erwarten;  gestört  wird  dieselbe  nur,  wenn  am.m  «h 
gerade»  nicht  erheblich,  an  den  beiden  zuvor  bezeichnet<^n  Stellen  ^jm.u( 
der  oberen  Polkante  3.  4'i  und  der  unleix^n  Polkante  (i.  \)  durch  clip 
das(»ll)st  eingetretene  mangelhafte  Ausbildung  oder  Verletzung. 

Die  grösseren,   den   beiden  Endspitzen  zugewandten  Theile   cKer 
Pyramidenllacluai  sind  positiv,  wahrend  die  den  Randkanten  benac-4- 
barl(Mi  Streifen  dieser  FladuMi  negative  Polarität  darbieten.    Am  obereii 
Ende  tritt  diese»  negative  Beschaffenheit  an  der  Basis  aller  vier  Pyra>- 
mieU»nllachen  ele^utlich  hervor;   ihr  Fehlen  auf  der  Pyramidenflache  el^' 
eMsten  Quadianten  am   unleMen  Ende  w^ird  durch  die  Verletzum?  el**'* 
benachbarten  Pe)lkante  (4.  I)  bedingt.  Die  Polkanten  sind,  entsprechen^ 
eler  auf  den  Pn  ramidenfladien  beobachteten  Vertheilung,   auf  den  ^^ 
den  Enelspitzen  gelegenen  zwei  Dritteln  ihrer  Lange  positiv,  auf  dem  an 
die  Rande»e'ken  ste)ssenelen  Drittel  aber  negativ;  die  auf  der  obei'en  Pd- 
kante   3.  4)  unel  ele^*  unteren  Pe)lkanle    4.  ])  veM'breJchenen  oder  nianfl;el- 
haft  ausg(»bileIeteMi  SlelleMi  sinel,  wie  man  nach  den  früheren  Mittheilun^e»n 
erwarten  kann,  in  ihrer  ganzen  Ausdehmmg  negativ. 

Die  specie»lle  Unteisuclumg   der  e)beren  und  unteren  Randkante>n 
ergibt   dieselben   fast   sammtlich   negativ;    nach   dem  Endpunkte    der 
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brachy diagonalen  Seitenkanten  hin  nimmt  diese  Polarität  an  Starke  ab, 
verschwindet  daselbst  bisweilen  (oben  neben  der  Randecke  (3.  4) ) , 
oder  geht  auch  in  die  entgegengesetzte  über  (unten  nelxm  der  Rand- 
ecke (I.  2;.  Die  verlicalen  Seilenkanten  folgen  dem  ge\vöhnli(*hen 
Gesetz,  d.  h.  die  makrodiagonalen  sind  ihrer  ganzen  Länge  nach  negativ, 
und  die  brarhydiagonalen  positiv.  Auf  den  SeitenfliU^hen  waltet  im  All- 
'^meinen  die  positive  Polarität  vor. 

Der  vorliegende  Krystall  ist  derselbe,  von  welchem  die  Herren 
Riess  und  G.  Roso  in  ihrer  Abhandlung*)  angeben:  „Ein  sehr  aus- 
gezeichneter brasihanischer  Krystall,  \ii"  lang,  gab  an  beiden  Knd(»n, 
die  mit  der  einfachen  vierflächigen  Zuspitzung  versehen  waren,  positive* 
ElektricitHt,  und  dieselbe  Elektricitilt  an  den  stumpfen  Seitenkanlen  der 
Säule;  negative  ElektricitUt  war  nur  in  zwei  zufälligen  Gruben  an  beiden 
Enden  zu  finden."    Wie  man  sieht,  sind  diese  Angaben  richtig  und  nur 
darin  unvollständig,  dass  den  Beobachtern  die  negativen  Zonen  auf  den 
niakrodiagonalen  Seitenkanten  sowie  auf  den  an  den  Randkanten  ge- 
'oÄjrenen  Theilen  der  Pyramidenflächen  entgangen  waren. 

Krystall   No.  37. 

Der  kleine  Krystall  No.  37  hat  nicht  das  gewöhnliche  faserige  oder 

bissige  Aussehen  der  brasihanischen  Krystalle,  sondern  erscheint  fast 

**^in  und  durchsichtig  und  zwar  noch  mehr  als  selbst  der  Krystall  No.  36. 

S^ine  Farbe  ist  lichter  als  die  des  eben  genannten  und  sj)ielt  etwas  ins 

Violette.  Das  obere  Ende  des  Krystiilles  No.  37,  welcher  Fig.  37  A  und  li 

^gebildet  ist,  lässt  ziemlich  bestimmt  die  Flächen  P,  fP;  J  P2;  J  P^o, 

2Poo  und  Poo  erkennen;  sein  unteres  Ende  ist  von  einem  Durchgänge 

t^^grenzt.  Eine  mangelhafte  Ausbildung  zeigt  sich  nur  im  unteren  Theile 

der  Pyramidenkante,  welche  vom  oberen  Ende  der  makrodiagonalen 

^itenkante  (2.  3)  nach  der  oberen  Spitze  der  Pyramide  hinläuft;  an 

^Heser  Stelle  erscheint  die  einzige  vorkommende  Fläche  des  Brachy- 

^ioiiias  2Poo  in  einer  gewissen  Breite  und  mit  stiirkem  Glänze. 

Das  obere  Ende  dieses  Krystalles,  ebenso  wie  die  um  dasselbe 
"^^'Kfi^nden  Pyramidenflächen  sind  positiv;  nur  auf  der  zuvor  bezeichneten 
'Mangelhaft  ausgebildeten  Stelle  tritt  negative  Elektricität  hervor. 


')  Abhaocll.  der  Berl.  Akad.  1813.    S.  92. 
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ramidenflärhen)  die  Pyraniidenfläche  1  negativ,  während  die  clm 
übrigen  positive  ElektricittU  zeigten.  Wurde  der  KrystaU  bis  auf*  (fe 
Husserste  obere  Spitze  eingehüllt,  so  erschien  diese  Spitze  negativ;  r-agt€ 
jedoeh  der  Krystall  mit  säninitlichen  vier  Pyrainidenflächen  aus  den 
Feilspähnen  hervor,  so  zeigte  das  Elektrometei'  beim  Annähern  der  S  ^ilze 
des  Platindrahtes  gegen  die  oberste  Spitze  infolge  der  starken  Eiii^- Wir- 
kung der  drei  Pyramidenflächen  2,  3  und  4  einen  positiven  Aussch      lag. 

Krystall  No.  42. 

Die  beiden  Projectionen  des  dem  Halle'schen  Museum  gehOi — i^m 
Krystalles  No.  42  sind  Fig.  42  A,  und  sein  Netz  Fig.  42  B  (letzt  ^rcs 
in  doppelt  linearer  V(Mgrösserung)  abgebildet.   An  seinem  oberen  Ende 
sind  nur  die  Flächen  P  sichtbar;  am  unteren  Ende  finden  sich,  fre^iiich 
durch  die  rundliche  Ausbildung  nicht  recht  Jimterscheidbar,  neben  P  im 

2.  und  3.  Quadranten  noch  Flächen  von  J-P  und  J  P2;  ausserdem    er- 
scheint noch  eine  Hache  auf  der  von  oop2  (im  2.)    und  ^  P2     (i^i 

3.  Quadranten)  gebildeten  Kant(>,  welche  diese  Kante  mit  parallt?len 
Rändern  abstumptl,  dabei  aber  mehr  gegen  die  Fläche  von  \Pt  g^ 
neigt  ist.  Die  Pyramidenflächen  des  oberen  Endes  zeigen  schwac'he 
(huitliche  Furchen,  am  unt(»nMi  Ende  sind  die  F'urchen  sehr  schwacli- 

Die  n(\galiv  (elektrische  Spannung  auf  den  Endspitzen  ist  nur  ff^^''' 
ring,  auf  der  oberen  noch  elwas  stärker  als  auf  der  unteren. 

Krystall   No.  43. 

»■ 

Fii<.  43  A  stellt  die  beiden  Projectionen  und  Fig.  43  li  das  S*'*'' 
des  dem  liiesig(»n  niincMalogischen  MuscMun  gc^hörigen  Krystalles  No.     ^^ 
dar.    Die  S(Mt(Mifl«iclien  sind  wie*  gc^wöhnlich  vcm  den  (Jestalten  ooP  iii^" 
ooP2  gebildc^l ;  an  d(>n  Enden  i\vv  llauptaxe  lassen  sich  nur  die  Fläcl»*-^^ 
von  P   unIcMscheiden,   und   zwar   erscheint   von   di(\ser   Pyrannde    i'^^ 
untcMcn  Ende  nur  eine  einzige  grosse,    jedoch    nicht  ganz   eben   a«-^"  ' 
gebildete*  Fläche,  an  deren  Ende  die  eigenlliclu*  Spitze  des  Krystal  ^ 
abi^ebrochen  ist ,  sodass  sich  an  ihrer  Stelle  eiiu»  kU^ine  ungefähr  I    * 
breite  und  4"""  langt»  Durchgangsfläche  liiulel,  die  Fig.  43  B  unterhsr^^^ 
(1(M'  FIücIk»  i  al)gel)ild(*t  und  mit  «  bezeichn(*t   worden  ist.     Von  d   ^^ 
P\ranii(l(Mdlächen  am  oberiMi  Ende»  zeiüfl  die  Flüche*  4  schwache  Furcht    **^ 
während   die    Flächen  I    und    :2  diesc^s  Endes  ebenso  wie  die   gro^-^^^* 
Fläche  i  am  unteren  Ende  nui*  M:hr  geringen  (llanz  besitzen. 
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^  beiden  Enden  der  Hauptaxe  samml  den  Pyraniidenflöclien  sind 
und  zwar  die  Spitze  am  oberen  Ende  nur  schwach,  die  kleine 
ingsHäche  am  unteren  starker. 

Krvstall  No.  44. 

r  Krystall  \o.  44  war  ringsum  ausgebildet;  seine  Seitenflächen 
^n  die  Gestahen  coP  und  ooP2;  das  obere  Ende  trug  die 
le  P,  nebst  den  horizontalen  Prismen  Poo  und  Poo,  während 
erc  Ende  von  der  bereits  öfter  erwähnten  narbigen  und  wenig 
len  Endfläche  begr(»nzt  wurde.  Die  F^änge  dieses  Topases  be- 
"".  Beim  ersten  Erhitzen  auf  einem  Bleche  zersprang  er  in 
»t  gleichlange  Stücke,  und  die  Netze  dieser  beiden  Stücke  sind 

in  natürlicher  Grösse  in  ents|)rechender  Lage  abgebildet  wor- 
g.  44  A  ist  das  Netz  des  oberen,  Fig.  44  li  das  Netz  des  unteren 
Die  unt(M'halb  des  unteren  Stückes  mit  OP  bezeichnete  Fläche 
mtere  wenig  glänzende  narbige  B(*grenzungsfläche. 
:)tzdem  auf  den  Seitenflächen,  wenn  der  Krystall  bis  auf  eine 
Ml  in  Metallfeilicht  eingehüllt  auf  sein  elektrisches  Verhalten  ge- 
rd,  die  positive  Elektricität  vorherrscht,  zeigen  docli  bei  speciel- 
ung  die  sänmitli(*hen  vier  Seitenkanten  beider  Stücke  in  ihrer 
Länge  die  gewöhnliche  Polarität:  die  makrodiagonalen  Kanten 
!,  die  brachydiagonalen  |)Ositive.  Wenn  bei  den  auf  den  Seiten- 
ausgeführten und  in  die  beiden  Netze  eingetragenen  Beobach- 
die  negative  Polarität  nicht  im  ganzen  Verlaufe  der  makro- 
len  Kanten  und  ihrer  nächsten  Umgebung  erscheint,  so  ist  sie 

nur  durch  die  VertluMlungsw  irkung  der  daneben  liegenden  sehr 
►sitiven  Zonen  verdeckt  worden.*) 

LMtere  Versuche  nach  Abs|)rengen  der  obersten  Spitze  s.  s|)äter 
•hnitt  V,  unter  4. 

ch  dem  Absprengen  der  oberen  Spitze  wurden  die  beiden  iii 
mit  a  und  h  bezeichneten  Flächen  in  Bezug  auf  die  Grösse  der 
^n  auftretenden  Spannungen  g(»nau  verglichen.  Es  wurde  das 
Itück  mit  der  Fläche  b  und  das  mittlere  Stück  von  der  Länge  «y 


•]iiu»  so  slarko  posilivo  b'Ieklriciljil  .  dass  sio  (Ins  GoIdbläUchen  ganz  aus  dem 
»Ido  des  Mikroskops  trieb,  isl  in  den  Zeichnungen  mit  "jj^ .  eine  ebenso  starke 
[nit  =r  bezeichnet  worden. 
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mit  der  Flache  a  nach  oben  in  derselben  Kiipferschalc  nel>on  einander 
bis  auf  die  genannten  Flächen  in  Metallfeilicht  eingehllllt,  und  dann 
beide  Flüchen,  während  die  fast  gleiche  Länge  besitzenden  Kry^itall- 
bruchstücke  sfch  genau  unter  denselben  Verhältnissen  befancleo, 
während  der  Abkühlung  abwechselnd  untersucht.  Die  Stärke  der 
negativen  Spannung  auf  der  Fläche  b  übertraf  ungeßkhr  drei  Mal  die 
IntensiUU  der  auf  der  Fläche  a  erscheinenden. 

Krystall   No.  45. 

Die  Projectionen  dieses  dem  Museum  der  Universität  Halle  ge- 
hörigen Krystalles  No.  45  sind  Fig.  45  A^  und  das  Netz  Fig.  45  ^  in 
natürlicher  Grösse  dargestellt.  Die  Seitenflächen  werden  von  detn  in 
einander  verlaufenden  Flächen  ooP  und  ooP2  gebildet;  das  obere  Kndc 
trägt  die*  Flächen  P  und  eine  Fläche  \on  Poo,  das  untere  aber  wiitl  von 
der  mehr  erwähnten  narbigem  oder  (husigen  Fläche  0 P  gebildet.  Die 
Pyramidenflächen  des  oberen  Endes  sind  nicht  eben,  sondern  mit  tic^fen 
Furchen  versehen,  welche  dadun^h  entstanden  sind,  dass  die  einzelnem 
den  gesanunten  Kryst^dl  bildenden,  mit  [)arallelen  Axen  an  einander 
gewachsenen  Krystallstäng(»l  an  dem  oberen  Knde  noch  durc;h  iht^" 
Köpfe  sichtbar  w(M*den.  Klx^nso  zcMgl  auch  die  unten*  Endfläche  ?:a1*'' 
HMclu»  nah(^  in  ein<M'  EImmio  liei<(Mi(le  Kopfe  von  Kryslallstänü:(*ln. 

r)i(^  obere»  Spitze  saninil  den  sie»  unig(»benden  Pyramidenfläch**" 
besitzt  m»gative  Polarität  in  nicht  unbeträchtlicher  Stärke;  auf  <**^'^ 
unter(*n  drusigen  Fläche,  die»  zum  gnisstcMi  TIhmIc  ebenfalls  negativ  i=^^* 
lieüjen  die  beiden  Maxima  di(\s(»r  Polarität  lijeüren  die  beiden  maki'^^ 
diagonalen  Eckpunkte*  hin,  vvähriMid  am  brachydiagonalen  Eck[>uii**^*^* 
(1.2;  noch  sch\vacli(*  negative,  am  g(»g(Miiib(Mli(*gend(Mi  Eck[)unkte  )t-  * 
dag(»gen  positive»  Kl(»klricität  auftritl.     Die  brachydiagcmale  Kante  i3-         • 

• 

ist  ilinM"  ganz(Mi  Länge  nach  posiliv,   und  zwar  von  obeMi  na(*h  unti^fi^      ^^ 
zunehmendcM*  Stärke;    dagegen  lindet    sich   auf  der   andenm   brar*^-^ 
diai::onalen  Kante»  (1.  'i)  in  der  Mitte  <»in(»  n(»!4:ativ(»,  mit  der  eiü;(*nthi*  ^ 
licJKMi    AusbrcMtung   eh(»n    (li(»ser    Polaiilät    auf  diMi    Flächen    1    unc  ' 
Fiir.  i»)  /Ij  im  Zusamm(»nhang(»  st(»h(»nd(>  Stelle»,  während  auf  dcMi  obe  • 
unel  unl<»r(»n  Theilen  (l(»rsell)eii  die»  positive»  Spannung  erscheint. 

leh  heMue'rke»  auselriieklieli ,   elass  kein  Anze»iche»n ,  weuler  auf  ( 
äusse»ie'n  Be»i;:re»nzuni::slliielien  neK*li   im  InneM'u  ele»r  Masse»  auf  die  (»i^^ 
tlilMnliche»  Ve»rtlie»ihmi;  ele»r  Ele»ktrieiljile»n  auf  ele»n  Fläe*lu»n  I  unel  2  hinwe 
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Krystall  No.  46. 

*  cl)enfalls  dein  Halle'schon  mineralogischen  Museum  gehörige 
4  und  B  abgebildete  Krystall  No.  40  gleicht  sehr  dem  vorher- 
n,  und  auch  die  untere  Endfläche  ist,  ^vie  bei  diesem  keine 
ngs-,   sondern   eine  mangelhaft  ausgebildete  Endfläche.    Die 

auf  den  oberen  Pyramidenfliichen  ersclieinen  feiner  als  bei  dem 
henden  Kryslalle. 

specieller  Prüfung  der  Kanten  ergeben  sich,  wie  auch  die  Far- 
ig.  46  A  andeuten,  di(5  beiden  makrodiagonalen  Kanten  negativ, 
jhydiagonale  Kante  (1.  2)  ist  in  vier  Fünfteln  ihrer  Lunge  von 
ebenfalls  negativ,  und  nur  das  unterste  Fünfti*l  positiv;  die  gegen- 
Mide  Kante  (3.  4)  zeigt  sich  el)enfalls  in  den  oberen  drei  Vierteln 
und  in  dem  untersten  Viertel  positiv.  Mit  diesem  Verhalten  der 
st<>ht  di(»  (M*genlhümliche  Verlheilung  der  l)eiden  elektrischen 
en  auf  den  SeiltmAHchen  im  engsten  Zusanunenhange. 

Krystall  No.  47. 

i*  Krystall  No.  47  gleicht  dem  vorhergehenden;  die  Begrenzung 

nteren  Endes  wird  (>l)enfalls  von  einer  drusigen  Krystallfliiche 

Fig.  47  A  stellt  seine  beiden  Projectionon ,   Fig.  47  B  sein 

ch  bei  diesem  Kryslalle  herrscht  el)enso  wie  bei  dem  vorher- 
n  auf  den  oi)eren  Theilen  der  SeitenflUchen  und  Kanten  die 
,  auf  den  unteren  Theilen  die  positive  ElektriciUit  vor. 

Krystall  No.  48. 

r  in  Fit»:.  48  A  und  B  darg(»,stellte  Krystall  gleicht  dem  vorher- 
n,  nur  ist  sv'm  unter(\s  Ende  v(m  einer  el)enen  DurchgangsflUche 

Die  Kante  (I.  2.)  ist  oben  etwas  verletzt, 
f  den  beiden  PyramidcMilUichen  2  und  4  zeigen  sich  bei  specieller 
an  ihrer  unteren  Seite  noch  positivem  St(»llen;  dagegen  erscheinen 
en  Enden  der  l)ra(*hydiagonalen  Kanten  negativ. 

Krystall  No.  49. 

t- 

I  oberen  Ende  d(\s  Fig.  49  A  und  B  abg(*bildelen  Krystalles 
uss(»r  d(M*  Pvramide  P  die»  Flüchen  v(m  Poo  und  l*oo  deutlich 
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hervor.     Die  Furclien  auf  den  Pyramidenfljlchen  sind    feiner  als    fc^ej 
dem  Krystalle  No.  45. 

Die  elektrische  Verlheilung  auf  diesem   Kryslalle  zeigt  dieseljje 
Eigenthümlichkeit  wie  bei  mehreren  der  vorhergehenden;   es   ziehen 
sieh  neben  allen  Kanten  auf  einer  der  sie  bildenden  Seitenflächen  n.e 
gative  Zonen  entweder  nach  der  ganzen  Lftnge  oder  wenigstens  nach 
einem  grossen  Theil  derselben,  von  oben  nach  unten  hin.    Bei  einer 
speciellen  Untersuchung  der  Kanten  ergibt  sich  (Fig.  48  A)  die  Kante 
(4.  1)  negativ;  ebenso  die  Kante  (2.  3)  bis  auf  ihr  unteres  Ende,  wel- 
ches  keine  elektrische  Spannung  darbietet.     Die  Kante  (1.  2)  ist    iiu 
obersten  Drittel  positiv,  in  ihrer  übrigen  Länge  negativ;  wSihrend    die 
Kante  (3.  4)  sich  in   ihrem   ganzen  Verlaufe  positiv   zeigt.     Die    zum 
grösseren  Theile  negative  Durchgangsfläche  am  unteren  Ende  zeigt    in 
der  Nähe  der  Fläche  1  eine  positive  Zone. 

Krystali  No.  50. 

Der  Krjstall  No.  50  (Fig.  50  A  und  B)  gleicht  dem  vorhergehe *^^' 
den;   sein  unteres  Ende  ist  ebenfalls  von  einer  Durchgangsfläche 
grenzt.    Eine  etwas  erhebliche  Verletzung  zeigt  sich  nur  am  unterc^^  ^ 
Ende  der  Kante  (1 .  2) . 

Die  Untersuchung  d(>r  Flächen  (Fig.  50  B)  hat  auch  bei  diesem  Kr^  ^ 
stalle  neben  allen  Kanten  mehr  oder  weniger  ausgedehnte  negative  Zonc^^  '^^ 
ergeben.  Bei  specielier  Prüfung  der  Seitenkanten  (Fig.  50  A)  zeigtr-^  ^^ 
die  l)eiden  makrodiagonalen  die  gewöhnliche  negative  und  die  beide --^  '^*'^ 
brachydiagonalen  die  [)0sitive  Polarität;  jedoch  erschien  das  unte^  -^-re 
Ende  der  brachydiagonalen  Kante  fl.  2),  soweit  es  verletzt  ist,  negati'^  ^  '^' 
und  auf  der  Kante  3.  4  zeigte  sich  im  oberen  Drittel  eine  kleine  n^  ^^c- 
gative  Stelle. 

Krystali  No.  51. 

Der  grosse  schöne  Fig.  51  nur  in  seinen  Projectionen  dargestel^^ ''^ 
Krystali  trägt  am  oberen  Ende  die  ziemlich  stark  gefurchten  Flächen         P 
nebst  schmalen  Flächen  von  Poo  und  Poo.    Die  Seitenfläche  2  erscher'^D^ 
einwärts  g(»knickt ,  w  ie  ein  einspringender  Winkel.     Auf  der  Mitte  ^^^f 
Fläche  4  und  oberhalb  dieser  Mitte  sitzt  eine  dilnne  Schicht  einer  Sum  b- 
stanz,  auf  welcher  der  Krystali  bei  seiner  Bildung  gelegen  hat.    \^<is 
untere  Ende  zeigt  eine   höckerige  narbige  Endfläche,   die   nach  der 
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Kante  (4.  1)  hin  eine  undurchsichtige  Platte  mit  ziemlich  ebener  Ober- 

flsiche  trägt. 

Beim  ersten  Erhitzen  zersprang  der  Krystali  nach  der  Linie  aß 

ia    einer  vollkommen  ebenen  Flüche.     Für  die  Beobachtung  der  elek- 

ti'ischen  Vertheilung  wurden  die  Stticke  dicht  aneinander  geschoben, 
und  so  der  Kristall  als  ein  Ganzes  untersucht. 

Die  Seitenkanten  besitzen  die  normalen  Vertheilungen,  und  zwar 
nimmt  auf  den  makrodiagonaten  die  nci^ative  Polarität  von  oben  nach 
unten  an  Intensität  ab,  auf  den  brachydiagonalen  Kanten  dagegen  die 
positive  in  derselben  Richtung  zu. 

In  den  Projectionen  sind  die  auf  den  Flüchen  gemachten  Beob- 
aclitungen  dargestellt.  Die  beiden  Durchgangsflächen,  welche  durch 
deüi  Sprung  entstanden  waren,  zeigten  beiden  negative  Spannung,  aber 
in  sehr  ungleicher  Stärke,  ebenso  wie  die  beiden  Flächen  a  und  h  an 
den  KrvstallbruchstUcken  No.  44.  Während  der  am  unteren  Stück  ent- 
^itslndene  Durchgang  eine  sehr  starke  negative  Elektricität  besass,  war 
die  auf  dem  Durchgange  am  oberen  Stücke  aufKretende  nur  massig 
stark;  beide  Stücke  befanden  sich  bei  dieser  Vergleichung  in  eiiUM*  und 
derselben  Kupferschale  nicht  weit  von  einander  bis  auf  die  beiden 
Bi^tichflächen  in  Kupferfeilicht  eingehüllt  und  hatten  also  gleiche  Er- 
NV^-i&rmung  und  Abkühlung  erlitten. 

Krystali  No.  52. 

Der  grosse  Krystali  No.  52  ist  Fig.  52  in  seinen  Projectionen  und 
KrtdfliSchen  abgebildet;  seine  Masse  erscheint  unrein  und  von  schmutzig 
^*"Munlicher  Farbe.  Das  obere  Ende  wird  von  einer  Durchgangsfläche, 
^'^^5S  untere  von  der  mehrfach  erwähnten  drusigen  Endfläche  begrenzt. 
*^ic^  Prismenflächen  sind  sehr  stark  gestreift,  auch  theil weise  mit  tiefen 
*'  ^*  rohen  und  Absätzen  versehen. 

Auf  der  oberen  Endfläche  (J)urchgang)  bildet  sich  beim  Erkalten 
^'^^Hi  der  >Iitt€  ausgehend  eine  breite  positive  Zone  zwischen  den  beiden 
"•"'Scliydiagonalen  Kanten  aus;  die  Flächenstücke  in  der  Nähe  der  makro- 
^^^^gonalen  Kanten  bleiben  aber  stets  negativ.  Die  am  unteren  Ende 
"*^  f  indliche  drusige  Endfläche  zeigt  überall  starke  negative  Elektricität. 
*^^^i  auf  den  Seitenflächen  gemachten  Beobachtungen  sind  in  die  Pro- 
l^^^tionen  eingetragen  worden.  Die  seitlichen  Prismenflächen  erscheinen 
>'Onwiegend  positiv,  doch  zieht  sich  neben  den  Kanten  ein  negativer 
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Slreiftm  hin ;  die  Soitonkanton  si^lhsl  z(Mi^on  al)er  hei  specieller  PrUPu  w]g 
ilio  gewöhnlichen  PohiriUUcm;    also  die  Kanten  (4.  1)   und  (2.  3)    tie- 
gative,  und  die  Kanten  (1.  2)  und  (3.  4)  positive,  doch  ist  das  untersle 
Ende  der  letztgenannten  Kanti3  negativ. 

Die  näheren  Angah(m  der  elektrischen  Vertheilung  auf  neun  andereo 
hrasilianischen  Krystallen,  deren  äussere  Form  durch  Schleifen  odor 
Zei*sf)rengen  ahgeUndert  wurde ,  werde  ich  im  übemHchsten  Abschnitt <^ 
mittheilen. 

E.  Erystalle  aas  Eleinasien. 

In  der  Freiberger  Sammlung  (Werner- Museum)  finden  sich  au^^ 
gezeichni't  klare  durchsichtige  Krystalle  von  gelblicher  oder  schwac^^ 
violetter  Farbe,  als  deren  Fundort  theils  allgemein  Natolien,  theils  spt*"— 
ciell  Mughia*^)  angegeben  wird.    Genaueres  über  ihr  Vorkommen  hab^  ^ 
ich  nicht  erfahren  können.   Krystallographisch  sind  sie  interessant,  we       *\ 
bei  mehreren  dersell)en  eine  stumpfere  Pyramide,  als  bisher  bekann^^*^-» 
I P   und    zwar    bisweiUm   in  nicht  unbeträchtlicher  Ausdehnung  ei  -^'M^'- 
scheint."*')     Die  Pyramidenfluchen  erscheinen  meistens  sehr  vollkom^f^" 
men  ausgebildet;   lu^sitzen  starken  Glanz,  und  zeigen  dabei  bisweile-=^^^ '•^ 
ein  schwach  schHp|)iges  Aussehen;  ebenso  sind  die  entweder  nur  sei    -*  ■'' 
schwach  oder  gar  nicht  g(\slr(Mften  PrismenflUchen  stark  glUnzend.    Df      »<* 
Krystalli»  gehören  zu  den  vollkomnuMisten  und  schönsten  Topasen. 

a.   Elektrisches  VerhalUm  im  Allgemeiiien. 

Die  Krysl^ilh*  von  Mughia  in  Kleinasi(^n  gleiclien  in  ihrem  ele       "Ä- 
tris(*hen  VerhallcMi  der  zwtMlen  Gruppe  der  brasilianischen,  namentli  i"^    ^^ 
i\\w\\  in  Helr(*n*  der  sehr  grossen  Inteusitiit  der  (»l(»klrischen  Erre^ui"^»^  ^- 
An  beiden  Knden  vollkoininen  ausijrebildele  Krsstalle  standen  mir  leicH  ^ 
nicht  zu  G(»l)Ole;   siiiuintliriie  unlersuchle  wariMi   nur   an  dem  oImm^^  *t^ 
Euch»  von  liegen  (li(»  A\(»  g(MU»i^ten  Flüchen,  am  unteren  aber  von  ein«^"**'' 
Durchgänge»  oder  (Miier  drüsigen  Flüche  Ix^grenzt. 


•)   Jodenf.ills   der   llaiiptort    dor   Prü\iiiz   Carieii   im   südwestlichen   Theile    '>'0U 
Kleiiiasieii. 

•*)  Ks  ist  mö^li(;h  ,  dass  sie  \on  v.  Koksrharow  in  seinen  Materialien  Bd.  W. 
Tafel  V^  .  V'\^.  iS  an  einem  aus  dem  horselitsehoxNOtselnKM'Gehirj^szu^e  slannnetiiieii 
Kn stalle  gezeichnet,  aher  ni(!ht  {j;emessiMi  wurden  ist. 
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obere  aiisgeMIdete  Ende  war  bei  siinniillichen  Krystallen  ne- 
less  drang  bei  einem  derselben  (No.  53)  die  positive  KlektriciliU 
zwei  neben  einer  braeliydiagonalen  I\)lkanle  liegenden  FIU(*hen 
mide  P  bis  gegen  die  Spitze  hin  vor;  jedoch  l)Ueb  die  End- 
bst  negativ. 

rakteristisch  für  die  Mughlaer  Krystallc  ist  das  Hervortreten 
»tark  positiv  elektrischen  Stellen  neben  den  bracliydiagonalen 
if  der  unteren  Durchgangsfläche ;  die  positive  Elektricitiit  breitet 

mehr  oder  weniger  aus,  und  steigerte  sich  in  einem  Falle 
No.  541  soweit,  dass  die  genannte  Fläche  in  ihrer  ganzen  Er- 
;  ausserordentlich  starke  |K)sitive  l^ilarität  darbot.  Eben  diese 
mg  einer  positiven  üurchgangsfliiche  trat  l)ei  dem  Topase 
in,  dessen  Fundort  ni(ilit  angegel)en  war,  der  aber  sicherlich 
fuirhla  zu  suchen  ist. 

allen  Krystallen  dii^ses  Fundortes  sind  nui*  die  Beobachtungen 
lachen  in  (hm  Proji»ctionen  dargestellt. 

b.   üeobachhmgeiL 

m 

Krystall   No.  53. 

Seilenfluchen  des  Fig.  53  in  seinen  Projectionen  abgebildeten 
1  No.  53  (Werner-Musiuim  No.  522)  werden  von  den  Flüchen 
oop2  gebildet;  am  oberen  Ende  der  Hauptaxe  flnden  sich  die 
n  §  P  und  P,  nebst  kleinen  Flüchen  von  2Poo  und  4Poo,  und 
he  von  §  P^  (oberhalb  dei"  Kante  (1 .  2) );  während  das  untere 
I  ein(»m  Durchgange  begrenzt  ist.  Die  F'arbe  des  Krystalles 
kVas  ins  Violc^tte. 

obere  Spitze  ist  stark  negativ  el(^ktris(;h ;  bei  specieller  Prüfung 
•h  auch  die  Pyramidenflächen  §  P  und  P  in  dem  ersten  und 
fuadranlen  negativ,  vvährc»nd  im  dritten  und  vierten  Quadranten 
)(»ren  Theile  (ungeRlhr  die  Flächen  von  l  P)  negativ,  dieirunteren 
igeflihr  die  Flächen  von  P)  stark  positiv  erscheinen;  die  untere 
i  zeigt  von  der  Kante  (4.  1)  über  die  Mitte  hin  bis  zum  Rande 
le  2  eine  negativem  Zcme,  während  von  den  beiden  brachy- 
n  Kanten  zwei  positive  Streifen  (von  der  Kante  (1 .  2)  bis  zur 
Kandes  an  (Jer  Fläche  1,  und  von  der  Kante  (3.  4)  am  Rande 
e  3  bis  zur  Kante  (2.  3)  hin)  ausgehen.   Auf  den  Seitenflächen 
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und  Kanten  tritt  die  gewöhnliche  VerlheiUina;  mif  vorwaltender  zXus- 
dehnung  und  Stürke  der  [)osifiven  Polarität  auf. 

Krystall  No.  54. 

Der  in?'ig.  54  dargestellte  Krystall  No.  54  (Werner-Museum No.  32 2' 
ist  kurzer  als  der  vorige,  lichter  an  Farbe  und  einfacher  von  Gestell. 
Seine  Seitenflachen  werden  durch  die  mit  einander  oscillatorisch  coiu- 
binirten  Prismen  ooP  und  oop2  gebildet;  an  der  oberen  Spitze  fincl«^ 
sich  einzig  und  allein  die  Pyramide  P,  deren  stark  glänzende  Fläch  ^^^ 
ein  schwach  schuppiges  Aussehen  zeigcui ;  das  untere  Ende  wird  v^^^ 
einem  Durchgange  begrenzt. 

Die  Pyramiden nHchen  am  oberen  Ende  sind  stark  negativ;  dageg^su 
zeigt  sich  die  untere  Durchgangsflache  in  ihrer  Ausdehnung  nicht  mind     ^^ 
stark  positiv;  eine  Erscheinung,   wie  sie,  wenn  auch  nicht  in  glei^^^^ 
hohem  Grade,  nur  noch  an  dem  Krystall  No.  58  aufgetreten  ist.   D^*»^ 
Seilenkante  (4.  1)  erscheint  in  ihrer  ganzen  LUnge  negativ,  dageg^^^ 
(indel  sich  auf  der  Kante  -2.  3)  nur  an  ihrem  oberen  Ende  negativ    ^'^i 
am    unteren  aber   positive  ElektricitUt ;   die  beiden   brachydiagonal*     ^^^ 
Seitenkanten  (1 .  2)  und  (3.  4 :  sind  in  ihrer  ganzen  Erstreckung  posit     -iv. 

Krystall   No.  55. 

Der  Krystall  No.  55  (Werner-Museum  No.  529)  ist  Fig.  55  in  seiir— nen 
Projectionen  abgebildet;  er  stellt  eine  Combination  von  ooP,  oop  ^2; 
^P,  1P,P;  4r2  ;?;;  2Pcx);  und  ?  Poo  dar.  Unter  den  Pyramic"  — len 
besitzen  die  FlUchen  von  .J-P  die  grtksste  Ausdehnung.  Das  untere  Ec^M^de 
ist  von  eiiHM"  DurchgangsflUche  begrenzt. 

Die  INramichMiflachen  des  oberen  Endes  sind  negativ,  ebenso         dio 
untere  Durchgangsflache  mit  Ausnahme  einer  Stelle  am  Rande  (von         der 
Kante  (3.  4)  bis  zur  Mitte  der  Flache  3  ;  indess  ist  die  negative  Polai^iwitüt 
des  unteren  Endes  sehr  viel  schwacher  als  die  des  oberen.    Die  K;^=dnte 
(4.  I;  zeigte  sich  bei  specielh^r  Prüfung  nur  in  ihrem  obersten  Di —    iüol 
negativ,  in  den  unt(M(»n  zwei  Drittheilen  aber  positiv;  die  gegenü^K>^*r- 
liegende  Kante  ,2.  3)  war  negativ,  nur  erschien   l  vom  oberen  KZndc 
eine  kleine  positive  Stelle. 

Krystall  No.  5ü. 

»■ 

Der  Krystall  No.  5(5   Werner-Museum  No.  480)  ist  an  Farl)e  mehr 
goldgt^lb    als    die    bilden   vorhergehenden;     er    wird    von    folgenden 
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Gestalten:  ooR,  ool^2 ;  f  P,  J-P,  P;  |Poo  gebildet  und  am  unteren 
Ende  von  einer  Durchgangsfläche  begrenzt.  Unter  den  PyranüdenflHchen 
besitzen  die  Flächen  von  f-  P  die  grösste  Ausdehnung. 

Auf  der  unteren  Durchgangsfläche  tritt  in  der  Nähe  beider  brachy- 
diagonalen  Kanten  positive  Elektricität  auf. 

Krystall  No.  57. 

Der  ausserordentlich  klare  Krystall  No.  57  Fig.  57  besteht  ebenso 
wie  der  Krystall  No.  54  aus  einer  einfachen  Combination  ooP,  oop2 
und  P;  das  untere  Ende  der  Hauptaxe  wird  von  einer  mangelhaft  gestal- 
teten drusigen  Fläche  gebildet.  Auf  der  unteren  Hälfte  der  F'läche  2  ist 
ein  kleiner  Krystall  in  paralleler  Stellung  zu  dem  grossen  eingewachsen. 

Das  obere  Ende  sammt  den  Pyramidenflächen  ist  negativ;  die 
drusige  Fläche  am  unteren  Ende  besitzt  in  der  Richtung  der  Brachy- 
diagonale  eine  positive  Zone,  während  die  nach  den  beiden  makro- 
diagonalen Kanten  liegenden  Stucke  negativ  ei'scheinen.  Die  Seitenflächen 
1,2  und  3  zeigen  in  dem  obersten  Drittel  negative ,  in  den  übrigen  zwei 
Dritteln  positive  Elektriciült ;  nur  auf  der  Fläche  3  ist  unten  neben  der 
makrodiagonalen  Kante  (2.  3)  noch  eine  kleine  negative  Stelle.  Die 
beiden  brachydiagonalen  Seitenkanten  sind  in  ihren  oberen  zwei  Fünfteln 
negativ,  im  Uebrigen  positiv;  die  makrodiagonalen  Seitenkanten  zeigen 
negative  Polaritlit,  jedoch  n)it  Ausnahme  einer  ungefähr  {  ihrer  Länge 
l^etragenden  positiven  Stelle,  welche  auf  der  Kante  (4.  1)  in  der  Mitte, 
auf  der  Kante  (2.  3)  aber  etwas  unterhalb  der  Mitte  liegt. 

Krystall  No.  58. 

Der  Fundort  des  Krystalles  No.  58  (Werner-Museum  No.  527)  ist 
"^icht  angegeben,  kann  aber  nach  dem  ganzen  Aussehen  des  Krystalles 
*eifi  anderer  als  Mughia  sein.  Die  F'arbc  dieses  Krystalles  ist  weisser 
^'?*  bei  4len  vorhergehenden,  die  Klarheit  aber  geringer;  er  stellt  eine 
Kombination  der  Gestalten  ooP;  ooP2;  .]  P,  l  Pund  P  dar.  Sein  unteres 
'^nde  wird  von  einem  Durchgange  begrenzt ,  der  jedoch  in  der  Nähe 
^'^r  Kante  (2.  3)  in  eine  Bruchfläche  übergeht. 

Die  elektrische  Vertheilung  auf  den  Flächen  ist  Fig.  58  abgebildet, 
■^'^enso  wie  bei  dem  Krystall  No.  54  ist  der  Durchgang  am  unteren 
■^n<Je  in  seiner  ganzen  Ausdehnung  positiv.  Von  den  makrodiagonalen 
■^^nten  war  bei  specieller  Untersuchung  die  Kante  (2.  3)  in  ihrer  ganzen 
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Uingo  negativ,  wJlhreiul  auf  der  gegenüberliegenden  Kant«  (4.  \)    rtur 
die  ol)cren  /Avei  Drittel  negativ,  das  iintei'e  Dritt^^l  aber  positiT  war. 
Von  den  positiven  bracliydiagonalen  Seitenkanten  zeigte  die  Kante  (i.Ä! 
ol)en  und  die  Kante  (3.  4)  in  der  Mitte  eine  negative  Stelle. 


V.  Zersprengte  und  geschliffene  Tepaskrystalle« 

Zu  weiterer  Erkenntniss   der  thermoelektrischen  Erscheinung^  ^ 
wird  es  wesentlich  l)eitragen,  wenn  wir  die  Form  von  Krystallen,  de«^     ^ 
elektrisches  Verhalten    durch  vorhergegangene   Beobachtungen  gena      ^ 
bekannt  ist,  durch  Zersprengen  oder  Schleifen  abändern,  und  die  hiei — -' 
durch  eingetretene  Aenderung  der  elektrischen  Vertheilung  ermitteliC^^i. 
Leider  fehlt  es  in  J.eipzig  an  einem  Künstler,  welcher  Edelsteine  z?   ^ 
schneiden  und  zu  schleifen  versteht ;  es  nmsste  deshalb  das  Abschleife"  ^ö 
der  Topase  auf  der  Scheibe  einer  gewöhnlichen  Drehbank  geschehen. 

Als  Beispiele  für  die  durch  Aenderung  der  äusseren  Gestalt  bcT'^o 
v^irkte  Modiücation  in  der  elektrischen  Vertheilung  können  bercil^  dP  M\e 
im  Vorstehenden  mitgethcilleu  Beobachtungen  an  Krystallen,  welche  aE^san 
dem  einen  oder  an  beiden  Enden  von  Durc^hgangsflächen  begrenzt  sin»  .^d, 
betrachtet  werden,  wenn  wir  sie  mit  den  an  anderen  ringsum  vollkoir' ^mi- 
men ausgebildeten  Krystallen  ausgeführten  vergleichen;    auch  die  a^r3uf 
den  bisher  untersuchten ,  mehr  oder  weniger  an  den  Seite^nflUchen  u^'  ^nd 
Kanten  gleich  bei  ihier  Bildung  oder  spliter  durch  Itussere  KrUfle  vc  ^  ei- 
letzlen  Krystallen  gomachlon  Beobachtungen  belehren  uns  in  gewis^^  ser 
Weise  über  jene  Veränderungen.    Im  Folgenden  theile  ich  die  Lnt^     er- 
suclumgen  an  zersprengten  oder  geschlilfeuen  Krystallen  mit,  wek  "-^r'iie 
den  Vortheil  bieten,  dass  die  an  dein  Bruchstücken  ausgeführten  Be«^«!)- 
ac'hlnngen  inil  den  am  ursprünglichen ,  wenn  auch  nicht  ringsum  v^^^J'- 
komnuMi  ausü:(*l)il(l(^len  Kr\  stalle  anörestellten  verirlichen  werden  köni^  on, 
und  also  ilirect  den  Einlluss  der  GestaltUnderungen  nachweisen. 

a,    Allijemeim'  lebersicht  der  eintretenden  Verändennigen, 

Während,  soviel  wenigstens  gegenwärtig  l)ekannt  ist,  eine  Xc^n- 
derung  an  den  imsseriMi  Begrenzungen   der  rurmalinkrystaüe  di<»  p^ 
lare   Vertheilung    nach    der    Hauptaxe   derselben    fortbestehen    \lissi 
und  also  auf  die  Qualität  d(M*  erzeuu:trn  Elektricitiiten  keincMi  Einlluss 
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hal)eD  scheint,  treten  beim  Topase  durch  Abändorungen  der  äusseren 
ifttalt  sehr  starke  Veränderungen  in  seinem  elektrisclien  Verhalten  ein. 

Gehen  wir  von  einem  ringsum  vollkommen  auskrystallisirten  säch- 
chen  oder  Adun-Tschiloner  Topase  aus,  dessen  Hauptaxe  an  ihren 
den  positive  Elektricitüt  zeigt,  und  beginnen  eines  dieser  Enden  z.  B. 
$  obere  allmählig  abzuschleifen  (oder  in  der  Nahe  desselben  einen 
rchgang  anzuschlagen),  so  nimmt  zunächst  die  positive  Klektricität 
'  dieser  Fläche  ab;  bei  weiterem  Abschleifen  tritt  dann  auf  der  neuen 
che,  nachdem  sie  zuvor  unelektrisch  erschienen,  negative  Polarität 
-vor,  während  auf  den  Uesten  der  Flächen  des  Brach vdomas  2l^oo 
eh  positive  sich  'lindet,  bis  zuletzt  nach  dem  Verschwinden  dieser 
eben  die  angeschliffene  Fläche  in  ihrer  ganzen  Erstreckung  negativ 
€heint  (vergl.  S.  390  u.  407}. 

Sind,  wie  bei  den  meisten  brasilianischen  Topasen  die  Enden  der 
uptaxe  negativ,  so  behalten  die  Krystalle  auf  den  senkrecht  gegen 
ise  Axe  eingeschliffenen  Flächen  oder  angeschlagenen  Durchgängen 
}  negative  Elektricität ;  nur  finden  sich  öfter  auf  denselben  in  der  Nähe 
r  brachydiagonalen  Seitenkanten  positive  Stellen  (vergl.  S.  390). 

Diese  positiven  Stellen  nehmen  bei  den  kleinasiatischen  Kristallen 
Ausdehnung  zu,  und  es  liegen,  wie  kurz  zuvor  schon  erwähnt, 
ei  Fälle  (bei  den  Krystallen  No.  54  und  No.  58)  vor,  wo  die  Durch- 
igsfläche  am  unteren  Ende  in  ihrer  ganzen  Erstreckung  sehr  starke 
$itive  Elektricität  zeigte.  Als  an  einem  brasilianischen  Krystalle  die 
»gebildete  negative  Spitze  abgeschlagen,  also  ein  ähnliches  Krystall- 
ichstUck  von  sehr  kurzer  Hauptaxe  und  negativer  Spitze  wie  No.  54 
Dildet  wurde,  konnte  jedoch  auf  der  sein  unteres  Ende  bildenden 
rchgangsfläche  überall  nur  negative  Elektricität  gefunden  werden. 

Die  beiden  Durchgangsdächen ,  in  welchen  ein  Topas  senkrecht 
f  seine  Axe  durchgesprengt  wird,  verhalten  sich  nicht  gleich; 
5  sind,  je  nach  der  Stellung,  welche  sie  im  unverletztem  Krystalle  ein- 
ihmen ,  entweder  beide  negativ  aber  von  verschiedener  Stärke ,  oder 
ährend  die  eine  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  negativ  erscheint,  zeigt 
ie  andere  je  nach  ihrer  Lage  zum  ganzen  Kryslall  noch  positive  Stellen. 

Wird  an  einem  Topaskrystalle  eine  negative  makrodiagonale  Kante 
rch  eine  mit  dem  brachydiagonalen  Hauptschnitte  parallele  Fläche 
gestumpft ,  so  zeigt  die  angeschliffene  Fläche ,  auch  wenn  sie  bis  zur 
(te  des  Krystalles  vorgedrungen  ist,  stets  negative  Elektricitüt. 

30* 


Geschieht  dagegen  bei  einem  Bruchstücke  das  Abschleifen  at^ 
einer  positiven  brachydiagonalen  Kante  (parallel  dem  makrodiagonalen 
Hauptschnitte),  so  erscheint  die  angeschUifene  Fläche,  wenn  sie  niii- 
wenig  eingedrungen  ist ,  noch  positiv ;  beim  weiteren  Abschleifen  tritt 
zunächst  an  ihrem  oberen  Ende  in  der  Mitte  eine  negative  Zone  auf,  die 
sich  bei  weiterem  Abschleifen  als  verticaler  Streifen  über  die  Fläclie 
hinabzieht ,  entweder  bis  ganz  zum  unteren  Rande ,  oder  auch  nur  bis 
zu  einem  gewissen  Abstände  von  demselben,  sodass  also  in  letzterem 
Falle  der  untere  Kand  positiv  bleibt ;  eine  Erscheinung,  welche  mit  dein 
Vorwalten  der  negativen  Elektricität  am  oberen  ausgebildeten  Ende 
eines  Bruchstückes  zusammenhängt. 

Werden  gleichzeitig  die  makrodiagonalen  und  brachydiagonalen 
Kanten  bis  zur  Bildung  eines  verticalen  rechtwinkligen  Prismas  afc- 
geschliffen,  so  zeigt  dieses  Prisma  auf  seinem  Umfange  einen  achtfachen 
Wechsel  der  Elektrici täten.  Die  Mitten  der  Flächen  sind  negativ,  die 
Kanten  nebst  den  benachbarten  Theilen  aber  positiv.  Auch  auf  den 
Endflächen  treten  diese  Abwechselungen  noch  zum  Theil  hervor:  d.ie 
Mitten  der  Endflächen  und  die  Mittelpunkte  ihrer  Seiten  sind  stets 
gativ,  dagegen  tritt  an  mehreren  (2  bis  3)  Eckpunkten  die  positive 
larität  hervor;  bei  vollkommener  Regelmässigkeit  würde  sie  an  allein 
Eckpunkten  zu  erwarten  sein.  Der  zuvor  beschriebene  Wechsel  ist  I30- 
sonders  deutlich  auf  den  oberen  Theilen  der  Seitenflächen  und  Kante^i^*» 
dagegen  können  auf  den  unteren  Theilen  einige  Wechsel  ausfall^^^i 
wenn  daselbst  auf  der  einen  oder  der  anderen  an  Stelle  der  bracl^^f' 
diagonalen  Kanten  angeschlitfenen  Flächen,  wie  zuvor  bereits  angegeb^^*^' 
noch  ein  Rest  von  positiver  Elektricität  zurückbleibt. 

■ 

Ein  ungeftlhr  mit  einer  Prismenfläche  parallel  zersprengter  brssi^*'' 
lianischer  Kryslall  (No.  6i)  zeigte  die  beiden  Bruchflächen,  die  ziemli^"" 
eben,  aber  rauh  oder  vi(»lmehr  hackig  waren,  stark  negativ,  wahrer nu 
nach  dem  An(;inan(l(M'leg(Mi  beider  Stücke  die  Untersuchung  der  äussesi"^" 
Oberflüche  des  so  zusanmiengesetzlen  Krystalles  die  gewöhnliche  V^'*- 
Iheilung  ergab.     Auch  auf  den  Flächen  der  einzeln  untersuchten  Stü^*^'^' 
war ,  mit  Ausnahme  der  Bruchfläche ,  die  elektrische  Vertheilung  q«'^" 
litativ  dieselbe,  wie  auf  denselben  Flächen  am  zusammengelegten  KrystaH. 

In  i];leicher  Weise,  wie  die  beiden  Bruchflächen  des  eben  erwilbn- 
len  Krvslalles  verhielten  sich  die  Flächen,  mit  welchen  ein  kleines 
dünnes  Stück    aus    dei*   Flache    des  horizonlalen   Prismas   iP'>^oiues 
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Vdun-Tschiloner  Krystalles  herausgosprungon  war:  wiilirond  die  letzt- 
genannte Krystallfläche  sowohl  am  kleinen  als  auch  an  dem  grösseren 
Stücke  eine  stark  positive  Elektrici tut  zeigte,  waren  die  Bruch llächen 
an  beiden  Stücken,  die  zuvor  auf  einander  gesessen  hatten,  negativ, 
wenn  auch  in  verschiedener  Stiirke. 

Das  Abschleifen  der  PrismentlUchen ,  parallel  mit  ihrer  ursprüng- 
lichen Lage,  bei  brasilianischen  Krystallen  sch(Mnt  die  negalive  PolariUlt 
weiter  auszudehnen. 

Flächen,  welche  an  einem  brasilianischen  Bruchstücke  in  der  Rieh- 
lung  der  Flächen  des  horizontalen  Prismas  2  P  oo  auf  den  Endpunkten 
der  niakrodiagonalen  Kanten  angeschlilTen  wurden,  zeigten  ebenso  wie 
<lie  früheren  Endpunkte  dieser  Kanten,  negative  Elektricität. 

b.   BeobaclUungen, 
ff.    Senkrecht  gegen  die  UatipUixe  zersprengte  und  gescIUi/fene  Kryslalle. 

1 .  Der  oben  S.  401  beschriebene  und  Fig.  9  abgebildete  sächsische 
Topas  No.  9  zeigte  ungefähr  in  der  .Mitte  seiner  Höhe  einen  ziemlich 
quer  durch  seine  ganze  Masse  hindurchgehenden  Sj)rung.  Es  gelang,  in 
dieser  Ebene  den  Krystall  in  zwei  Stücke  zu  zcTspiengen ,  ohne  diese 
beiden  Stücke  sonst  weiter  zu  verletzen ;  die  beiden  Flächen ,  welche 
durch  die  Trennung  entstanden  waren,  passlen  also  genau  auf  einander. 

Die  am  oberen  Stücke  entstandene  Durchgangslläche  zeigte  negative 
Elektricität,  und  zwar  in  der  Mitte  und  nach  den  Kanten  (4.  1),  (1.2) 
und  (2.  3)  hin  von  ziemlich  gleicher  Stärke ;  dagegen  nahm  diese  Elek- 
tricität nach  der  Kante  (3.  4)  hin  ab. 

Die  obere  Fläche  des  unteren  Stückes,   welche  an  der  unteren 

f'läche  des  oberen  Stückes  angelegen  halte,  bot  an  ihrem  ünifang  gleich- 

fiilhs  überall  negative  Elektricität  dar,  und  ents|)rach  in  Bezug  auf  Stärke 

derselben  darin  dem  Verhalten  der  unteren  Fläche  des  oberen  Stückes, 

^^ss  die  negative  Elektricität  nach  der  Kante  (3.  4)  hin  abnahm.   Wäh- 

''^nd  aber  die  Mitte  der  unteren  Fläche  des  oberen  Stückes  ziemlich 

^^^rk  negativ  elektrisch  war  ( —  1 ,6  Skth.) ,  wurde  auf  der  Mitte  der 

oberen  Fläche  des  unleren  Stückes,  wenn  die  ganze  Fläche  frei  aus  dem 

•^upferfeilicht  heraussah,    nur  eine    sehr   geringe   negative  Intensität 

^-^  0,1  Skth.)  wahrgenonmien.     Dieselbe  konnte  leicht  von  einer  Ver- 

^■^oilungswirkung,  seitens  der  umliegenden  negativen  Theile  herrühren; 
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ich  deckte  deshalb  die  Ränder  der  Fläche  mit  Kupferfeilicht  und  liesjs 
nur  die  Mitte  derselben  frei :  auf  diese  Weise  wurde  in  der  That  eine 
sehr  schwache  j)ositive  Spannung  in  der  Mitte  wahrgenommen. 

2.  An  dem  früher  S.  402  näher  beschriebenen  sächsischen  Topas- 
krystalle  No.  1 0  wurde ,  wie  gleich  nachher  unter  7  berichtet  werden 
wird,  die  brachvdiagonale  Kant«  (I.  2)  abgeschliffen,  und  dann  «»päter 
die  obere  Spitze  soweit  abgesprengt ,  dass  noch  ein  kleiner  Theil  der 
Fläche  des  brachydiagonalen  horizontalen  Prismas  2^<x>  an  dem  untere 
Stücke  sichtbar  blieb.  Von  den  beiden  auf  diese  Weise  entstandenen 
Durchgangsflächen  war  die  untere  Fläche  am  oberen  dünnen  Stück  in 
ihrer  ganzen  Ausdehnung  negativ,  dagegen  glich  die  obere  Fläche  des 
unteren  grösseren  Stückes  in  ihrem  elektrischen  Verhalten  der  ent- 
sprechenden Fläche  des  ähnlich  geformten  Stückes  No.  16  (S.  405):  die 
Fläche  war  zum  grössten  Theile  negativ,  doch  erschien  der  an  den 
Rest  der  Fläche  von  2Poo  grenzende  Theil  positiv. 

3.  Kr y stall  xNo.  59.  Ein  in  dem  Vorhergehenden  nicht  beschrie- 
bener sächsischer  Topas  No.  39  von  unget^hr  9""  Länge  in  der  Richtung 
der  Axe  trug  am  oberen  Ende  die  gewöhnlichen  Pyramidenflächen  und 
eine  grosse  sowie  eine  kleine  Fläche  von  2  Poo,  während  das  untere  Ende 
von  einem  Durchgange  l)egrenzt  war.  Die  obere  matte  Endfläche  OP 
sowie  die  Hächen  2Poo  zeigten  ziemlich  starke  |)Ositive  Elektricität. 

An  diesem  Krystalle  sollte  nun  die  Endfläche  in  einer  gegen  die 
Axe  senki-echten  Richtung  ungefähr  r°°  tief  abgeschlilfen  werden;  die 
angeschlirtene  Fläche  halte?  aber  eine»  etwas  schiefe  Lage  erhalten. 

Die  positive  Hlh^ktricitäl  in  der  Mitte  der  angeschliftenen  Endfläche 
war  auf  wenigiM*  als  -J  des  früheren  Werthes  vermindert. 

Darauf  winch^  der  höhere  Iheil  der  angeschliffenen  Fläche  so>veil 
abgeschliffen,  <lass  die  neue  Fläche  nahe  senkrecht  gegen  die  Hauplax^ 
stand ;  die  durch  das  zweimalige  Abschleifen  hinweggenommene  Schicht 
betrug  zusammen  wohl  noch  nicht  ganz  1™".  Die  an  die  Stelle  von 
OP  getretene  Fläche  (»rschien  jetzt  unelektrisch;  dagegen  hatten  die 
Keste  der  beiden  Flächen  von  2Poo  ihn*  positive  Natur  noch  beibehalten. 
Als  schliesslich  das  Abschleifen  soweit  forlgesetzl  wurde,  dass  die  Höhe 
des  Krystalles  nur  7,4"""  betrug,  zeigte  die  angeschlirtene  Hache  l>er(Mls 
negative  Elektricilät,  während  auf  dem  Reste  der  grösseren  Flüche 
2Poo  sich  die  positive  Spannung  noch  erhalten  halte. 

i.  An  dem  Krystalle  iNo.  54,  dessen  Seitenflächen  nur  eine  sehr 
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geringe  Länge  besassen,  wurde  die  Durchgangstläche  am  unteren  Ende 
stark  positiv  gefunden.  Um  zu  prüfen ,  w  eichen  Einfluss  die  Kürze  der 
Seitenflächen  bei  einem  am  oberen  Endo  negativen  Topase  ausübt, 
wurde  von  dem  oberen  Stücke  des  bereits  in  2  fast  gleich  grosse  Stücke 
zersprungenen  Krystailes  No.  44  (S.  429)  die  obere  S[)itze,  dicht  unterhalb 
der  Pyramidenflächen  ungefähr  in  der  Fig.  37  mit  aß  angedeuteten  punk- 
tirten  Linie  abgesprengt.  Bei  der  Untersuchung  ergab  sich  die  an  dem 
obersten  kleinen  Bruchstücke  gebildete  Durchgangsfläche  überall  negativ; 
die  daran  angelegen  habende  Fläche  des  grösseren  Stückes  war  gleich- 
falls negativ,  und  zwar  sehr  stark. 

Ueber  das  Verhalten  zweier  in  der  Mitte  von  Kryst allen  mit  ne- 
gativen Axenenden  angeschlagenen  Durchgänge  s.  S.  429  und  433. 

5.  Krystall  No.  60.  Der  Fig.  59  abgebildete  Krystall  No.  60 
glich  dem  Fig.  19  dargestellten  Kryslall  No.  19  und  stammt  gleich  ihm 
vom  Adun-Tschilon.  Bei  einer  während  der  früheren  Versuche  vor 
30  Jahren  ausgeführten  Erhitzung,  wobei  jener  Krystall  frei  auf  einem 
Bleche  lag,  zersprang  er  in  drei  Stücke. 

Fig.  59  A  stellt  den  Krystall  vor  seinem  Zerspringen  dar.  a  cfhk 
ist  die  vordere  grosse  Fläche  von  2Poo,  während  die  hinterc  kleinere 
Flache  derselben  Gestalt  in  der  Zeichnung  nicht  sichtbar  wird,  kmh  um- 
fasst  die  im  4.  Quadranten  liegenden  Seitenflächen,  und  zwar  ist  kmg 
die  Fläche  ooP,  e;  y  A  die  Fläche  ooP2.  An  der  auf  der  Rückseite,  also 
in  der  Figur  nicht  sichtbaren  makrodiagonalen  Kante  (2.  3)  war  der 
Krvstall  stark  verletzt. 

Bei  der  zuvor  erwähnten  starken  Erhitzung  sprang  erstens  d(»r 
untere  Theil  e  fj)  g  in  einer  durch  die  Linie  e  f  angedeuteten  Durch- 
gangsfläche ab. 

Die  ol)ere  Fläche  dieses  unteren  abgesprungenen  Stückes  von  oben 
geliehen  stellt  Fig.  59  C,  die  untere  Fläche  desselben  Stückes  von  unten 
;d.  h.  nach  einer  Drehung  um  die  Brachydiagonale  l  f)  gesehen, 
Fig.  59  D  dar.  Die  in  Fig.  59  C  und  D  mit  gleichen  Buchstaben  be- 
zeichneten Ecken  liegen  also  bei  verlicaler  Stellung  der  Hauptaxe  über 
einander.  An  dem  unteren  Stücke  sitzt  noch  ein  kleiner  Rest  dh 
Fig.  59  A)  der  grossen  Fläche  2  Poo,  der  in  Fig.  59  C  bei  s  sichtbar  ist. 

Von  dem  oberen  Stücke  acfl  sprang  aber  zweitens  noch  ein 
kleineres  Stück  a  b  d  e  l  k  aus  der  linken  Seite  der  grossen  Fläche  2  ^oo 
heraus,  das  an  der  lechlen  Seite  bei  b  d  \n  einen  scharfen  Rand  auslief, 


wahrend  es  sich  nach  der  linken  hin  verdickte  und  hier  die  Flächen  i 
öfc,  fe/e,  ked^  sowie  auf  der  Rückseite  einen  Theil  der  Prismen- 
ilächen  des  3.  Quadranten  und  oben  einen  kleinen  Theil  der  hinteren 
Fläche  2P00  trug.    Die  Fläche,  in  welcher  dieses  Stück  herausgesprun- 
gen, zeigte  einen  unregeln lässigen,  unebenen  Bruch. 

Die  untere  Fläche  des  sonach  verbliebenen  oberen  Stuckes  von 
unten  gesehen ,  stellt  Fig.  59  ß  dar.  Diese  Fläche  hat  also  unmittelt>ar 
auf  der  Fig.  59  C  dargestellten  oberen  Fläche  des  unteren  Stückes  auf- 
gesessen, und  zwar  haben  die  in  Fig.  59  B  und  C  mit  denselben  Buch- 
staben bezeichneten  Stellen  auf  einander  gelegen.  Die  Fig.  59  D  und 
C  gezeichneten  Flächen  können  nicht  dieselbe  Form  haben,  da  auch 
das  kleinere  auf  der  linken  Seite  dos  oberen  grossen  herausgesprungene 
Stück  mit  seinem  unt(5ren  Ende  auf  der  oberen  Fläche  des  unteren 
Stückes  aufgesessen  hatte. 

Als  el(?ktris<'he  Vertheilung  im  nicht  zersprungenen  KrystalJe  dürfen 
wir  die  Fig.  19  für  <len  Krystall  No.  19  dargestellte  nehmen;  die 
Flächen  2V<x>  am  oberen  Ende  sammt  den  brachydiagonalen  Kanten 
sind  also  positiv,  die  untere  Durchgsmgsfläche  sammt  den  makrodiago- 
nalen Kanten  negativ. 

Am  unteren  Stücke  des  zers[)rungenen  Kry Stalles  behielt  nun  die 
untere  Fig.  59  I)  dargestellte  Fläche  ihre  negative  Polarität ;  die  durch 
den  Sprung  entstandene  obere  Fläche  dagegen  zeigte  sich  (Fig.  59  (7) 
noch  ziun  grössten  Theile  positiv,  nur  die  linke  Seite  erschien  negativ. 

Das  ()1)(M(»  ü:r()ssen*  Stück  zcMytc»  bis  auf  die  Sterile  abdk^  an 
welcher  das  zuvor  l)(»schri(*l)eivo  kleiuero  Stück  herausgosprungen  war, 
(li(»  g(>w()hnlich(*  Verllieilung,  d.  h.  seine  untere  Fläche  ^Fig.  59  ü]  war 
n(»gativ,  und  der  noch  iinverlcUzle  Theil  bifd  der  Fläche  2Poo  stark 
positiv  l)0()l)acht(»les  Maxinuimdi^s  Ausschlages  -I-  48,5  Skth.  in  Fig.  59  A. 
Dagegen  erschien  die  Sl(»lle,  an  wt^lcher  das  kleinere  Stück  heratis- 
gesprungen  war,  negativ  j(Hl()(*h  sti(»g  deren  Stärke  nur  bis  — 7,2  Skth.^ 

Das  kleinere  Bruchstück  ahde  war  auf  der  Fläche  2Poo  positiv; 
es  sind  die  Beobachtungen  auf  dieser  Fläche  in  ?'ig.  59  A  in  den  Baum 
abdk  (»ingiMragen  worden)  ;  gleichfalls  positiv  zeigten  sich  die  vorhan- 
(l(Mien  Hest(*  d(M*  s(Mllichen  Prism(»nnäch(ni.  J)ageg(»n  erschien  die  kleine, 
am  unteriHi  Ende  vorhandene  Durchü;antj:snäche  nei»:ativ;  besonders 
stark  negativ  aber  war  die  durch  das  Abspringen  entstandene  hintere 
Bruchfläche:    in   der    -Mitte   dieser   letzteren    betrui;   das   beobacblete 
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Maximum  —  41,0  Skth.,  während  das  Maximum  auf  clor  anderen  Bruch- 
(Idche,  auf  weicher  diese  FlUche  angesessen  hatte,  wie  zuvor  schon  an- 
gegeben, nur  —  7,2  Skth.  erreichte. 

ß.  Anschleifen  der  makrodiagon^tlen  Seilenkanten, 

6.  An  dem  Ki-ystallbruchstücke  No.  1 6,  dessen  Nelz  Fig.  1 6  in  vier- 
fach linearen  Dimensionen  dargestellt  ist,   wurde  die  makrcKÜagonale 
Kante  (2.  3) ,  die  in  ihrem  ganzen  Verlaufe  negativ  gewesen  war,  paral- 
lel mil  dein  brachydiagonalen  Hauptschnitte  soweit  abgeschliffen ,  dass 
von  den  Flächen  2  und  3  nur  die  HUlfte  übrig  blieb.     Die  durch  das 
Aaschicifen  entstandene  Flüchen,   welche  an   die  Stelle  der  negativen 
Kante  getreten  war,  zeigte  sich  negativ ,  und  es  (»rhielt  sich  diese  Po- 
larität auch,  als  das  Abschleifen  bis  zur  Mitte  des  Krystalles  fortgesetzt 
wurde,  auf  der  ganzen  Fläche  des  jetzt  blosgelegten  brcichydiagonalen 
Hauptschnittes. 

Die  dieser  angeschlilFenen  Flä<jhe  gegeniib(M*liegende  makrodiago- 
nale Kante  (4.  1)  war  negativ,  und  die  iKM'den  von  den  Fläi^hen  I  und 
I       i  mil  der  angeschliffenen  Fläche  gebildeten  halbirten  brachydiagonalen 
Kanten  positiv;  es  hatten  diese  drei  Kante>n  also  ihre  frühere  Polarität 
behalten. 

y.   Amchleifen  der  brachydiayonalen  Kanten, 

7.  An  dem  Krystalle  No.  1 0  war  bei  specieller  Prüfung  die.  brachy- 
iliagonale  Kante  (1 .  2)  ihrer  ganzen  Länge  nach  jiositiv  gefunden  wor- 
den. Von  den  beiden  sie  bildenden  Flächen  ooP  war  die  linke  (im 
'•Quadranten  liegende)  Fläche  3,8°"  und  die  rechte  (im  2.  Quadranten 
liegende)  1,7""  breit.  Es  wurde  nun  die  genannte*  Kante  [)arallel  dem 
niakrodiagonalen  Hauptschnitte  zunächst  so  weit  abgeschliffen,  dass  von 
der  rechten,  schmaleren  Fläche  oo  P  nur  noch  (»in  kleiner  Rest  zu  sehen 
war.  Bei  der  Prüfung  fand  sich  die  kleine  durch  Abschleifen  entstan- 
d<?ße  Fläche  noch  positiv. 

Darauf  wurde  das  Schleifen,  stets  dem  makrodiagonalen  Haupt- 
schnitte parallel,  so  weit  fortgesetzt,  bis  von  der  linken  grösseren  Fläche 
Tonoop  kaum  noch  ein  Rest  zu  sehen  war.  Eine  erneute  Prüfung  ergab 
dk  durch  Abschleifen  entstandene  Fläche  bereits  ungefähr  ebenso  stark 
n^tiv,  als  zuvor  die  Kante  positiv  erschienen  war;  doch  nahm  die 
oegative  Polarität  auf  dieser  Fläche  von  oben  nach  unten  hin  ab;  sie 
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erreich t/e  unten  nur  ^  bis  j^^-  der  am  oberen  Rande  beobachteten 
Intensität. 

8.  Die  brachydiagonale  Kante  (3.  4)  am  Krystalle  No.  H  hatte  dich 
bei  speeielJer  Prüfung  ihrer  ganzem  Länge  nach  als  positiv  ergeben.  Sie 
wurde  parallel  mit  dem  makrodiagonalen  Haupti^chnitte  abgeschliffen, 
und  zwar  drang  das  Schleifen  verhältnissmässig  etwas  tiefer  in  den 
Krystall  ein  als  der  zweit^^  Schliff  an  dem  zuvor  beschriebenen  Kry- 
stalle  No.  i  0. 

Die  anges(*hlitfene  Fläche  erschien  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung 
negativ,  und  zwar  ebenso  wie  bei  dem  soeben  iiesi^hriebenen  Krj- 
stalle,  am  oberen  Ende  stärker  als  am  unteren;  das  Verhältniss  der 
Intensitäten  am  oberen  und  unteren  Rande  war  ungefähr  dasselte  wie 
zuvor  bei  <lem  Krvstalle  No.  1 0. 

9.  Die  brachydiagonale  Kante  ;l.  2'  dcvs  Krystalles  No.  12  war 
Ihm  specieller  Prüfung  ihrer  ganzen  Länge  nach  positiv  gefunden  worden. 
Sie  wurde  durch  eine  mit  <lem  makrodiagonalen  Hauptschnitte  parallele 
Fläche*  noch  weiter  abgeschlilfen  als  bei  dem  vorhergehenden  Krystallc, 
sodass  selbst  von  den  an  den  makro<liagonalen  Seitenkanten  liegenden 
Flächen  von  ooPjj  nur  geringe  Reste  übrig  blieben.  Die  ganze  an- 
geschliffene Fläclu^  gab  negative  Elektricität ,  und  ebenso  wie  bei  den 
früheren ,  oben  stärkere  als  unten ,  doch  war  der  Unterschied  nicht  sjo 
bedeutend  als  auf  d<m  beiden  früheren  Krystalten;  die  Intensität  am 
unteren  Rande  stieg  bis  auf  ungetlihr  die  Elälfle  der  am  oberen  Rande 
beobachteten. 

10.  Die  l)isherig(Mi  Heobachlung(»n  üluu*  di(»  durch  FormverÜ»- 
derungen  erzeugten  Modihcationen  der  elektrischen  Verlheilung  waren 
u)it  Ausnahme  von  i  an  sächsischen  un<l  sibirischen  Krystalleii  au>' 
geführt  worden;  die  folgenden  beziehen  sich  ausschliesslich  auf  hra^j*' 

lianische  Krvstalh». 

t. 

Krystall   No.  Ol.     An   dem  Bruchstücke   eines   brasilianischt^n 
Krystalles  No.  Gl,  dessen  Projeclionen  u\n\  Endflächen  Fig.  60^4  und  ^ 

• 

dargestellt  sind,  zeigte  sich  die»  g(»\völmliche  Vertheilung  der  Elektri- 
citäten.  Die  beiden  Endflächcni  Durchgänge'-  sanunt  den  niakro- 
diagonalen  Kanten  waren  negativ,  die  brachydiagonalen  Kanten  saiuml 


*)    W^ahrend  die  obere  Durcligangslläelie  ^ranzend  war.  erschien  die  untere  eUas 
maU,  als  ob  sie  kein  Durchgang,  sondern  eine  Kryställllächc  wäre. 
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dein  grössteQ  Theile  der  Prisinenflächen  |>ositiv.  Hiernach  war  also 
die  brachydiagonale  Kaate  (3.  i)  in  ihrem  ganzen  Verlaufe  positiv,  wie 
dies  auch  die  Fig.  60 ,  welche  die  Beobachtungen  auf  den  Kanten  und 
£ndflächen  enthält,  darstellt.  Diese  Kante  wurde  nun  parallel  mit  dem 
niakrodiagonalen  Hauptschnitte  so  weit  abgeschliffen,  dass  von  den 
Seitenflächen  3  und  4  nur  ungefUhr  die  Hälfte  lil)rig  blieb.  Die  durch 
Anschleifen  entslandene  Fläche  entwickelte  ebenso  wie  früher  die  an 
ihrer  Stelle  belindliche  Kante  starke  positive  Elektricität.  üeberhaupt 
schien  die  früher  an  dein  ursprünglichen  Bruchstücke  beobachtete  Ver- 
theilung  durch  das  Abschleifen  der  Kante  (3.  4)  im  Wesentlichen  nicht 
geändert  woitlen  zu  sein. 

Das  Abschleifen  der  Kante  (3.  4)  wurde  dann  weiter  fortgesetzt, 
sodass  von  den  Prismenflächen  3  und  4  nur  ungct^dhr  J  sichtbar  blieb. 
Jetzt  erschien  der  mittlere  Streifen  der  angeschliffenen  Fläche  stark  ne- 
gativ, Fig.  60  C,  jedoch  von  oben  na(*h  unten  in  abnehmender  Starke; ") 
ihre  seitlichen  Ränder  und  ebenso  die  von  ihr  mit  den  Resten  der 
Flächen  3  und  4  gebildeten  Kanten  zeigten  sich  stark  positiv  und  zwar 
von  oben  nach  unten  in  zunehmender  Stärke.  Die  noch  stehen  ge- 
bliebenen makrodiagonalen  Kanten  (2.  3)  und  (4.  1)  und  die  beiden 
Durchgangsflächen  am  oberen  und  unteren  Ende  erschienen  wie  vor 
dem  Abschleifen  negativ. 

11.  Krv stall  No.  62.  An  einem  mir  von  Herrn  G.  Rose  tlber- 
sandten  Krystallbruchstttcke  No.  62  (Fig.  61  "1  war  die  eine  Hälfte  in 
einer  mit  dem  makrodiagonalen  Hauptschnitte  parallel  gehenden  Rich- 
tung durch  Abschleifen  entfernt,  so  dass  ein  dreiseitiges  Piisma  ent- 
standen war.  Das  Bruchstück  wurde  seitlich  (Fig.  61)  von  den  Prismen- 
flachen  1  und  2,  und  der  an  die  Stelle  von  3  und  4  getretenen 
geschliffenen  Fläche  S  begrenzt;  die  Gestalt  seines  Querschnittes  er- 
gibt sich  aus  den  beiden  mit  A  und  B  bezeichnetc^n  Durchgangsflächen 
am  oberen  und  unteren  Ende. 

Die  Flächen  1  und  2  warcm  positiv,  ebenso  die  Kante  (1.  2);  da- 
gegen erschien  die  ang(?schliffene  Fläche  S  überall  stark  negativ,  mit 


*)  Wurde  die  ^anzc  Fläche  mit  Ausschluss  der  Mitte  des  unteren  Randes  mit 
Kupferspähnen  bedeck I  ,  so  liess  sich  an  dem  unleren  Kande  selbst  schwache  positive 
Elektricität  nachweisen,  so  dass  die  in  Flf».  60  (7  daselbst  verzeichnete  negative  Polarität 
nur  von  einer  Scitenwirkung  der  daneben  liegenden  stark  negativen  Stellen  herrührt. 
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Ausnahme  einer  sehr  kleinen  Stelle  a  unten  links  am  Rande  nach  i  hi^  m\ 
wo  die  positive  Elektricität  etwas  herübergriff.  Um  hier  die  positivi^  ~-*i 
Elektrieität  wahrzunehmen ,  musste  die  ganze  übrige  Fläche  mit  Eisen —  mt 
feiticht  bedeckt  werden.  Die  Kante  (S.  I )  war  ihrer  ganzen  Lange  nach" 
negativ ;  die  Kante  (2.  S)  dagegen  nur  oben  negativ,  in  iiireni  unten' 
Theile,  der  etwas  verletzt  erschien,  aber  positiv,  und  hier  war  es  auch^ 
wo,  wie  schon  erwUhnt,  auf  den  benachbarten  Theiien  der  FlHchc 
positive  Polarität  nachgewiesen  werden  konnte. 


A\  Anschleifen  parallel  dem  makrodiayonalen  und  hrachydi^igonalen 

Uauptschnilte, 

12.  Kr y stall  No.  63.  Das  Fig.  62  in  s<Mnem  Netze  gezeichnet 
Krystallbruchstück  No.  63  hatte  sowohl  an)  oberen  als  auch  am  unteren 
Ende  eine  Durchgangsfläch<»  zur  Begrenzung.  Die  Seitenflächen  waren 
ziemlicli  erhalten;  jedoch  war  die  makrodiagonale  Seitenkante  (2.  3), 
wie  die  betreffende  Stelle  in  Fig.  62  zeigt,  stark  verletzt,  und  schwächere 
Verletzungen  fanden  sich  oben  auf  der  niakrodiagonalen  Kante  (3.  i 
und  unten  an  der  brachydiagonalen  Kante  (I.  2). 

Die  elektrische  VertluMliing  auf  diesem  Krystalle  war,  wie  bei  <len 
meisUMi  brasilianiscln^n  Topasen  ungcMuiMn  stark.  W(»nn  er  z.  B.  I»is 
auf  eine  der  Durchgangsfläclien  in  EiscMifiMlicht  g(»hüllt  war,  so  sprangen 
oft  s(Mtlich  geiegenci  Eis(»ntluMl('hen ,  durch  die  auf  dieser  Fläche  (»nt- 
wick(»Jte  n(»gative  ElektricilUt  angezogen,  auf  diese  Fläche.  Um  die 
Verlheilimg  näher  kennen  zu  lernen,  wurde  die  Anzahl  der  Elemente  in 
der  Volla'schen  Säule,  deren  Pole  mit  den  zu  beiden  Seiten  des  Gold- 
blättchens belindlichen  MessingschiMbeu  verbunden  warcm,  sehr  ver- 
mindert. Die  in  (las  Netz  Fig.  62  eingetragcMien  Zahlenwerthe  sind  also 
mit  den  früher  bei  den  übrigen  Kryslallen  g(»machlen  Angaben  nicht 
vcTgleichbar. 

Die  elektrische  V(Mtheilung  z(»igle  nichts  Abweichendes.  Die  beiden 
En<lflä(*hen  waren  negativ,  die  PrismiMillächen  fast  in  ihrer  ganzen  Aus- 
dehnung positiv.  Bei  spcHMellei*  l.'nlersuclumg  (l(»r  Kanten  (^'schienen  die 
beiden  makrodiagonalen  KantiMi  aber  negativ,  wie  di(\s  schon  bei  der 
Prüfung  der  Fläche  4  für  die  Kante  ;  i.  1;  hervortrat.  Die  auf  der  etwas 
verbrochenen  Kante  i2.  3;  gemachten  Beobachtungen  sind  in  Fig.  62  B 
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LMSondcrs  angegeben :  die  Kante  odei*  die  an  ihrer  Stelle  entstandene 
Uruchfläche  war  negativ,  wahrend  zu  beiden  Seiten  die  positive  Elek- 
tricitäi  wieder  hervortrat. 

An  diesem  Krystalle  wurde  nun  zunächst  die  verbrochene  makro- 
cliagonale  Kante  (2.  3)  parallel  dem  brachydiagonalen  Hauptschnitte 
s^oweit  abgeschliffen,  dass  eine  9""  breite  Flüche  entstand.  Der  linke 
lland  und  die  rechte  untere  Ecke  dieser  Fläche  waren  positiv,  der 
übrige  grössere  Theil  derselben  aber  negativ. 

Darauf  wurde  die  brachydiagonale  Kante  (3. 4)  parallel  dem  makro- 
ciiagonalen  Hauptschnitte  soweit  abgeschliffen,  dass  eine  ll"""  breite 
l^läche  entstand.  Diese  neue  Fläche  kam  noch  nicht  mit  der  zuvor  ge- 
schliffenen Fläche  zum  Durchschnitt,  sondern  es  blieb  zwischen  ihren 
nächsten  Rändern  noch  ein  1,5""  breiter  Streifen  der  ursprünglichen 
Prismenfläche  3  übrig.  Diese  neu  angeschliffene  Fläche  erschien  noch 
ül)erall  positiv,  jedoch  in  der  Mitte  schwächer  als  an  den  seitlichen 
Rändern ;  auch  war  die  positive  Intensität  am  oberen  Rande  schwächer 
als  am  unteren. 

13.  Krystall  No.  64.  Ein  schönes  regelmässiges  Bruchstück 
eines  brasilianischen  Toj)ases  von  nahe  20"*"  Höhe  No.  64,  das  am 
oboren  und  unteren  Ende  von  ebenen  Durchgangsflächen  begrenzt  war, 
Wurde  auf  seine  elektrische  Vertheilung  untersucht.  Dieselbe  ergab  sich 
als  die  gewöhnliche,  und  zwar  in  sehr  legelmässiger  Weise ;  die  brachy- 
diagonalen Kanten  nebst  den  grössten  Theilen  der  Seitenflächen  waren 
^i^"^  positiv,  dagegen  die  makrodiagonalen  Kanten  sammt  den  End- 
flächen negativ  mit  Ausnahme  einer  kleinen  Stelle  auf  der  unteren  End- 
liche in  der  Nähe  der  brachydiagonalen  Kante  (3.  4),  welche  positive 
E'ektriciUit  darbot. 

An  diesem  Bruchstücke  wurden  nun  nach  einander  sämmtliche 
^»ei-  Scitenkanten  in  der  Reihenfolge  (3.  4),  (1.  2),  (2.  3)  und  (4.  1) 
Parallel  mit  den  betreffenden  Hauptschnitten  angeschliffen,  sodass 
**^^*hliesslich  ein  quadratisches  Prisma  von  nahe  8""  Seitt^.  übrig  bheb. 
"*^  angeschliffenen  Flächen  kamen  noch  nicht  mit  einander  zum  Durch- 
^^l^nitt,  sondern  zwischen  ihren  nächsten  Seitenlinien  lag  ein  ungeflihr 
0,*i*ni  breites  Stück  der  urs[)rünglichen  Prismenflächen. 

Jede  angeschUffene  Fläche  wurde  sofort  nach  ihrer  Hei*stellung 
^^^orsucht,  und  dann  das  Schleifen  der  nächsten  Fläche  begonnen. 


i 
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In  Fig.  63  stellt  a  die  an  die  Stelle  der  Kante  fi.  1)  getretene  Ftecl:^^ 
dar;  und  ebenso  entsprechen  die  Flachen  6,  c  und  d  der  Reihe  nac=^    \\ 
den  IVnheren  Kanten    I.  2),  (2.  3)  und  (3.  4} ;  e  und  /"sind  die  stehe       b 
gebliebenen  Reste  der  Endflächen.  In  diese  Zeichnungen  sind  die  Beol 
achtungen  auf  den  freiliegenden  Flächen  eingetragen;  d'  enthSilt  di 
nach  Bedeckung  der  seitlichen  Ränder  der  Fläche  d  mit  Kupferfeilic 
in  der  Mitte  dieser  Flache  beobachteten  elektrischen  Spannungen. 

Die  Resultate  dieser  Beobachtungen  lassen  sich  kurz  zusamiuei 
fassen.    Im  Allgemeinen  waren  die  neu  gebildeten  Flächen   in  ihrer  ^w 
mittleren  Streifen  negativ,  an  den  Rändern  positiv;  nur  erschien  die  Fläch-  ^e 
[i.  3;  auch  am  linken  Rande  negativ,  und  die  Flächen  (I.  2)  und  '3.  4— ^ft' 
unten  in  der  Mitte  noch  positiv;  bei  der  Fläche  (3.  4)  mussten  aber  die  seit^^  il- 
liehen  positiven  Ränder  zugedeckt  werden,  um  in  den  oliern  drei  Vierem  ^r- 
theilen  ihrer  Mitte  die  negative  Elektricität  i^Fig.  63  d')  nachzuweisen,*^'*^   *■ 
was  bei  Untersuchung  der  Fläche  (I.  2)  nicht  nöthig  war.    Die  ober — » -re 
und  untere  Durchgangsllächo  zeugten  sich  im  Ganzen  negativ  (Fig.  63         ^ ' 
und  /*!,  doch  wurden  auf  der  obern  die  den  früheren  Flächen  2  und  SEi-    3 
und  auf  der  untern  die  den  früheren  Flächen  3  und  4  entsprechende!  ^?^^^ 
Eckpunkte  positiv  gefunden. 

14.    K  r  V  s l  a  1 1   N  o.  63.     Ein   anderes  Kryst^llbruchstück   eine  ^:^^  ^^ 
brasilianiscIuMi  Krvslalles  No.  63  von  22,3"  Höhe»,  das  oben  von  einc^^  ^^' 
ehiMUMi  l)urchi^anü;sHaclu»  und  imliMi  von  (»iniu*  dnisigen  Endfläche  be  ^-^*^ 
ü;r(Mizl  war.  zeiü:l(»  Ihm  d(M-  lintorsucluini;  eint»  sehr  r(»ü;elmässifi:e  elek-  ->•  ^ 
li'isciu»  Verllieilunn:  in  diM*  i<(^w()hnlichen  Weisi».    Es  wurden  dann  seint^  ^  ' 
\\ov  Seitenkanten   in  der  UeiluMirolgt»    i.  3  ,     i.   T,   ;l.  2     und  ;3.  i  .   -^' 
|)arall(^l  mit  ilcn  l)etrc»llend(»n  lIanptschnilt(Mv  abgeschlillen,    und  naclLl"^^ 
H(Msl(»lhiny  jediM'  Flache»  (li(\N(^ll)(Mmt(M'sucht,   und   darauf  erst  dit*  fol — *^ 
i<(»n(l('  in  ArluMt  i;enonnn(Mi.     Wiihrcnd   Ihm  dein  vorlHMiri^hendtMi   Kr\-  ^^    * 
slalli*  niil  (Mn(M-  brachNdiai^onalen  Kante*  Ix^gonncMi,  winde  Ihm  (Kmu  vor-    ^' 
li(\:;:(Mulon  mit  ein(M-  makrodiagonalcMi  Kante  d(M"  Anfang  g(Muacht.    Nach       ^ 
d(Mn  Anschl(M'len  der  sinnmtlichen  vier  FläcluMi,  dii^  alu^r  (»benso  wie 
zuvor  mit  einan<l(M"  noch  nicht  zum  Durchschnitt   kamen,  blieb  ein  un- 
gefähr" (piadratisches  Prisma  von  7'"'"  Seite»  idjrig. 

Die  U(\snllal(*  der  LIntersuclumg  der  einzelnen  durch  das  Schleifen 


Ni'bcn  \\vv  Kaiilo  \.\.   ii  zoi^tc  sich  in  ilcin  ursprünglichen  Kryslallhnichstück 
iiiM' «h'r-  (Mitcrcn  Mndiliichc.  wie»  Imm'cüs  ohcn  hcnicrLt.  |K)siti\c  Kh^ktricitiil. 
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ildelen  Flachen  entspiaclien  iiri  Allgemeinen  den  über  das  vorher- 
ende KrystallbruchstUck  geinachten  Angaben.  Die  Künder  der  an 
Sielleder  Kanten  (4.  1),  (1.2;  und  (3.  4)  getretenen  Flachen  zeigten 
ilive,  die  Mitten  von  oben  nach  unten  hin  abnehmende  negative  und 
3n  in  die  positive  übergehende  Elektricitttt.  Wurden  die  positiven 
der  bedeckt^  so  erschienen  die  frei  gelassenen  mittleren  Streifen  der 
;hen  (4.  I)  und  (I.  2}  ihrer  ganzen  liinge  nach  negativ,  und  nur 
der  Fläche  (3.  4)  bheb  am  unteren  Ende  eine  positive  Stelle  zurück. 
an  die  Stelle  der  Kante  i2.  3)  getretene  Flüche  war  in  ihrer  ganzen 
delmung  negativ. 

Zersprenyeri  und  AmclUeifeu  parallel  einer  Fläche  des  Prismus  oo  P. 

15.  Krystall  No.  66.  Fig.  64  stellt  einen  brasilianischen  Kry- 
l  senkrecht  gegen  eine  Flache  ;  4)  gesehen  dar.  Am  unteren  Ende 
derselbe  von  einer  drusigen  Endnache  begrenzt;  am  oberen  Ende 
len  zwei  ebene  Durchgange  ud  und  yß  die  Begrenzung;  dieselben 
en  nicht  in  einer  Ebene,  sondern  der  nach  rechts  gelegene  TIkmI  ad 
let  einen  um  7,5"*"'  tic^feren  Absatz. 

ALs  ich  versuchte  den  diesen  Absatz  überragenden  dickeren  Theil  fiy 
us<*hlagen,  zersprang  der  Krystall  in  zwei  Stücke  ungeRihr  parallel 
den  Prismenllachen  I  und  3  in  der  durch  die  Zeichnung  angedeuteten 
ie  öe.  Die  durch  den  Sprung  entstandeneu  Flachen  waren  elvvas 
il)en,  und  passten,  wcmI  sich  keine  Splitter  abgelöst  hatfcni,  genau  auf 
Inder. 

Die  beiden  Bruchstücke  wurden  wieder  genau  an  einander  gelegt 
1  der  zusanunengesetzte  Krystall  untei'swht;  er  zeigte  die  gewöhn- 
le  elektrische  Vertheilung,  d.  h.  der  grössle  Theil  der  St^itenlUu^hen 
vi(»  die  brach) diaijonaien  Kanten  erschienen  positiv,  die  Endflächen 
ist  den  nuikrodiagonalen  Kanten  negativ. 

Darauf  wurden  die  beiden  Stücke  einzeln  g(»prül1 ,  und  auf  den 
verletzt  geblielKMKMi  Theilen  ihrer  Oberflächen  nahe  dieselbe  Be- 
iiaiTenheit  der  Elektricitat  gefunden,  wie  an  den  zusammengelegten 
}stallen;  dagegen  zeigte  sich  die  durch  den  Sprung  entstandene 
iche  an  beiden  Stücken  sehr  stark  negativ. 

16.  Krvstall  No.  67.  Ein  brasilianischer  TopaskrvstaU  von 
""  Höhe  war  an  beiden  Enden  von  einer  drusigen  Flache  begrenzt ; 
•  grösste  Theil  derselbcm  zeigte  sich  negativ;  auf  der  oberen  Fläche 
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faad  sich  nur  gegen  das  Ende  der  Kante  (4.  1)  und  auf  der  unteren 
Fläche  neben  der  Flache  1  und  in  der  Nahe  der  Kante  (3.  4)  posiüre     |^ 
Elektricitat. 

Die  Prismenflache  2  dieses  Krystailes  war  nach  innen  gewölbt; 
bei  ihrer  Untersuchung  ergab  sich  der  gi*össte  Theil  positiv,  nur  am 
rechten  Rande  (in  der  Nahe  der  makrodiagonaien  Kante  (2.  3)  wurde     I^ 
negative  Elektricitat  beobachtet ;  diese  negative  Zone  nahm  am  oberen     |^ 
Ende  ungefähr  ein  Drittel  der  Breite  ein,  und  verschmälerte  sich  ab- 
wärts, sodass  sie  von  oben  her  gerechnet  in  drei  Viertheilen  der  Kaute 
(2.  3)  verschwand,  und  das  untere  Viertel  des  rechten  Randes  an  dieser 
Kante  positiv  erschien.^ 

Es  wurde  nun  die  Fläche  2  um  beinahe  2"*"*  abgeschlüTen,  sodass 
eine  ebene  mit  der  Fläche  4  parallele  Fläche  entstand.    Durch  das  Ab- 
schleifen zeigte  sich  bei  nachfolgender  Prüfung  die  elektrische  Verthci- 
lung  auf  dieser  Flache  verändert;  die  negative  Elektricitat  war  sow^^ 
gewachsen,  dass  sie  auf  der  ganzen  Fläche  erschien,  mit  alleiniger  Aus- 
nahme der  unteren  Unken  Ecke,  die  noch  schwach  positiv  blieb. 

Als  dei*  Kry stall  bis  auf  die  Seitenfläche  1  in  Kupferfeilicht  gehllU^ 
war,  wurde  auf  dieser  Fläche  Überall  positive  Elektricitat  beobacht^^ 
wenn  auch  am  linken  Rande  neben  der  makrodiagonalen  Kante  (we^^^ 
der  dort  vorhandenen  negativen  Spannung"!  nur  in  geringer  Stärke. 

Der  Abstand  der  Seitenflächen  1  und  3  betrug  14,6™.  Es  wurd« 
nun  die  Fläche  1  soweit  abgeschlilFen ,  dass  der  genannte  Abstand  m-*"" 
noch  13,4"""  war:  bei  Untersuchung  der  angoschliifenen  Fläche  ge\BtM^S 
es  jetzt  schon  in  der  Mitte  des  linken  Randes  neben  der  iuakrodiagonal€^  ^ 
Seitenkante  die  negative  Polarität  zu  beobachten,  während  oben  un« 
unten  an  diesem  Rande  noch  ein  schwacher  positiver  Ausschlag  wahr 
genommen  wurde. 

Das  Abschleifen  w  urde  darauf  weiter  fortgesetzt,  bis  die  zuvor  bo^ 
zeichneten  Dimension  niii'  I  1,8'""'  niass.    Eine  erneute  Prüfung  zeigte  auf*  ^ 
der  angeschliirenen  Fläche  ein  neues  Wachsen  der  negativen  Polarität;  ^ 
längs  des  ganzen  linken  Randes  und  sogar  auch  in  der  Mitte  der  Fläche  ^-^ 
erschien  negative  Elektricitat  und  zwai*  in  der  Mitte  des  Kandes  in  ziem-  ^^ 
lieber  Stärke. 

Ein  noch  weiteres  Abschleifen    um  0,4"*"*   steigerte  die  negative^^^ 
Elektricitat  auf  dieser  Fläche  noch  weitei',  sodass  die  ne^rative  Polaritai# 


M 


ob(»n  dii»  ganze  Breite  derselben  einnahm,  imd  di(*  positive  Elektricitül 
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nur  noch  auf  die  rechte  untere  Ecke  (auf  ein  rechtwinkliges  Dreieck, 
dessen  Hypotenuse  von  der  Mitte  des  rechten  Randes  l)is  zur  Mitte  des 
unteren  Randes  ging)  beschränkt  war. 

Während  das  Abschleifen  der  Flache  2  sehr  bald  die  neue  Flache 
negativ  erscheinen  Hess,  bedurfte  es  eines  viel  tieferen  Abschleifens  der 
Fläche  I,  um  weniffstens  auf  dem  s;rüssten  Theile  der  neuen  Flache 
eben  diese  Polaritiit  hervortreten  zu  lassen. 

J.    Anschleifen  von  Flächen  in  der  liichlunfi  iP^. 

17.  Krystall  No.  68.  Ein  schöner  brasilianischer  Krystall  Lange 
der  Hauplaxe  33,6"",  Lange  der  Makrodiagonale  17,6"",  Lange  der 
Brachydiagonale  14,9""  ,  der  am  oberen  Ende  von  einem  Durchgange, 
au  unteren  aber  von  einer  drusigen  Endflache  begrenzt  war,  zeigte  die 
^wohnliche  Vertheilung  in  sehr  regelmässiger  Weise. 

Am  oberen  Ende  dieses  Krystalles  wurden  zwei  Flachen  in  der 
Richtung  der  Flachen  des  brachydiagonalen  Prismas  2P<x)  in  solcher 
Ausdehnung  angeschliffen ,  dass  in  der  Mitte  der  ot)eren  Endfläche  nur 
eine  1""*  breite  Kante  in  der  Richtung  des  brachydiagonalen  Haupt- 
schnittes': stehen  blieb. 

Die  Untersuchung  ergab  die  angeschliffenen  Flachen  stark  negativ. 


Die  voi'Stehenden  Untersuchungen  über  die  thermoelektrischen 
Eigenschaften  des  Topases  haben  unsere  Kenntniss  der  Thermoelektrici- 
Wt  sehr  wesentlich  erweitert  und  berichtiget:  ich  werde  zum  Schluss  nur 
^och  einige  allgemeine  Folgerungen  aus  denselben  kurz  zusammenstellen. 

1.  Die  Thermoelektricitat  der  Krvstalle  ist  nicht  durch  den  Hemi- 
Daorphismus  bedingt,   sondern  wahrscheinlich   eine  allgemeine  Eigen- 
schaft aller  Krystalle,  sobald  die  übrigen  physikalischen  VerhaUnisse  ihr 
•auftreten    und    ihre  Anhäufung    bis   zu  messbarer   Starke   überhaupt 
gestatten. 

2.  Da  bei  nicht  hemimorphen  Krystallen  die  beiden  Enden  einer 
und  derselben  Axe  kryslallographisch  gleichwerthig  sind,  so  müssen 
(fieselben  sich  auch  elektrisch  gleich  verhalten,  also  dieselbe  Polarität 
zeigen,  falls  sie  eben  eine  wirklich  gleiche  Ausbildung  erhalten  haben. 

3.  Die  Vertheilung  der  Elektricitat   auf  nicht   hemimorphischen 
Krj'stallen    hangt   ausser  von   dem  molecularen  Gefüge  auch  von  der 

Abkudl.  d.  E.  8.  G«sellrch.  d.  Wiis.spnsch.  XIV.  ;^  \ 


454  W.  G.  Ha.nkel,  Elektrische  Lntersiciiingen.  j«^ 

äusseren  Gesauinitform  ab,  und  kann  durch  Veränderungen  der  letztem 
in  bestimmter  Weise  modificirt  werden.*; 

4.  Wie  der  Hemimorphismus  in  der  Krystallographie  überhaupt 
als  ein  Ausnahmefall  dasteht,  so  ist  auch  das  Auftreten  polarer  d.h. 
an  den  Enden  mit  entgegengesetzter  Polarität  erscheinenden^'  A\en  ein 
Ausnahmefall ,  der  eben  durch  die  hemimorphe  Bildung  erzeugt  wird. 
Bei  hemimorphen  Kry stallen  iHsst  sich,  wenigstens  so  weit  gegenwärtig 
die  Beobachtungen  reichen,  durch  Aenderung  der  äusseren  Form  keine 
(jualitative  Veränderung  in  der  Vertheilung  der  ElektricitHt  hervorbringen; 
letztere  ist  also  wesentlich  durch  die  Unsymmetrie  der  MolecUle  l)edingt. 

So  nahe  es  auch  jetzt  schon  läge,  theoretische  Betrachtungen  über 
die  Entstehung  der  Elektricität  auf  Krystallen  bei  steigender  oder  sin- 
kender Temperatur  beizufügen,  so  verspare  ich  dieselben  doch  bis  nach 

■ 

der  Veröffentlichung  meiner  Untersuchungen  Über  die  thermoelektrischen 
Eigenschaften  des  Schwerspaths ,  Aragonits  und  Titanits,  da  besonders 
die  rntersuchungen  des  Schwerspaths  infolge  seiner  stai^k  variirenden 
äusseren  Form  uns  mannichfache  neue  Thatsachen  liefern  werden. 

*  Ich  vermeide  es .  schon  jetzt  bestimmte  Gesetze  über  die  durch  Aeuderung 
der  Form  erzeugten  Modiiicationen  der  elektrischen  Vertheilungen  aufzustellen. 
Während  bei  den  sichsischen  Topasen  es  imr  i^elingt,  durch  Verletzung  der  Enden 
der  Hauptaxe  und  der  brachydiagonalen  Seitenkanten  die  daselbst  vorhandene  positive 
Klektricitiit  in  negati\e  umzuwandeln,  scheinen  die  kleinasiatischen  und  in  ge- 
wisser Weis(»  auch  die  brasilianischen  Krystalle  uvil  negativen  Knden  der  Hauptaxe 
darauf  liinzu\veis(Mi .  dass  es  bei  soIcIkmi  Kr\stallen  auch  inr^glich  ist,  durch  ein  Zer- 
sprenjicn  dorseibiMi  senkrecht  j<ei<cn  die  llaupta\e  auf  den  Durchgängen  positive  Elek- 
tricität her\orzurulcii.  Ich  bin  jetzt,  nach  Vollendung  der  Untersuchung  sehr  zahl- 
reicher Krystalle  des  Schwcrspathes  \on  verschiedenen  Fundorten  und  Gestalton  damit 
hcschältigt ,  den  KiiilUiss  künstlicher  Fornneränderungen  auf  die  elektrische  Ver- 
Iheihmg  an  diesem  letzteren  Minerah»  nachzuweisen  .  und  liolfe  bei  den  sehr  grossen 
Ner.schiedenheiten  in  der  elektri'^clieii  normalen  Vertheilung  auf  diesen  Krystallen 
weitere  i;eeii:nete  l'nterlai,'en  zur  Aufstellung  botimmter  Gesetze  über  den  Hiiifluss 
äußerer  Formveräriderun.uen  zu  «(»wiiinen. 
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§  1  •  Allgemeine  Theorie. 

1. 

In  (lieser  Untorsiicluing  wordc!  ich  von  den  Gleichimgen  und  Aus- 
drücken ausgehen,  die  icli  in  der,  »Thi^orie  der  Sonnenfinsternisse  und 
vorwandten  Erscheinungen«  benunnten,  Abhandlung*)  entwickelt  habe, 
und  dabei  nur  die  Modificationen  einfuhren ,  die  die  Anwendung  der 
dort  für  die  Sonnenfinsternisse  ausdrücklich  eingerichteten  Gleichungen 
auf  die  Venusvorübergange  verlangt.  Diese  Modificationen  sind  indessen 
j^oringfügig,  und  reduciren  sich  fast  nur  auf  die  Einführung  einer  ande- 
ren Einheit  für  die  Entfernungen  der  Erde ,  Venus  und  Sonne  von  ein- 
ander, so  wie  für  den  Halbmesser  der  Erde,  und  in  einer  Aenderung 
des  Zeichens  im  Ausdruck  für  den  Erzeugungswinkel  des  Schal tenke^els, 
nebst  den  davon  abhängigen  Functionen. 

Für  die  Berechnung  der  Sonnenparallaxe  aus  den  Beobachtungen 
hatx^  ich  einen  strengen  Ausdruck  erhalten ,  welcluM*  in  einer  einfachen 
quadratischen  Gleichung  besteht,  die  allgemein  gültig  ist.  Er  gilt  sowohl 
für  beobachtete  Ein-  und  Austritte,  als  für  gemessene  Ränder-  oder 
Mittelpunktsentfemungen. 

Die  Differentialgleichung,  durch  deren  Hülfe  man  die  für  die  Be- 
stimmung der  Sonnenparallaxe  günstigen  Beobachtungs()rter  von  den 
ungünstigen  unterscheiden  nuiss,  lässt  sich  auf  eine  sehr  einfache  Form 
bringen,  und  es  folgt  daraus  ein  sehr  einfaches  Kriterien  für  diese  Gün- 
stigkeit; ein  Kriterion,  welches  der  Beobachter  stets  vor  Augen  hat. 
Die  allergünstigsten  Beobachtungen  sind  diejenigen,  während  welcher 
die  Mittelpunkte  der  Venus  und  der  Sonne  sich  in  einem  und  demselben 

*)  Abhandlungen  der  König!.  Sachs.  Gesellschaft  der  Wisscnsciiaften.  Band  IV. 
Leipzig  bei  S.  Hirzcl.    1858. 
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Verticalkreise  l)efimlon,  also  clor  Positionswinkcl  der  Venus  In  Bezug  SM  uf 
den  Sonnenraitielpunkl,  und  den  durch  diesen  gelegt^^n  Verticaikr^^is 
entweder  0  oder  180'*  ist.  Im  Gegentheil,  Beobachtungen,  in  welchen 
dieser  Positionswinkel  90*'  oder  270"  ist,  sind  zur  Bestinmiung  der  Son- 
nenparallaxe absolut  untauglich.  Werthe  des  PositionswinkeLs  zwischc?n 
diesen  und  jenen  Grenzwerthen  können  unter  Unistünden  auch  günsti- 
gen Beobachtungsörlern  angehören,  aber  immer  bei  kleineren  Sonm^Mi- 
höhen. 

2. 

In  der  Ttu^orie  der  Sonnenfinsternisse  war  es  am  dienlichsten,  d  ^:^n 
Aequalorealhalbm(»ss(*r  der  Erde  als  Einheit  der  Entfernungen  anzune^  li- 
men,  wogegen  dieser  sich  in  der  Theorie  der  Venusvorüliergünge  8ch  ^r>n 
deshalb  nicht  zur  Einheit  eignet,  weil  er  die  Unbekannte  der  AufgaL^e, 
die  gelöst  werden  soll,  ist.  Die  Annahme  der  mittleren  Entfernung  (Mc^r 
Sonne  von  der  Eide  als  linearische  Einheit  ist  auch  nicht  passend,  w^i' 
dadurch  die  numerischen  Werthe  mehrerer  Grössen,  aufweiche  es  s(3hr 
ankommt,  sehr  klein  werden,  und  dadurch  Unbe(|uemhchkeiten  in  ihr*<<?'' 
Behandlung  verursachen.  Es  sollen  daher  hier  die  in  der  letzt  genamH' 
ten  Einheit  auszudrückenden  Entfernungen  mit  einem  Factor  mulliplio'/^ 
werden,  den  ich  m  mmnen,  und  so  wählen  werde,  dass  der  Halbmess^^ 
des  Schattenkegels  in  d(M*  durch  den  Mittelpunkt  der  Erde  zu  legendes 
Projectionsebene  nahe  gleich  Eins  wird  "),  und  somit  einen  für  die  Rech- 
nungen bequemen  Wcnth  bekommt. 

3. 

Hezeichnel  man  nun,  wie  in  der  angezogenen  Abhandlung  (Art.  4) 
die  in  'HuMlen  {\vv  millliMen  Entfernung  d(M*  Enh»  von  der  Sonne  aus- 
gedrückten llalbnj(\sser  der  Venus  und  der  Sonne  nut  ,v  und  ^',  und 
nennt  diui  Kadius  Veclor  dei-  Venus,  so  wie  die  Tafeln  ihn  geben,  r 
(a.  a.  0.  wui'de  diesiM*  (j'  genannt),  so  wie  den  Erzeugungswinkel  des 
Schaltenkeg(»ls  /',  so  wird  strenge 

sm  /  =  — =^ 
WO  (las  obere  Zeichen  fih"  iiussere  und  das  untere  für  innere  Berüh- 
rung(»n  gilt. 

')   P'ür  (Jon  Vorübergang  des  Jahres  1874  wird  passend  7??  =  640  aogenommen 
werden  können. 
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Werden  aber  mit  ./  und  J'  die  Winkel  bezeichnet,  unter  weichen 
man  in  der  mittleren  Entfernung  der  Erde  von  der  Sonne  die  Halbmes- 
ser der  Venus  und  der  Sonne  sieht,  so  sind 

«  =:  sin  /1^  8  =  sin  z/' 
und  man  bekommt 

I.          sin  ^f  +  sin^t 
sm/  = 

WO  wieder  r  der  tabularische  Werth  des  Radius  Vectors  der  Venus  ist. 


4. 

Wenden  wir  dasselbe  Coordinatensystem  an,  wie  in  der  angezoge- 
^^tk  Abhandlung.  Ziehen  wir  eine  grade  Linie  durch  die  Mittelpunkte 
der  Venus  und  der  Sonne,  und  eine  Parallele  dazu,  die  durch  den  Mit- 
telpunkt der  Erde  geht,  und  die  Achse  der  Z  ist.  Legen  wir  senkrecht 
darauf  eine  Ebene,  die  auch  durch  den  Mittelpunkt  der  Erde  geht,  und 
^^  AYelcher  die  beiden  andern,  rechtwinkligen  Coordinaten  P  und  Q  lie- 
gen, von  welchen  P,  in  der  Durchschnittslinie  dieser  Ebene  mit  der 
Ecliptik  liegend,  in  positiver  Richtung  sich  nach  Osten  und  Q  nach  Nor- 
den erstreckt.  Sei  ferner  li  der  Halbmesser  des  Kreises,  den  der  Schat- 
tenkegel  in  der  Ebene  der  P  und  Q  ausschneidet,  so  ist  strenge,  wenn 
^€in  die  Einheit  aller  linearischen  Grössen  mit  m  bezeichnet,  da  w  eine 
Liinie  ist, 

M  =  (Z  sin  f  +  ms)  sec  /* 

^ber  in  den  VenusdurchgUngen  ist  das  Maximum  von  f  nahe  22',  und 
deshalb  darf  man  hier  sec  /'  =  1  setzen ,  und  Z  ist  sehr  nahe  der  Ent- 
fernung der  Venus  von  der  Erde  gleich.    Nennt  man  diese  Entfernung 
**, ,  so  darf  man 

Z  =:  7nr 

setzen,  und  bekommt  somit,  da  auch  sehr  nahe  r^  =  r' — r  ist,  wenn  r 
den  tabularischen  Radius  Vector  der  Sonne  bezeichnet, 

n  =  m  —  sin  . /'  -h  m  ~  sin  ^ 

r  —         r 

Man  kann  auch  f  durch  u'  ausdrücken ,  und  erhält  durch  die  vorstehen- 
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5. 

In  den  strengen  Ausdrücken  der  Coordinaten  I\  Q^  Z  des  Arl.  2 
der  Abhandlung  luuss  hier  statt  der  Entfernung  des  Mondes  von  der 
Erde  (dort  r  genannt)  die  Entfernung  der  Venus  von  der  Erde  ge^jetzt 
werden.  Es  werden  daher 

P  =  mr^  cos  h  sin  (/  —  A') 

Q  =:  mr^  jsin  b  cos  /S' —  cos  h  sin  (/  cos  (/  —  X)\ 

Z  =  mr   {sin  /;  sin  (/  -h  cos  h  cos  /?*  cos  (/  —  A')( 

wo  /  und  b  die  geocentrisclie  Liinge  und  Breite  der  Venus,  und  )!  und  (1 
die  aphroditocentrische  LUnge  und  Breite  der  Sonne  sind.  Da  in  den 
Venusdurchgangen  immer  cos  (/  —  A')  =  1  gesetzt  weiden  darf,  so  dür- 
fen statt  der  vorstehenden  strengen  Werthe  von  Q  und  Z  die  folgenden 
angewandt  werden, 

Q  =  mr^  sin  [b  —  (i') 

Z  =  w  r  cos  [b  —  ^) 
oder  statt  der  letzteren 

Z  =  mr 

von  welcher  schon  im  vor.  Art.  Gebrauch  gemacht  worden  ist.  t)^*^ 
strenge  Ausdruck  von  P  ist  schon  so  cüinfach,  dass  gar  kciine  Abkiirza^*^ 
desselben  nöthig  ist. 

ü. 

In  der  Theorie  der  Sonneniinslernisse  wurde»  der  dort  einlrelonc^^ 
selenocentrische   Ort    der  Sonne»    auf   (l(»n    geoccMitrischen   liingoruhi 
(s.  Abh.  Arl.  19)  und  dieses  liess  sich  dort  auf  eim»  sein-  einfachem: 
genaue  Weise  deshalb  bewirken,  weil  das  VcMhliltniss  d(M*  Entternui 
der  Sonne  von  der  Erde  zu  der  des  Mondcvs  nahe  =  400 :  1  ist.  Da  al)r^ 
das  VerhUltniss   der  Entfernung  dei*  Sonne  von  der  Erde  zu  der  du- 
Venus  in  der  unteren  (ionjunction  nahe  =  t :  I,  so  würde  im  gegenwill 
tigen  Falle  eine  Uhnlicrhe  Hinführung  des  aphroditocentrischen  Orts  (l( 
Sonne  auf  den  geocenirischen  misslich  werden  und  die  Genauigkeit  Im 
einirttchtigen  k()nnen.    Es  verursacht  alxM'  im  gegenwärtigen  Falle  die 
Hinführung  gar  keine  Abkürzung  der  Rechnung,  dcmn  da  mit  AusnahiL   ^' 
einer  kleinen  Correction  wegen  der  Aberration  die»  aphroditocenlriscfi<* 
Lange  der  Sonne  der  um  180'^  vergW)ss(»rten,  oder  verminderten,  lielio- 
centrische  LUnge  der  Venus,  und  jene  Breit(»  dieser,  mit  umgekehrten 
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v,oiclien  gonoininon  gleich  ist,  so  hat  man  den  erforderhchen  Ort  der 
ine  fast  ohne  iMühe,  da  man  ohnehin  den  lieliocontrischen  Ort  der 
nus  zui'  Erlangung  des  geocentrischen  berechnen  muss. 

7. 

Es  sind  nun  vor  Allem  aus  den  Venustafeln  in  der  Nuhe  der  Con- 
ictionszeit  einige  heliocentrische  Llingen,  Breiten  und  Radien,  mit  A,  /?, 
5u  bezeichnen,  und  für  dieselben  Zeiten  aus  den  Sonnentafeln  die  Lan- 
n,  Breiten  und  Radien,  nebst  der  Schiefe  der  Ecliplik  und  die  Zeit- 
iichung  zu  l)erechnen.  Der  Sonnenradius  wurde  schon  oben  mit  r 
zeichnet,  die  SonnenlUnge  soll  f  und  die  Sonnenbreite  V  genannt 
?r(len.  Aus  diesen  Grössen  müssen  darauf  die  geocentrischen  Lungen, 
eiten  und  Entfernungen  der  Venus  von  der  Erde  berechnet  werden, 
ese  sollen  im  Folgenden,  wie  oben,  nu't  /,  ft,  r  bezeichnet  werden. 

Dil*  folgernden  Gleichungen  finde  icli  für  (Lese  Rechnung  bequem, 
r  cos  b  sin  (/  —  A)  =  r'  sin  (/' —  A) 
r  cos  h  cos  (/  —  A)  =  r'  cos  (/' —  A)  -h  r  cos  ß 
r  sin  h  =  r  sin  h'  -h  r  sin  ß 

er  da  sowohl  diese  Gleichungen ,  wie  jede  anderen ,  die  man  statt 
rselben  anwenden  könnte,  die  wahren  Oertei*  im  Räume  voraussetzen, 
ist  die  Aberration  auf  bekannte  Weise  zu  berücksichtigen  und  anzu- 
ngen.  Da  die  Erscheinung  des  Vorüberganges  der  Venus  vor  der 
ine  auf  den  scheinbaren  Oertern  der  Venus  und  der  Sonne  beruht, 
sind  von  nun  an  unter  /  und  h  die  scheinbaren  geocentrischen 
Igen  und  Breiten  der  Venus,  so  wie  unter  /'  die  scheinbaren  Län- 
L  der  Sonne  zu  versuchen. 

8. 

Da  die  anzuwendenden  a[>hro(litocenlrischen  Längen  und  Breiten 
*  Sonne  selbslverstUndlich  j(*nen,  ebcm  genannten  scheinbaren  Oertern 
isj)rechen  müssen,  so  wird  man  sie  jedeufalls  ohne  Weiteres  aus  den 
züglichen  slrengen  Gleichung(>n,  die  denen  Aoii.  vor.  Art.  (entsprechen, 
hallen  können ,  nemlich  wenn  sie  wieder  wie  oben  mit  A'  und  ß^  be- 
iclinet  werden,  durcli 

r  (*os  ß'  sin  (A' —  /;  =  r   sin  (/' —  /) 

r  cos  ß'  cos  (A' —  /)  =  r  cos  (/' —  /)  —  r  cos  /; 

r  sin  ß'  =  r   sin  6'  —  r    sin  6 
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Da  aber  die  Unterschiede,  die  die  Aberration  den  Werthen  A' — 1+  ISfc  ^^^ 
und  ß'+ß  hinzufügt,  klein  sind,  so  braucht  man  die  vorstehenden  Gl^n^i- 
chungen  nie  anzuwenden ,  sondern  kann  die  Wirkung  der  Aberrati^i>ii 
auf  A'  und  ß^  durch  DifTerentialforraeln  bertlcksichtigen.  Sei  die 

Aberration  in  Sonnenlänge dt 

»         in  geoc.  Venuslange  .  .  dl 
»         in  geoc.  Venusbreite  .  .  Öh 
so  genommen,  dass  sie  den  wahren  Oertern  hinzugefügt  die  scheinbar^ESi^ 
geben,  dann  ergeben  sich  durch  die  Differentiation  der  vorstchend^^^ 
Gleichungen,  und  mit  Berücksichtigung  der  Grössen,  die  in  derNafc.^<? 
der  Conjunction  theils  =  1  und  theils  =  0  gesetzt  werden  dUrfcn, 

X  =  180^'  -h  A  -h  <Jf  -h  ^  [dt—  dt) 

die  jede  wünschenswertho  Genauigkeit  gewähren. 

9. 

Die  ganze  Dauer  der  zunächst  bevorstxjhenden  Venusvorülyergän 
beträgt  beiläufig  4  bis  ß  Stunden,  und  in  diesem  kurzen  Zeitraum  si 
die  Bewegungen  der  Venus  und  der  Sonne  so  nahe  gleichförmig,  das- 
man  sie  als  vollständig  gleichförmig  betrachten  kann. ')   Man  reicht  d^^ 
her  mit  drei  Venus-  und  Sonnenörtern ,  die  lnt<»rvallen  von  zwei  odc^ 
drei  Stunden  entsprechen,  vollständig;  aus.   Nachdem  man  daher  die.^r^ 
Oerter  berechnet  hat,  rechne  man  für  jeden  d(»rs(»ll)(Mi  zuerst  die  C(H) 
dinaten 

P  =  mi\  cosb  sin  (/  —  A) 

Q  =  mr   sin  [h  —  //) 
Die  Entfernung  der  Venus  von  (l(»r  Erde  ändert  sich  in  der  Nähe  d 
unleren  Conjunction  so  weniü;,  dass  hicM*  r  als  eine  beständige  Grös^ 
betrachtet  werden   kann;    die  kleine  Veränderlichkeit  derselben  kan 
jedoch  in  dieser  Rechnung  ohne  VV(»iteres  berücksichtigt  werden.   Di 
drei  Werthe  der  vorstehenden  Coordinaten ,  die  man  auf  diese  Weise 
erhält,  sollen  mit 


*)    In   flom  Voriibcrj:anf?c  Hos  Jaliros   t87i   ist  die  Uiigloiohföriui^keit   in   einem 
Zeitraums  von  I  Stunden  in  den  Ilnndorttlieilen  dvv  IJoj^onsorunden  kaum  merklich. 
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bozcichnet  werden,  wobei  norli  zu  bemerken  ist,  dass  /^  und  (?,»  durch- 
aus nicht  der  Conjunctionszeit  zu  entsj)rechen  bniuchen,  sondern  dass 
es  gnügt,  wenn  sie  dieser  Zeit  nahe  liegen.  .Man  setze  hierauf,  je  nach- 
dem die  beiden  Intervalle  zwischen  den  drei  Oertern  zwei  oder  drei 
Stunden  betragen,  entweder 

nsiniV=i(P,~7>.,) 

ncosiV=  ^(Q,_Q^,) 

3der 

nsiniV=-KP,-P.O 

«cosiV=i(Öi  — Q-0 
LXid  rechne  hieraus  n  und  iV,  so  wie 

y  =  Qu  sin  N  —  h  cos  N 

^  =  15  T„  —  ^  (Oo  cos  N  +  Po  sin  N) 

v"0  To  die  wahre  Sonnenzeit  des  ersten,  beliebig  anzunehmenden,  Mc^ri- 
J «]  ns  ist,  für  welche  Po  und  Qo  gelten. 

Die  vorstechenden,  zu  berechnenden  Grössen  gehören  der  Ebene 
Gtr   P  und  Q  an,  und  haben  in  die>ser  die  folgende  Bedeutung. 

n  ist  die  stündliche  gemeinschaftliche   Bewegung  der  Sonne 

und  der  Venus; 
N  ist  der  Winkel,   den  diese»  Bewegung  mit  der  Prqjeclion  des 

durch  den  Punkt  (P/,  (/)  gehenden  Br(»itenkreises  madU; 
y  ist  der  kürzestem  Ai>stan(l  der  gemeinschatllichcm  Projection  der 
Mittelpunkte  der  Sonne  und  der  Venus  von  dem  Mitli^lpunkt  der 
Erde ; 
fi  ist  die  in  Graden  ausgedrückte»  w^ahre  Zeit  des  (MSten  Meridians, 

in  welcher  der  kürzeste?  Abstand  statt  findet. 
Mit  den  im  Vorstehenden  (»rklHrt(»n  Rechnungen  sind  alle  Rech- 
^UTigen  ausgeführt,  die  sich  auf  den  Mittelpunkt  der  Erde  beziehen,  und 
^"^"H^   man  sieht,  kommt  darin  die  Conjunctionszeit  der  Venus  und  der 
^nne  gar  nicht  vor,  sondern  ist  durch  den  kürzesten  Abstand  y,  und 
^V\eZeit/i,  wann  dieser  statt  iindet ,  ersetzt.  Man  braucht  daher  vor 
fejginn  der  Vornahme  dieser  Rejclmungen  die  (^.onjunctionszeit  nur  bei- 
läufig in  Erfahrung  gebrae^ht  zu  halxMi ,  um  die  drei  Zeiten,  für  welche 
man  die  Oerter  berechnen  nniss,  so  auswählen  zu  können,  dass  sie  den 
Zeitraum,  in  welchem  der  Vorübergang  vor  sich  geht,  bei Uhißg  umfassen. 
Auch  die  stündlichen  Bewegungen  in  Litnge  und  Breite,  oder  in 
ifrader  Aufsteigung  und  Abweichung  konmien  nicht  vor,  sondern  sind 


durch  die  Elnc^  B(»\vogung  w,  und  deren  Lage  zum  Nordpol  der  Ecliptil 
die  durcli  iV  ausgedrückt  wird,  ersetzt.  Auch  werden  in  der  Folge  wed^ 
die  Conjunclionszeil  noch  die  genannten  stündlichen  Bewegungen  ei»^ 
ti-eten. 

10. 

Wir  konmien  jetzl  zur  Berücksichtigung  der  Parallaxe.    Denk 

wir  uns  irgend  einen  Punkt  der  Erdoherlliiche ,  den  ich  den  Beot)a< 

tungsort  nennen  will,  und  beziehen  diesen  auf  Coordinaten ,  die  den 

0,  /  parallel  sind,  und  denselben  Anfangspunkt  haben.    Nennen 

diese  (Koordinaten  p,  (/,  c,  so  sind  ihre  strengen  Ausdrücke  (s.  A. 

Art.  3; 

p  =  fttff  cos  B  sin  (L  —  A) 

(j  =  m()  {sin  B  cos  /? —  cos'J?  sin  /?'  cos  (L  —  A')  j 

z  =  m()  {sin  B  sin  ßf+  cos  B  cos/?'  cos  (L  —  A)  | 

in  welchen  ^  die  Entfernung  des  Beobachtungsortes  vom  Mittelp 

der  Erd(%  und  L  und  B  die  Länge  und  Breite  des  geocentrischen  ZeniiJt 

desselben  sind.  Bezeichnet  man  hierauf  mit  P\  Q\  Z'  die  auf  denBeo/>- 

achtungsort    b(^zogen(»n   Coordinalen  des  Mittelpunkt«  der  Venus,  so 

werden 

P'=  P^p 

(S.  Abh.  Art.  3.) 

H. 

Aus  den  Ausdrücken  des  vor.  Art.  können  die  Längen  und  Breiten 
durch  die  graden  Aufsteigungen  und  Abweichungen  eliminirt  werden, 
ohne  dass  die  Ausdrücke  von  p^  (/,  z  ihre  Form  ändern,  wie  ich  im  Art. 
i  3  der  an^ezoicenen  Abhandhmiz  i^ezeii»;!  habe.  Seien  et  und  d'  die  urade 
Aufsteigung  und  Abweichung  des  Punktes  (A',  /?'),  A  und  (p'  die  grade 
AufstcMgung  und  Abweichung  dc^s  geocentrischen  Zeniths  des  Beobach- 
tungs()rt(»s,  und  h  d(M'  Winkel  am  Punkt  [k\  ß')  oder  («',  d'),  den  der 
durch  d(»ns(»ll)(Mi  gehende  Breitcuikreis  mit  dem  Abweichungskreise 
macht,  dann  w(M'den,  wie  aus  dem  a.  0.  hervorgeht, 

p  cosA  —  q  sin  //  =  m^  cos  (p  sin  [A  —  «') 

p  sin  //  +  7  cos  //  =  lUQ  {sin  tp  cos  d' —  cos  (p  sin  d'  cos  (A  —  «')  { 
:  =  m{)  }sin  (p   sin  ()^+  cos  (p  cosrf'  cos  [A  —  «')  { 


1*1 


It 


/ 
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uri<l  setzt  iiinn  hierauf 

P'  cos  //  —  Q'  sin  h  =  //  sin  6 
P'  sin  //  +  0  cosÄ  =  11  cos  0 
so  bekommt  man 

li  i;in  Ö  =  Pcoiih  —  0  sin  //  —  w<(;  cos  y'sjn  (A  —  a) 

n  cos 0  ^=  P sin h  +  Q  cos ä  —  w/p  jsin  y' cos d'  —  cos (f! sin d'  cos  A — a) \ 

n  =  m'  —  m^  }sin  y' sin  fi'  +  cos </)'  cos ()'  cos  (A  —  «' )  j  ti^  f 

Legt  man  durch  den  Bc^ohachlungsorl  eine  Ehene,  die  der  im  Art.  4 

ei'wühnten  El)ene  parallel  ist,  so  bezcMclnuM  n  dcMi  Halbmesser  des  Krei- 

5Jif!i?,  den  der  Schatten keü;el  in  dieser  Ebene  ausschnei(h»t.  Der  Winkel 

O  i^l  ein  PositionsAvinkel,  vvelcluT  den  Punkt  des  Scmnenrandcs  angiebt, 

h\    welchen  die  Venus  ein-  ()(h>r  austritt.    Der  Winkel  0  ist  Null,  \v(»nn 

<lor  Venusmittelpunkt  im  Aui;(»nblicke  des  Ein-  oder  Austritts  sich  in 

cicMu  durch  den  Punkt  («',  d' )  —  wofür  man  auch  hier  den  Sonnenmit- 

ti-*l|)unkt  annehmen  kann,  —  i!;eh(Mid(»n  Abweichunij;skreise,  und  zuii;leich 

iiOi-(llich  von  demselben  t)efin(let.   Er  weichst  xm  da  in  der  Richtung 

n«c:h  Osten.  Die  Berec^hnung  von  a  und  d'  aus  A'  und  ß'  ü;eschi(»ht  durch 

clio  Gleichungen 

sin  ^  sin  x  =  sin  /!/' 
sin  n  cos  X  =  COS/?'  sin  A' 
cosi;  =  cos/?' cos  A' 

COS  ()'  sin  u  =  sin  ij  (*os  [t  -h  x) 
cos  f) '  cos  n  =  cos  l^ 
sin  d'  =  sin  /y  sin  [t  -h  x) 

^^o  t  die  Schiefe  der  Ech[)tik  lu^zeichnet.    Für  h  kann  man  sich  inuner 
fliit  ausreichender  Genauigkeit  der  Formel 

Asinf  cosn' 
cos  ß* 

b<Hlienen ;  überhaupt  brauchen  r/,  d\  h  nicht  mit  der  grössti^n  Genauig- 
keit berechnet  zu  werden. 

12. 

Nennt  man  die  grade  Aufsteigung  der  Sonne  a^  so  findet  num  diese 
durch  die  Formel 

Ig  ff'  =  cos  f  tg  r —  sin  6'  sin  t 
und  setzt  man 

1  =  A-ii 
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dann  ist  /  die  in  Graden  ausgedrückte  wahre  Sonnenzeit  des  Beoba^^^^^ 
tungsorles.  Sei  ferner 

^ol  =  n  —  « 
dann  wird 

ii  —  a'  =  /  +  ^« 

Nennt  man  r  die  in  Graden  ausgedrückte  wahre  Zeit  unter  dem  ersV^  ^^ 
Meridian ,  die  gleichzeitig  mit  der  Zeit  /  des  Beobachtungsortes  st:9  ^i 
findet,  und  setzt 

dann  ist  A  die  in  Graden  ausgedrückte  östliche ,  geographische  I^i — ^^ 
des  Beobachtungsortes  in  Bezug  auf  den  ersten  Meridian.  Die  Coordir:^^. 
tijn  P  und  Q  nehmen  hiemit  die  folgende  Form  an 

0  =       y  sin  iV  +   ~  "^  n  cos  iV 
(S.  Abh.  Art.  2ü)  woraus  man 

P  cos  h  —  0  sin  A  =  —  y  cosiV'+  —j-^  w  sin  N' 

P  sin h  +Q  (H)s A=       y  sin N'+  ^—j^^  ^  cos iV' 
erhält,  nachdem 

gesetzt  worden  ist.    Dic^  Substitution  aller  dieser  Ausdrücke  in  die  Glei- 
chungen des  vor.  Art.  giebt  für  die  Ein-  und  Austritte  der  Venus 

u  ^  v'  —  wp  Jsin  (p'  sin  f)^+  (U)s  y'  cos  A'  cos  [t  +  A« )  j  Ig  f 

u  sinö  =  — y  vOi>N'+    ~,7^  ''  sinA^' 

—  in{)  cos^'  sin  (/+  ^a) 
n  cosö  =       y  siniV'+    -:~~  w  cosA^' 

'  15 

—  m{)  }sin (p  cos ()' —  cos qp'  sin r)'  cos  (^  +  A«) ! 

Die  Strahlenbr(»chimg  isl  in  (li(»s(Mi  Gleichungen  nicht  berücksichtigt,  da 
angenomm(»n  wird,  dass  die»  Beobachtungen  des  Venusdurchganges  nicht 
in  unmilt(»ll)arer  Nulu»  (l(\s  Horizonts  vorgenommen  werden.  Sollten  aber 
solche  B(»obachlimgen  v()rkonun(»n,  so  ist  (\s  ein  Leichtes,  nach  den  Ent- 
wickelung(»n  den*  oft  angezogenen  Abhandlung  die»  Wirkung  der  Strah- 
l(»nbr(»clHmg  dem  vorstehenden  Gleichungen  hinzuzufügen.  Man  bat  zu 
d(»m  End(»  nur  m  (I  +.r)  statt  ///  in  dies(»  Gleichungen  zu  setzen,  und  der 
niuneris(*h(»  Werth  von  x  kann  aus  den  Gleichuni^en  des  Art.  17  der 
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Al^li.  lKM*echnot  werden.    Man  wird  (lies(*n  wohl  immer  für  die  Venus- 
iliii-chgUnge  unmerklich  tinden. 

13. 

Es  soll  jetzt  aus  den  Gleichungen  des  vor.  Art.  der  strenge  Aus- 
^■*uck  für  die  Sonmmparallaxe  abgeleitet  weiden. 

Berücksichtigen  wir  zuerst  die  Abplattung  der  Erde,  und  nennen 
^u  dem  Ende  den  Aecjuatorealhalbmesser  derselben  po,  dic!  Abplattung  c, 
^ind  die  reducirte  Breite  des  Beobachtungsortes  ip^ ,  dann  ergeben  sich 

p  COS(p    ^  (Ja  CüSy^ 

()  sin  (p  =  (1  —  (•)  Qo  sin  ip^ 
und  bezeichnet  man  die  Polhöhe  des  Beobachtungsortc^s  mit  y,  dann 
erhält  man  aus  dieser  tp^  durch  die  folgende  Gleichung 

Die  Gleichungen  für  die  Ein-  und  Austritte  werden  hiemit 

u  =  u  —  m(>oi(l  —  (^)  ^\i\(p,  sind'-h  cosy^  coscJ'cos  (/  +  ^«')  {  tg/' 
ti  sin  0  =      —  y  cos  iV'  +  ^ ",  f^  w  sin  N' 

—  mQi)  cos (p^  sin  (/+  A«) 

u  cos  0  =  y  sin  iV'  + '  ",\"^  n  cos  iV' 

—  wpo }  (1  —  (*)  sin  q)^  cos ()' —  cos  cp^  sin  cJ'  cos  {t  +  A« )  | 
und  die  unbekannte,  zu  bestinunende  Grösse  ist  (^„.   Denn  da  dem  Vor- 
hergehenden zufolge  (>o  (Uirch  diese  Gleichungen  in  Theilen  der  mitt- 
leren Entfernung  der  Sonne  von  der  Erde  erhalten  wird,  so  ist 

^0  =  sin;r'o 
wenn  tt'o  die  Aequatoreal-Horizontal-Paiallaxe  dei'  Sonne  bezeichnet. 

11. 

Um  die  eben  erhaltenen  Gleichungen  ihrem  Zwecke  mehr  anzu- 
passen, führe  ich  (»rst  die  Grössen  (/  und  D  ein,  die  durch  die  folgenden 
Ausdrücke  erhalten  werden, 

(i  sin  D  =  sin  d' 

d  cos  ß  =  (I  —  c)  cos  d' 
und  setze  darauf 

cos(p^  sin(/+A«)  =  cos// sin /iC 

cosy^  cos  (/+A«)  =  cos/>  sin// —  sinfl  cos /f  cos A' 

sin  q>^  ==  sin  D  sinH  +  cos  D  cos  H  cos  K 
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in  welchen  sein*  nahe»  //  die  Höhe  des  Punktes  (« ,  d')  über  dem  Hc 
zont,  und  K  dcM*  paraUactische  Winkel  an  demselben  siml.    Führt  n 
diese  Substitutionen  in  die  Gleichuniji;en  des  vor.  Art.  ein,  und  liisst 
beiden   immer   unmerklichen  Glieder  weif,   w(»lche   mit    dem  Prod 
c^  tf^/*mulliplicirt  sind,  so  bekonmit  man 

u  =  u —  mpü  tg/*  sin  // 
u  sin  0  =  —  y  cos  N'+   "js"^  ^'  **^'"  ^ —  ^'C»    ^'^^^  "  ^'^  ^ 
u  cos  ö  =       y  sin  N'+^  "45"^  ^  cosiV' —  w^ot/  cos  //  cos  Ä' 

15. 
Setzt  man  um  mehr  zusammen  ziehen  zu  können 

S  sin  ^'  =  y 

S  cos^  =     -  ,    ■  ii 

so  liehen  die  beiden  letzten  üleichunij;en  di»s  vor.  Art.  in  dii»  lV)lü:en 

«l)er, 

u  sin  0  =  S  sin  [N' —  y)  —  W(>o    cos  //  sin  K 

u  cos  0  =  S  cos  [N' —  y)  —  mQi^l  (*os  //  cos  A' 

die  man  leicht  (hnch  die  Substitution 

/  sin  L  =       sin  A 
/  cos  L  =  (I  cos  A' 

aul*  die  fokendc»  noch  cinlachere  Form  hrinul. 

n  cos  7y  —  L    =  N  cos    W —  ^'  —  ///(j„/  cos  // 

,/  sin  7)— A.;   =  S  sin    U"—  V; 
wo 

W'=  N'—L 

isl.   Krlu^bt  man  (li(\sc  (ÜcMcimniciMi   ins  Quadrat   und   addirl  sie,  so 
ij;iel)t  sich 

m^^«'^/2  cos^/A  —  itHiJS  cos /A  cos  (»r— 20  +  N-  —  //'^  =  0 
welche  als  dii»  slreni^c  GhMchuni»;  zur  H(»slinnnuni;  der  Sonnenparall; 
aus   (»incMU  beohachlcMcMi   Em-  ocKm*  Ausirill   eines  VonusvorulK»rij:an 
vor  der  Sonni»  Ihv.cmcIiiu»!  weiden  kann.  *;    Zwai'  isl  diivse  Gleicliuui 
der  vorstehenden  Korni  nicht  vollstiindiL;:  (Milwickelt,  da 

u  =  u  —  m(jit  Ig/' sin  // 

*)    Diese  Gleicbunf^  ist   mit  clor  Gleichung  (iO)  des  Art.  ö')  der  oft  angezogc 
Abhandlung  identisch. 
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und  also  Function  der  Unbekannten  ist.  Aber  obgleich  die  vollständige 
fintwickelung  mit  Leichtigkeit  ausgeführt  werden  könnte,  und  die  qua- 
dratische Gleichung  nur  wenig  zusaininengesetzter  machen  würde,  so 
unterlasse  ich  doch  diese  Entwickelung.  Der  Grund  davon  ist  der,  dass 
das  Glied  mp„  ig  f  sin  II  immer  sehr  klein  ist  und  so  geringe  Wirkung 
auf  das  Resultat  äussert,  dass  man  es  mit  Zugrundelegung  des  gegen- 
wärtig angenommenen  Werthes  der  Sonnenparallaxe  berechnen  darf, 
und  demzufolge  u  als  eine  völlig  bekannte»  Grösse  betrachtet  weiden 
kann.  *) 

Die  Auflösung  der  obigen  ({uadratischen  Gleichung  giebt 


Scos{W-2:)+  Ytfi -  S^  sin 2( W'^  Z) 

P"  mlQosIT 

oder  wenn  man 

sinw'  =  -sin(Vr-^0 

i?  cos  [W^  Z)  ^  tt  cos  IV 

^^  mlcosH 

ioi^e  einfachen  Ausdrücke  leiden  indess  an  dem  Umstände,  dass  di(» 
l>c^iclen  Glieder,  aus  welchen  der  ZUhlei-  des  Ausdrucks  von  (>,>  bestecht, 
'^'■el  grösser  als  ihr  Unterschied  sind,  welcher  imnu^r  anzuw(»nden  ist. 
^^Vc^^nn  man  diesen  Umstand  vermeiden  will ,  so  muss  man  die  cjuadra- 
*ii5c_*lie  Gleichung  indire(!t  auflösen  und  zu  dem  Ende 

^"  2m/s  cos  H  cos  (IV- X) 

^^^t:5cen.  Bei  der  Berechnung  von  p,,  aus  diesem  Ausdruck  lUsst  man  in 
•-^^*f  ersten  Annäherung  das  zweite  Glied  des  Zilhlers  weg,  setzt  in  der 
^'^V'cMten  Annäherung  in  demselben  den  Werth  von  po,  dcM-  die  erste  An- 
'^Älierung  gegeben  hat,  u.s.  f.  Man  wird  ßnden,  dass  die  Annäherungen 
'^^•^^r  schnell  auf  das  richtige  Resultat  führen. 

16. 

Bei  der  Ableitung  der  im  voi'.  Art.  erhaltenen  Endgleichung  l*ür 
4\e  Bestimmung  der  Sonnenparallaxe  haben  wir  bis  jetzt  nur  Ein-  und 
^^siritte  der  Venus  vor  Augen  gehabt ,  aber  diese  Gleichung  ist  einer 


*]  Im  Verlaufe  dieses  Aufsatzes  wird  übrigens  gezeigt  werden,  dass  in  der  An- 
wraduog  in  dieser  Gleichung  am  Zweckmässigsten  für  Oq  ^'ii^  genälierter  Werl!)  sub- 
i&üiti,   and  darauf  u  als  Unbekannte  derselben  betrachtet   werden  kann.     Diese 
üehandlang  derselben  venneidct  gUnzlich  die  Elimination  von  u  durch  u  . 
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weil  ausi^edelmteren  Anwendung  tUhig.  Die  Beobachtungen  der  Eii 
und  Austritte  kann  man  detiniren  als  Beobachtungen  der  Zeitpunkte,  b^  i 
welchen  die  scheinbaren  Enti'eruungen  der  Mittelpunkte  der  Venus  ui^^^ 
der  Sonne  der  Summe  oder  dem  Unterschiede  ihrer  scheinbaren  Halk.^ 
messer  gleich  ist.  Diese  Beobac'htungen  sind  also  eigentlich  Distan 
beobachtungen,  in  welchen  die  zu  beobachtenden  Distanzen  nur  zw< 
sich  von  selbst  darbietende  und  beobachtungsföhige  Werthe  annchmeim  - 

Man  gelangt  hievon  leicht  zu  dem  Schlüsse,  dass  dieselbe  Encl^ 
gleichung  sich  auch  auf  jede  andere,  anderweitig  beobachtete  Distanz 
muss  anwenden  lassen  können,  wenn  zugleich  mit  derselben  der  Zeit- 
punkt, in  welchem  sie  statt  findet,  beobachtet  wird.  Um  die  Endglei- 
chung hiefUr  anzuwenden ,  ist  nichts  weiter  erforderlich ,  als  die  Zeil 
der  besondeis  beobachteten  Dist^mz  und  den  derselben  entsprechenden 
Werth  von  u  darin  zu  substituiren. 

Die  Vornahme  von  Dist<mzmessungen  während  des  VorUberganges 
der  Venus  vor  der  Sonnenscheibe  uuiss  als  ein  sehr  wichtiges  Hulfs- 
mittel  zur  möglichst  sicheren  Bestimiimng  der  Sonnenparallaxe  aus  die- 
ser Erscheinung  bezeichnet  werden ,  da  man  sie  wiederholen  und  da- 
durch den  Einlluss  der  unvermeidKchen  Beobachtungsfehler  wesentlich 
vermindern  kann.  Die  Beobachtungen  der  Ein-  und  Austritte  sind  im 
Gegenlheil  keiner  Wiederholung  l^ahig. 

Die  Vornahme  von  Distanzmessuugen  wUhrend  eines  Vorüber- 
ganges der  Venus  voi*  dov  Sonnenscheibc»  ist  daher  sehr  zu  empfehlen. 

17. 

Die  Lösung  der  Aufgabe:  aus  einer  gemessenen  scheinbaren 
Entfernung  der  Millolpunkte  odcM*  der  Runder  der  Sonne  und  der  Venus 
die  Sonnenparallaxe  zu  linden,  fuhrl  dahei*  in  erster  Instanz  auf  die» 
Aufgabe:  aus  der  g(»messenen  Entfernung  den  entsprechenden  Werth 
von  //  zu  linden,  und  die  soll  jetzt  voigeiu)nmieu  werden. 

In  Bezug  auf  Messungen  von  Entfernungen  der  Mittelpunkte  ist 
diese  Aufgabe  schon  im  Art.  lOi  der  oll  angezogenen  Abhandlung 
strenge  gelöst,  der  dort  gegebene  strenge  Ausdruck  ist,  w^enn  man  die 
hier  eingeführte  Einheit  der  linearischen  Grösse  anwendet, 


14:6  = 


mru 


^  Z  (Z-k-mr)  —  {'iZ-k-mr)  z-k-a'^-^i^ 

WO  b  die  gemessene  Entfernung  der  Mittelpunkte  bezeichnet.    W'ir  dür- 
fen aber  hier  unbedenklich  z^  und  u^  übergehen  und 


.^  ulKCII    ^  K>li>YUHlllERUA.>UK  V\V.        *  i  \ 


Z  =  iwr  ,     z  =  niQo  sin  // ,     r  +  r  =  r 
sc*t2en,  womit  die  vorstchondo  Gleichiinu:  durch  eine  loichlo  Unistelliing 

u  =  irr  —  y,+r')  po  sin//;  —  tgfc 

giebt.  Es  ist  -leicht  einzusehen,  dass  der  Ausdruck  für  u  für  beobachtete 
RänderentfeiTiungen,  dem  für  Rün(hM*berührungen  vermindert  um  den 
vorsiehenden  Ausdruck  gleich  sein   muss,   nachdem  in  dem  letzteren 
statt  h  die  beobachtete  RUnderenlfernung,  die  mit  b'  bezeichnet  werden 
soll,  substituirt  worden  ist.  Bezeichnet  man  daher  zur  Unterscheidung 
den  Werth  von  u  für  die  Ränderb(jrührungen  mit  (w.,  so  wird  für  ge- 
messene Ränderentfernungen 

±u  =  .Wj  — ^r  r  —  ;r +r)  posm//)  y  tg6 
Es  sind  hier  vier  Fälle  zu  unterscheiden. 

1 )  Wenn  die  Entfernung  der  nächsten  Venus-  und  Sonnenränder 
gemessen  worden  ist,  so  muss  der  Werth  von  [u]  für  innere 
Ränderberührungen,  nebst  dem  oberen  Zeichen  des  vorstehen- 
den Ausdrucks  angewandt  werden. 
2}    Ist  die  Entfernung  des  entgegengesetzten  Venusrandes  vom 
nächsten  Sonnenrande  gemessen,  so  nmss  der  W^erth  von  ;ti) 
für  äussere  Berührungen ,  und  wieder  das  obere  Zeichen  ange- 
wandt werden. 
3)  Ist  die  Entfernung  der  am  Weitesten  von  einander  abstehenden 
Venus-  und  Sonnenränder  gemessen,  so  ist  wieder  der  W^erth 
von  [u]  für  äussere  Ränderberührungen,  aber  das  untere  Zeichen 
des  vorstehenden  Ausdrucks  anzuwenden. 
4    Ist  die  Entfernung  des^gegenüber  stehenden  Venusrandes  von 
dem  entferntesten  Sonnc^nrande  gemessen,  so  ist  der  Werth  von 
M'  für  innere  Ränderberührungen  nebsl  dem  unteren  Zeichen 
anzuwenden. 

18. 

Wir  kommen  jetzt  an  eine  S(»hr  wichtige  Untersuchung,  die  darin 

bC'^leht,  die  Beobachtungsürter,  an  wehrhen  die  Sonnenparallaxe  mög- 

\\clist  sicher  bestimmt  werden  kann,  von  denjenigen  zu  unterscheiden, 

a^^  welchen  sie  nur  unsicher,  oder  gar  nicht  bestinunt  werden  kann. 

per  hlose  Anblick  der  Ausdrücke  des  Art.  15  für  po  zeigt  schon,  dass 

rlie  Sonnenparallaxe  nicht  durch  Beobachtungen  imZenith,  oder  nahe 

(imiselben  bestimmt  werden  kann,  weil  dort  c()s//=0,  oder  sehr  klein 

Ibhandl.  d.  K.  S.  OefellHvh.  d.  Wisxensch.     XIV.  33 
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wird.  Es  gehl  liieraus  scjion  thej-vor,  dass  jeclonfalls  die  günstijajon  Boo 
achtungsörter  so  ausgewählt  werden  müssen,  dass  (jie  Höhe  der  Son 
wUhrend  der  Krsclieinung  des  Venvisvorüberg^nges  eine  gewisse  Gnu» 
nicht  übersteigt. 

Aber  es  kommen  noch  andere  Umstünde  mit  in  Betracht,  von  vr 
chen  hier  schon ,  zufolge  des  zweiten  im  Art.  1 5  für  qo  erhaltenen  A 
drucks,  gesagt  werden  kann,  dass  während   der  Beobachtung  a^mc^ft 
cos(>V' — ^')  nicht  Null  oder  klein  sein  darf,  wenn  gleich  cosH  mcs^. 
hchst  gross  ist.   Diese  und  noch  andere  Umstände,  die  bei  der  Auswafjl 
der  Beobachtungsörter  in  Betracht  kommen,  lernt  man  am  Besten  duro/i 
dic!  Untersuchung  .des  DiHcrentials  der  üleichung  für  qq  kennen. 

19. 

Wir  könnten  zur  Erlangung  dieses  Differentials  von  der  quadi*«^- 
tischen  (ileichung  für  p«  ausgehen,  aber  einfacher  verPilhrt  man,  we^»^"i^ 
man  die  Gleichungen  des  Ait.  1 5  benutzt,  aus  welchen  die  quadratisch  Vne 
Gleichung  heiTorgegangen  ist.    Auch  braucht  man  diese  hier  nicht  ^^ 

ihrer  vollen  Strenge  anzuwenden,  sondern  kann  /=1  setzen,  vvodur  ^ 

L^=K  wird.  Diese  sind  demnach  die  folgenden 

w  cos  [O—K]  =  S  cos  [N'—  K—  2')  —  mp«  cos  // 
u  sin  [O—K)  =  S  sin  {N'—K—^') 
Dilferenliirt  man  diese,  indem  man  alles  ausser  iV'  und  m  veränderl         ^^ 
setzt,  so  bekonmit  man 

cos  {O—K)  du  —  n  sin  -O—K)  d  [O—K]  = 

cos  iV  —  A'— v^  dS  +  S  sin  ;iV—  K—  ^'^  d  (/i+-i': 

+  niQo  sin  lldll  —  m  cos  Hd{)» 
sin  0 — A';  du  -h  u  cos  0 — A';  d  0 — A')  = 
sin  [X—  K—2^   dS  —  S  sin  {iV  —  A'—  v^  d  (Ä'+^O 
Kliminirl  man  hieraus  d  Jl — A'\  und  benutzt  darauf  die  Gleichung 

0  =  -S  sin  {N'—  y—6  +  W(>o'cos  //  sin  [O—K) 
(jie  aus  (1(mi  vorstehenden  GleichungiMi  leicht  hervorgeht,  so  bekommt  man 

cos  //  cos  0 — A';  d^o  =  (jq  sin  //  cos  ;0 — Ä^  dll 

—  (>o  cos  7/  sin  Ö — A'i  dK 
+   y  cos  iV'—-i  —  0  dS 

m 

-H  i.  siiiiiV— V— fti(/2' 

du 

m 
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wobei  zu  bemerken  ist,  dass  man  ohne  Weiteres  d()o  in  Secunden  aus- 
geilrilckt  erhall,  wenn  die  Differentiale  rechter  Hand  alle  in  Secunden 
ausgedrückt  werden. 

20. 
Die  Gleichungen  des  Art.  1 4  für  //  und  K  lassen  sich  leicht  auf  die 
folgende  Form  bringen,  die  auch  später  Anwendung  fmden  wird, 
cos  H  sin  /f  =  cos  (p^  sin  (^+  A« ) 
cos  H  cos  A'  =  sin  (p^  cos  D  —  cos  tp^  sin  D  cos  ('+  A« ) 
sin //  =  sin cp^  sin D  +  cos (p^  cos D  cos  (/+  A«) 

d  uirch  deren  Differentiation  man  erhält, 

—  sin H  sin KdH  +  cos  H  cos KdK  =  cos (p^  cos  (/+  A«)  ^ 

—  sin  //  cos  KdH —  cos  //  sin  KdK  =  cos  (p^  sin  D  sin  {i+  A«)  <^^ 
*V  1.  js  den  Gleichungen 

S  sin  ^'  =  f 

S  cos  -S'  =  ^  (^— A— /u) 

zi  ^z^ht  man 

sin  2V/S  -h  S  cos  2«2'  =  0 

cos  2*(/S  —  S  sin  2V/ v  =  f^  rf  (/— A) 

ITäji  diese  Gleichungen  so  einzurichten,  dass  sie  die  Differentiale  der 
h'»^Ä  ken  Seite  in  Bogensecunden  ausgedrückt  geben,  während  das  Diffe- 
'"t=^  vitial  (/  U — X)  in  Zeit^ecunden  aus^reclrUckt  wird,  muss  die  rechte  Seite 
d. 


:i:**  r  zweiten  mit  dem  Factor 


R 

S40 


iTD  fi^  206265'  ist,  multiplicirt  werden.    Diese  beiden  Gleichungen 

^^rden  daher 

sin  1\IS  +  S  cos  vv/2^  =  0 


cos  ^tf S  —  S  sin  vrf2^'  = 


fiR 

»600 


(/  (t—X^ 


(Dich  giebt  der  zweite  Ausdruck  für  u  des  Art.  17  mit  Weglassung 
^s  immer  sehr  kleinen  mit  (^o  multiplicirten  Gliedes 


-I-  du  =  —  ^'     mdb' 

^nd  durch  Substitution  der  hier  erhalten(ui  Ausdrücke  geht  daher  die 
Viilferentialgleichung  des  vor.  Art.  in  die  folgende  übei*, 
('osi/*cos(ö— A')  (/(>ü  = 

—  Qo  cosy^  }sin  0  cos  (/+ A^<  -  +  "^i"  D  cosö  sin  (/+ A«   !  ^' 

cos  (N'—  ä'  d  ^i—t 


Rn 


8600  m 


db' 
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Üa  die  Function 

sin  (I  cos  (<+ A« )  +  s>"  ^  cos Ö  sin  (/+ A«) 
nie  grösser  wie  Eins  werden  kann,  und  nahe 

(,0  =  0.0000431 

ist,  so  kann  das  erste  Glied  rechter  Hand  der  vorstehenden  Gleichur"^ 
hier  immer  übergangen  werden,  und  man  kann  daher  setzen 

cos  //  cos  [e—K]  (Iq,  =  j^  cos  (iV  —  6)  d  (/— A) 

—     r 

Die  numerischen  Werthe  der  beiden  Glieder  rechter  Hand  dieser  Glei-^^ 
chung  sollen  weiter  unten  untersucht  werden,  während  die  Untei-suchung^ 
des  ('oeflicienlen  linker  Hand  sogleich  vorgenommen  werden  wird. 

21. 

Aus  dem  füi*  (/(^o  so  eben  erhaltenen  Ausdruck  ist  ersichtlich ,  dass 
dei*  numerische  VVerth,  den  die  Function 

cos  //  cos  (ö — K) 

annimmt,  sehr  grossen  Einlluss  auf  die  Sicherheit  der  Bestimmung  der 
Sonnenparallaxe  aus  einem  Venusvorü borgange  vor  der  Sonnenscbeibe 
ausübt,  da  er  als  Divisor  in  alle  GliedcM*  des  Ausdrucks  für  (/(>o  eintritt. 
Die  günstigsten  Fallt»  sind  also  relrris  parihuti  diejenigen,  in  welchen 
(lies(^  Function  niötj^lichsl  i^ross  wird. 

Der  MaxiniaIvvcM'th,   den   cos /A  cos  Ö  —  A'    überhaupt  annehmen 
kann,  ist  augenscheinlich  =r  +  j,  und  trilVt  nui'  ein,  wenn  zugleich 

cos//  ^   I,  und  cos  ö — A":  ^  +  I 

sind.  Dieser  Maximalvverth  kann  also  nur  eintreflen,  wenn  die  Erschei- 
nung, die  man  b(H)bacliten  will,  scm  sie  Ein-  oder  Austritt,  oder  sei  sie 
Distanzmessung,  im  Horizont  vor  sich  geht.  Aber  im  Horizont  und  in 
dei"  Niihe  desselb(Mi  lassen  sich  stalten  oder  nie  gute  Beobachtungen  an- 
s((»llen,  ja  man  kann  im  Allgemeinen  kaum  in  dieser  llegion  auf  die 
Sichtbarkeit  (l(\s  zu  beobachtenden  Geg(*ns(an(les  recluuMi,  NN(»nn  gleich 
diese  in  h()hei'en  Ih'ihengradcMi  in  (m wünschlem  Maasse  statt  lindet.  Man 
nniss  sich  daher  jtnlen  Falls  mit  eiiKMu  kl(Mnei(»n  Werthe  der  genannten 
Funclion  bi^gnügen,  und  (1(mi  günsligen  Umstand  IxMiulzen,  dass  tlie  Ab- 
nahuK»  des  MaxiniaKveilhes  in  dcMi  unteren  HöluMigradim  nur  geringe 
ist.    Ui»i  //=  iO"  z.  B.  ist  cos  //=  0.7üü,  und  der  MaximalNNcrth  unserer 
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Function  also  immer  noch  ein  Weniges  grösser  als  |  des  Maximums 
Maximorum. 

Wenn  cos  ff  cos  [ß — K)  <  +  1  ist,  so  entsprechen  jedem,  übrigens 
ungoänderten  Werthe  derselben  eine  Reihe  von  Punkten  auf  der  Erd- 
oberfläche,  die  sich  zu  einer  stetigen  Curve  vereinigen,  auf  welcher 
cos/7  sich  zwischen  den  Werthen  1  und  fe,  so  wie  cos  fö — K^  sich 
zwischen  den  Werthen  +  I  und  Hhfe  bewegt,  je  nachdem  der  Werth 
der  Function  =  +  fe  oder  =  —  k  ist. 

Zu  bemerken  ist  hieboi ,  dass  von  den  Werthen  +  k  und  —  k  ge- 
nieiniglich  immer  der  eine  auf  der  nördlichen  und  der  andere  auf  der 
sudlichen  Halbkugel  der  Erde  statt  findet,  und  dass  auf  den  entspre- 
chenden Curvenpunkten  die  unvermeidlichen  Beobachtungsfehler  im 
entgegengesetzten  Sinne  auf  die  Sonnenparallaxe  einwirken. 

/UM» 

Beschäftigen  wir  uns  zuerst  mit  der  Bedingung 

QO^iß—K)  =  ±\ 

?*o  bekommen  wir  sogleich 

e  =  ÜT,  oder  =  ISO^  +  üT 

aber  nennen  wir  Öo  den  Positionswinkel,  vorläufig  blos  des  Ein-  oder 
Austritts  der  Venus,  in  Bezug  auf  den  Verticalkreis,  in  welchem  sich  der 
im  Vorhergehenden  erklärte  Punkt  («',  d')  befindet,  für  welchen  hier 
^>hne  Nachtheil  der  Sonnenmittelpunkt  angenommen  werden  kann,  so 
folgt  aus  der  oben  erklärten  Bedeutung  von  6  und  K  leicht,  dass  immer 

0^  =  ä  —  K 

issi,  und  in  Folge  dessen  geht  die  eben  eingeführte  Bedingung  in 

cos  Öo  =  Hh  1 
tiber  und  giebt 

öo  =  0,  oder  =  180« 

Da  nun  überhaupt,  wie  schon  oben  erwähnt  wurde,  die  Bedingung 
t  cos  H  cos  Oo  =  k 

Al       wo  jb  constant  ist  Grundgleichung  einer  Anzahl  von  Curven  auf  der 

^fc     EFdoberfläche  ist,  und  unter  diesen  sich  diejenigen  auszeichnen,  denen 

W    ausserdem  die  Bedingung  cos  öo  =  +  1  zukommt ,  so  sollen  diese  letz- 

ipren  die  Haupthöhencurven  genannt  werden ,  und  wir  erhalten  daher 

gleich  den 
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Lehrsatz. 

»Auf  allen  Punkten  irgend  einer  Haupthöhencune  auf  der  Erc    f^ 
»oberflüche  liegen  wlihrend  der  Ein-  oder  Austritte  der  Venus  die  Mi.  i_ 
»telpunkte  der  Sonne  und  der  Venus  in  einem  und  demselben  Vertie^^l^ 
»kreise.« 

Da  nun  für  jeden  Werth  von  //  die  Bedingung  cos<?o  =  ±  '  J^=^ni 
iHaxinium  der  Function  cos//  cosö,,  entspricht,  so  folgt,  dass  atigesek^^f) 
von  dem  Werlhe  von  //,  die  günstigsten  Bt^obaehtungsörter  ftlr  die  L^^ 
Stimmung  der  Sonnen[)arallaxe  aus  Venusvorübergängen  vor  der  Sor^no 
diejenigen  sind,  auf  welchen  im  Augenblick  der  Beobachtung  die  Mitt.<o|.    ♦ 
punkte  der  Venus  und  der  Sonne  in  einem  und  demselben  Vertic«]- 
kreise  liefen.     Dieses  Kriterien   kann  der  Beobachter  ohne  Weitei^cs 
erblicken,  und  mit  den  Augen  verfolgen. 

Das  GegentlicMl  dieses  Salzes  lindert  auch  statt,  nemlich  die  Oei-l^r, 

auf  welchen  die  zu  beobachtcMule  ErscIuMnung  unter  einem  PositioKis- 

winkel  von  nahe  90"  oder  270'*  in  Bezug  auf  den  Verticalkwis  eintri  ill, 

sind  zur  Bestimmung  der  Sonnenparallaxe  untauglich,  und  dieselbe  \v   ird 

absolut  unmöglicli  wenn 

f)^,  =  m)\  oder  =27(V» 
ist. 

Kehren  wir  einen  Aug(^nblick  zur  Bedingung 

cos  //  cos  Oii  =  +  I 

zurück,  so  müssen  wir  nolhwendii?  //=  0  selz(»n,  wUhrend  die  Bedii  ^ 
i;ung   ^y„  =  0,  oder  =  180"   fortbesteht.     Ab(»r   das   Zusaimnentreff(  ^ 
(lipsrr  iMMden  Be(Ungung(»n  bedingt  die  Berührungspunkte  des  Schattei^ 
k(»g(»ls  i\ov  Venus  und  der  Sonne  mit  d(»m  Erdkörper  (S.  Abhandlun^^^     ^ 
Arl.  i.i,  (jl.    »U    'j,  und  j(»de  Uaupthöhencurve  hat  daher  in  einem  \kJ^ 
rülnuiigspunkt  des  genannten  Schattenk(»gels  mit  der  Erde  ihren  ArT  '^'" 
fangspunkl ,  von  welchem  si(i  ausg(»hl ,  od(M*  wenn  man  sich    so   auf- 
drücken will,  ihr  Ende  erreicht.     Es   folgt   fern(»r   hieraus,  dass  d^ 
Anzahl   der  Haupthöhencurven   der  der  genannten    Berührungspunkt^' 
gleich  kommt. 


')    Noinlich   tf:/9  =  d  \{*K\    alsc»    mit   l'ehorjiohunji   dor  AbplaUung,   ß  =  A", 
odrr    =    I80"  -H  A  ,  \\'\o  ulu'n. 
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Man  kann  vorzugsweise  drei  Schaltenkegel  von  einander  unter- 
scheiden, neralich  den  für  äussere  Berührungen,  den  für  den  Mittelpunkt 
der  Venus,  und  den  für  innere  Berührungen.    Da  nun  jeder  Schatten- 
kegel  die  Erde  vier  Mal  berühren  kann,  so  folgt  dass  zwölf  Haupthöhen- 
curven  aufgestellt  werden  können.    Da  jedoch  diese  drei  Schattenkegel, 
der  Kleinheit  des  Venushalbniessers  in  Vergleich  zum  Sonnenhalbmesser 
wegen,  nur  wenig  von  einander  verschieden  sind,  so  liegen  je  drei  der 
Haupthöhencurven  nicht  weit  von  einander  und  es  gnügt  daher  in  der 
Vorausberechnung  eines  Venusvorüberganges  nur  vier  Haupthöhencurven 
von  einander  zu  unterscheiden,  für  welche  am  Zweckmüssigsten  die  dem 
Vcnuismittelpunkt  angehörigen  gewählt  werden. 

24. 

Da  die  Haupthöhencurven  eine  so  wichtige  Bedeutung  haben,  so 
wird  es  angemessen  sein,  die  Ausdrücke,  nach  welchen  sie  zu  berechnen 
sind,  ausführlich  anzugeben.  Nehmen  wir  zu  dem  Ende  die  Gleichungen 
«les  Arl.  1»)  wieder  vor,  die  wir  jetzt,  wenn  wieder  /=  1  gesetzt  wird, 
Nvie  folgt  schreiben  können, 

u  cos  Öo  =  S  cos  ( VV —  ^")  —  mpo  cos7i 

u  sin  Öq  =  'S'  sin  ( VV —  ^') 
wo 

»st.      Die  Bedingung  cos ö«  =  +  1  giebt  hier  sin  ( VV —  y)  =  0 ,  und  da 
S  und  u  inuner  positiv  sein  müssen, 

S  =  n  +  m  (>o  cos  // 
ilurch  welche  man,  wenn  man  //  von  0  bis  90"  wachsen  lässl,  eine 
(lop|)elle  Reihe  von  Werthen  von  S  erhalt,  worauf  man  für  jeden  dieser, 
wieder  zwei  Werthe  von  2'  durch  die  Gleichung 

sin^-=  ^ 

erhalt.    Wenn  y  positiv  ist ,  so  liegen  die  zwei  jedem  \Verth(?  von  S  zu- 
kommenden Werthe  von  i'  im  ersten,   und  wenn  y  negativ  ist,   im 
z^veiten  Halbkreise.   Stellt  man  nun  die  Regel  auf,  dass  man  von  diesen 
Werthen  nur  denjenigen  in  B(*tracht  ziehe,  welcher  im  ersten,  oder  bez. 
im  vierten  Quadranten  liegt,  so  entspringen  die  folgenden  vier  Werthe 
von  VV  und  r,  die  die  vier.  dcMii  für  i/  zu  Grunde  gewiegten  Werthe  ent- 
«iprechenden,  Haupthöhencurven  geben, 


T  =s  u  ^ —  Ä  COS  ^  ,      r  =  ii o  cos  2, 

W=  180^»+  2\     W=  360«—  ^' 

T  =  jU  H —  S  cos  2r  ,      T  =  /t S  cos  -i' 

und  zwar  sind  die  beiden  ersten  dieser  Riit  Anwendung  der  Werth  ^ 
von  5  und  ^  zu  berechnen,  die  aus 

S  =  u  +  m  p„  cos  7/ 

und  die  beiden  letalen  mit  den  VVerthen,  die  aus 

S  =  u  —  mpo  cos// 
entsprungen  sind. 

Die  L^ingen  und  Breiten  der  (airvenpunkte  sind  hierauf  durch  die 

betreffenden  Gleichungen  des  Art.  14  zu  berechnen,  die  zu  dem  Ende 

wie  folgt  gestellt  werden  können.    Da  A'  =  iV'  —  W  ist,  so  rechne  man 

die  Hulfsl)ögen  P  und  Q  durch  die  folgenden  Gleichungen 

cos  P  sin(>  =  sin  H 

cos  P  cosO  =  cos  //  cos  ( N'  —  W) 

sin/*  =  cos//sin(iV'— W) 

wo  Q  in)mer  so  zu  bestinuuen  ist ,  dass  cosP  positiv  wird,  hierauf  erhält 

man 

cosy^  sin  (/  +  A  « ^  =  ^>inP 
cos  (p^  cos  (/  +  A  ^^  )  ^  cos  P  sin  {Q  —  D) 
sin  9  ^  =  cos  P  cos  (ö  —  D) 

A  =  i  —  T 

Die  Abplattung  ist  zwar  in  den  vorhergehenden  Ausdrücken  nicht 
vollslfindig  l)oriicksicliligl ,  alxM*  ihn^  grössic  Wirkung  ist  darin  ein- 
^(»srhlossen;  (\s  \\[\iv  (»in  Leicliles  sie  vollsttindig  aufzunehmen«  aber 
ich  halt(*  dieses  im  g(*genwfirtigen  Falle  für  ül)erfliissig. 

Ks  ist  noch  hierzu  zu  bemerken,  dass  von  den  vicM*  Haupthöhen- 
ciirxMi .  (lei(Mi  HcMechnung  jm  Vorstehenden  erklärt  worden  ist ,  zwei 
und  zw(M,  und  zwar  di(^  Ix^den  für  die  Kinlritte  und  die  beiden  für  die 
Ausiritte,  im  Punkte  //  =  {)()'•  sich  an  einander  anschliessen ,  und  zu 
Kiner  stetigcMi  Curve  vereinigen. 

I)i(>  Hesultal(»  der  vorstehcMuhMi  l'nt(»rsuclning(Mi ,  die  bisher  nur 
auf  Kin-  und  Ausiritte  ausg(Mlelinl  wordcMi  sind,  gewinn(Mi  bedoutenil 
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an  Ausdehnung,  wenn  man  orwUgt,  dass  die  beiden  Gleichungen  dos 
\rt.  22,  ausweichen  sie  abgeleitet  worden  sind,  nicht  ununigtlnglich 
erlangen,  dass  für  u  der  Wcrth  darin  substituirt  werde,  welcher  den 
Ränderberührungen  zi}k()nunt,  sondern  dass  man  darin  für  u  jeden  Werth 
substituiren  darf,  welcher  irgend  einer  möglichen  Phase  entspricht. 

Es  folgt  hieraus  unmittelbar,  dass  der  im  Art.  22  bewiesene  Lehr- 
satz, und  die  Folgerungen,  die  daraus  gezogen  wurden,  nicht  blos  auf 
Ein-  und  Austritte,  sondern  auf  jede  möghche  Phase  bezogen  werden 
können,  und  für  jede  mögliche  Phase  Geltung  haben. 

Unter  den  verschiedenen  möglichen  Phasen  ist  die  gr()ssl(»  Phase 
besonders  in  Betracht  zu  ziehen,  da  für  diese  einige  der  ang(»führlen 
Umstände  etwas  anders  sind,  und  daher  die  Rechnung  etwas  anders 
ausgefllhrt  werden  muss. 

In  Betreff  der  Cune  der  grössten  Phase  im  Horizont  ist  zu  be- 
merken, dass  sie  nur  zwei  Punkte  besitzt,  die  den  vier  Berührungs- 
punkten des  Schattenkegels  mit  der  Erde  analog  sind,  und  daher  in 
Bezug  auf  die  grösste  Phase  selbst  nur  zwei  Haupthöhencurven  vor- 
handen sind.  Die  Anfangs-  oder  Endpunkte  dieser  beiden  Haupthöhen- 
ciii-\en  entsprechen  auf  der  ('urve  der  grössten  Phase  im  Horizont, 
den  beiden  Punkten,  in  welchen  diese  Phase  sich  in  ihrem  Maximum 
und  in  ihrem  Mininmm  befindet. 

26. 

Da  im  gegenwärtigen  Falk*  der  Halbmesser  d(»s  S(*hattenkegels  u 
ein€3  Unbekannte  ist,  wUhrend  sie  in  allen  anderen  Füllen  bekannt  ist, 
so    muss  die  Bere(*hnung  der  beiden  hiezu  gehörigen  Haupt höhencunen 
eiv\'as  anders  ausgeführt  werden,  wie  im  Art.  2i  in  Bezug  auf  die  an- 
deren Haupthöhencurven  gezeigt  wurde. 

Nehmen  wir  die  Bedingungsgleichung  für  die  grösste  Phase  vor, 
dw  im  Art.  43  der  oft  angezogenen  Abhandlung  gefunden  wurde.  Nach 
einigen  Abkürzungen,  die  wir  uns  hier  erla(d)en  dürfen,  wird  diese 
Gleichung  die  folgende, 

— h  cosif  sinfl  sin  W  —  sin//  cosß  siniV '}  costi; 

+  I  cos//  sin/)  cos  W  —  sin//  cos/)  cosiV' }  sinxp  =  0 
1  welcher 
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und 

sind.    Hiemit:  bekonmit  man  aus  den  Gleichungen  des  Art.  H,  wen-. 
auch  f/  =  1  gesetzt  wird,  leicht 

__^  m  Q  0  cos/f  sin  H^  —  y 
sini/> 

Da  ^0  =  ö  —  /i  ist,  so  folgt  aus  der  obigen  Gleichung  für  kp  femei^ 
dass 

und  da  dem  Vorhergehenden  zufolge  auf  jeder  Haupthöhencurve 

0^  =  0,  oder  =  180^ 
ist,  so  >vird  hier 

W  =  —  \p^  oder  =  180«  —  %f) 

Subslituirt  man  diese  Werthe  von  TV  sowohl  in  die  Bedingungsgleichung  ^ 
für  die  grösste  Phase,  wie  in  den  Ausdruck  für  m,  so  wird  in  beiden 
Fallen 

mm 

—  sin  H  cos  D  sin  N' 


tirt/;  =   ^ 

t5  T  fi\  II  //  ^.QS  D  cos  N ' 

aber  für  W  =  —  xp 

^__  m  () 0  <'«^*  //  sin  1/'  +  ;' 

"~  sin  1/' 

und  für  W  =  180"  —  i}> 

m  Oi)  cos  //  sin  i/'  —  y 

"~  sin  1// 

l)i(\<;(»  (ileichung  \\\v  r/;  Uisst  den  Hall)kr(Ms,  in  w(H('hrni  j/^  zu  nehiiien  ist. 
uiiluvstinnul,  aber  die  hinzu  kommende  Bedingung  dass  u  immer  positiv 
werdcMi  nuiss,  l)estimmt  w  vollständig.  Hat  man  liiemit  if)  und  u  b(MV(*lmot, 
so  bekommt  man  nicht  nur  Wodurch  die  obigen  Ausdrücke,  sondern  auch 
in  bcMden  Fcillen  ^'  =  —  i/;,  und  hiemit 

r  =  fc  —  ijy  cotgv^ 

Aus  //,  VV,  r  l)(»kom*mt  man  A  und  (p  durch  die  betreuenden  Aus- 
drücke* des  Art.  Üi.  Di(*  [)eiden  hier  belracht(»len  llaupthohencurven 
s('hh(\ss(ui  sich  aucii  im  Punkt,  welcher  7/=  90'^  angehört,  an  einander 
und  vereinigen  sich  zu  Einer  Curve. 

Als  Schlussbetrachlung  kann  hier  noch  angeführt  werden,  dass  die 
Haupth()hen(urv(*n  für  die»  Eintritte,  die  grösste  Phase,  und  di(*  Austritte 
auf  der  ErdobcM'lhiche  oft  weit  aus  ehiander  liegen,    und  dass  daher 
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gonieiniglich  die  günstigsten  Beol)achtungsörter  für  diese  drei  Erschei- 
aungen  auch  oft  weit  aus  einander  liegen. 

!ni  Vorhergehenden  haben  wir  die  Function  cos/f  cosÖ„  nur  in 

dem  Falle  l)etrachlet,  in.  welchem  cos ö„  =:  ±  I  ist,  also  wo  sie  hei 

f^egebener  Sonnenhöhe  ein  (positives  oder  negatives)  Mavimum  ist,  aber 

man  erkennt  ohne  Weiteres,  dass  sie  auch  bei  anderen  Werthen  von 

c*05?Öo  denselben  Werth  annehmen  kann,  obgleich  dieser  Fall  nur  auf 

Kosten  der  Sonnenhöhe  eintreten  kann ,  die  immer  kleiner  sein  wird, 

alss  in  jenem  Falle.    Aber  man  ist  nicht  immer  im  Stande  die  Beol)- 

arrlitungsörter  so  auswählen  zu  können,  dass  auf  denselben  cos  Ö„  =  +  1 

\%'irü,  und  daher  ist  die  Ermittelung  der  üerter,  aufweichen  cos  7/ cos  Ö„ 

überhaupt  einem  gegebenen  Werthe  gUnch  ist,  von  besonderer  Wichtig- 

koit.    Wir  kommen  hiedurch  auf  (»ine  besondere  Gattung  von  ('urven, 

cli€^  ich,  weil  jede  derselben  in  allen  ihren  Punkton  gleichsam  dieselbe 

'M»cht  auf  die  Bestimmung  der  Sounenparallaxe  ausübt,  die  isosthe- 

ft laschen  Curven  nennen  will. 

Es  dienen  zur  Ermittelung  der  isoslhenischen  Curven  wieder  die 

&  '  e?ichungen,  die  im  zunächst  Vorhergehenden  angewandt  worden  sind, 

Ji^aber  für  den  gegenwärtigen  Zweck  auf  eine  etwas  andere  Form 

H^"^  ftracht  werden  müssen.    Man  findet  leicht,  dass  die  im  Art.  2i  an- 

S^z^  Jiihrten  Gleichungen  mit  den  folgenden  identisch  sind, 

u  :=  S  COS/.  —  m^Q  cos//  cos  Öo 
0  =  S  sin/. -f-  m^Q  cos//  sinö« 

x=  w-  :>:-  öo 

&^-'^^selzt  worden  ist.     Jede  isosthenische  (aine  schneidet  die  betreffende 
W  5Ä  upthöhencurve  in  Einem  Punkt,  und  nennt  man  die  Sonnenhöhe  in 
Ai  eisern  Durchschnittspunkt  //^,   so   können  wir   die   charakteristische 
V^igenschaft  der  isosthenischen  Curven  wie  folgt  aufstellen, 

cos// cos  öo  =  +  cos//^ 
NVo//  constant,  und  dem  Maximum  der  Höhen  //gleich  int.    Es  ist  mit 
anderen  Worten  H ^  die  Sonnenhöhe,  in  dem  Durchschnittspunkt  der 
Isosthenischen,    und   der   llaupthöhencurven.     Aus   der   vorstehenden 
Gleichung  ergiebt  sich  zuerst 

cos/f  sinöo  =  +  y^cos-^fi  —  cos^// 


48S 

oder,  wenn  man 

selzt, 

cosff  sjafl,  aw  ±  c<»i7  tgij 

Die  obigen  Gleicbungen  geben  hiemit 

5  sin  jr  ■■  ±-  M^  coB A,  Ig^ 
.      Sco6x  »  tt  ±  »^cosfl, 
womit  jr  ond  S  ^Bgei}eD  sind.    Die  Gleii^i^m 

in  welchen,  gleichwie  im  Art  1 S  und  i^ter,  die  in  Grad»i  ansgedrtKAle^ 
Zeit  des  ersten  Meridians  mit  t  bezeidmet  ist,  gdien  hiOTauf  wieder. 

aus  welchen  man  S  und  t  erhftlt.  Ba  wieder  jedml  Werthe  nm  ton  J^ 
zwei  B<%eii  angehören,  so  bekommt  man  anch  fbr  jeden  Werth  \oaS 
Twei  Werthe  von  t,  die  verschiedenen  tsoiithenischen  Gurren  aageh&reD. 
EndUch  geben  die  vortiergehendcn  Gleichungen 

Ige«  =*  +  tgij 

und  es  gehören  daher  vier  verschiedene  Werthe  von  ög  zu  jedem  Werthe 
von  rj ,  nemlich 

Öo  =  1 80«  —  t/ 

00  s  1 80  +  V 

flo  Ä  360  + »? 
[si  nun  somit  auch  $o  berechnet,  so  bekommt  man  filV  jeden  Werth  die- 
ses Bogens 

also  wegen  der  zweifachen  Werthe  von  i'  ftlr  jeden  Werlh  von  S  acht 
Werthe  von  W.  Nachdem  somit  //,  W,  r  gegeben  sind,  erhält  man  wie- 
der durch  die  Gleichungen  des  Art.  24  die  Langen  il  und  die  Breiten  q> 
der  Curvenpunkte. 


Untersuchen  wir  die  numerischen  Werthe  von  %■    Ba  auf  jeder 
isuslheniächen  Curve  H  nur  die  Werthe  von  0  bis  ff,  annehmen  kann. 
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so  folgt  aus  (lor  Gleichimi!;  des  vor.  Art.,  durch  welche  rj  bestimmt  wird, 
(lass  dieser  Bogen  sich  auch  nur  von  0  bis  7/  bewegen  kann,  und  hier- 
aus folgt,  dass  das  Maximum  von  x  durch  die  Gleichung 

sin  ;f  =  +  ^^  sin  // 
gegeben  ist.  Aber  in  den  VenusvorübergUngen  ist  nahe 

niQo  =  0.0277 
und  wenigstens  für  die  Ein-  und  Austritte  immer  nahe 

S=  1 

*)    substituirt  man  diese  Werthe,  und  setzt  zugleich  jtf=  90",  so  wird 

d»:s  iMaximum  von  x 

X=  ±  1*^35' 

Öicser  Werth  von  x  ist  zugleich  das  Maxinmm  Maximorum,  welches  für 
koincn  anderen  Werth  von  fl  erreicht  werden  kann.  Dieser  grösst  mög- 
Hclie  Werth  von  x  'sl  «il>Gr  so  klein,  dass  cos;^  sich  nur  sehr  wenig  von 
d€3iii  Werthe  =  1  entfernen  kann,  und  wenn  man  daher  bei  der  Berech- 
nung der  isosthenischen  Curven  x  =  0,  folghch  cosx=1,  und 

iS  =  fi  +  iwpo  cos  fiT 

^  t:-2t,  so  wird  man  sehr  wenig  fehlen.    Hiemit  werden  aber  in  der  gan- 
^^  WIM  Ausdehnung  einer  jeden  isosthenischen  Cui've  nicht  nur  S,  sondern 
^Ä^iih  ^'  und  T  unveränderliche  Grössen,  und  aus  dieser  Eigenschaft 
^^  ^  springt  der 

Lehrsatz. 

»Jede  isosthenische  Curve  ist  ein  Kreisbogen,  dessen  auf  der  Ku- 
»g^^:Ä  loberflUche   gemessener  Halbmesser  ='/    oder  180"  —  fl   ist,  je 
i»n^:^chdeni  man  diesen  Halbmesser  von  dem  einen  oder  dem  anderen 
w^^L>le  dieses  Kreises  misst.« 


29. 

Um  den  eben  aufgestellten  Lehrsatz  zu  beweisen ,  ist  nichts  weitei* 
V^  Ihun  als  nachzuweisen ,  dass  sich  auf  dei*  KugeloberflUche  ein  Punkt 
a^el)en  lUsst,  dessen  Entfernung  von  allen  Punkten  irgend  einer  isosthe- 
nischen Cune  dieselbe ,  sowie  dass  diese  Entfernung  =  7/  odei*  bez. 


*)  Dieser  numerische  Wertli  >ün  m()^^  ist  freilich  ein  specieller,  aus  dem  Vor- 
tji>er);arige  des  Jahres  {Hli  eiitiionuueiier ,  er  kann  in  anderen  Durchgängen  wohl 
gtwds  anders  werden,  aber  sich  nie  viel  davon  entfernen. 


4M  f.A.MmaM. 


|BO<^<w|r,  ist  Seiea  #  und  A  die  Breite  und  iMngdi  irg/BBA4 
Pwkts  auf  4er  Kugel,  «ad  wie  «vorher  9»  «od  2  dasieihe  filrii^geMli 
Punkt  irgend  eiaar  iporthamelM»!. Curm;  nennt  man  aufiaerdeoi  ^ 
auf  der  Kugeloberflache  gen^aaene  Entfernung  dieser  beiden  Pu 

so  bekommt  man 

"*  "       '     .      .         .  •        ■ 

cos  C  »=  sin  4P  ainf^  <+•  cos  0  cos  9  cos  (^-^A) 

Seien  femer  T^  H$^  Ko  m  Bedebung  auf  den  eingefiihrten  Punkt 
selbe,  was  t,  H,  £  ftlr  irgend  einen  Punkt  der  isosthenischen  Cunre 
dann  werden 

.em0  m\T4-£iu)  «BCOsJ^sinX^ 

cos  0  WS  (T-h  AoO  ^^waD  sinJTo— sinAcosIToCosX^ 

.sin0  .  «B  sinJD  siniro«f-cosjD  cosJSt  cosKf 

vi^rwd  wie  frtlber  filr  jeden  tHmkt  der  isosthenisch^i  Gurre 
Gleichungen 

.     cQBif  mH^/^u)  wm  cos  JET  sin  £ 

tH)tS  g^  Qos  (<4- ^a*)  49  ihm;  1)  sin  JT~  sin  I)  cos  J7  cos  £ 
sin^  SB  sinD  sinJT-i-cosD  cos/fcmf 

statt  finden.  Erwagt  man  nun,  dass  zufolge  der  Unteranderiicbkei 
r  auf  jeder  einzelnen  isosthenischen  Cunre  die  Gleichung 

J—k  =  T—t 

statt  findet,  und  substituirt  die  vorstehenden  Gleichungen  in  di 
cos  f ,  so  ergiebt  sich 

cos  f  =  sin  jHo  sin  H  +  cos  flo  cos  H  cos  [Ko — K) 

Um  f  unveränderlich  zu  machen,  braucht  man  nur 

flo  =  0  ,     und     lifo  =  Oo+K 
zu  setzen,  denn  alsdann  geht  vermöge  der  Gleichung 

cos  H  cos  ö„  =  +  cos  fl 

der  vorstehende  Ausdruck  in 

cos  f  =  Hh  cos  II 
oder 

f  =  //^  ,     oder  =  180"—// 

über,  womit  der  Lehrsatz  bewiesen  ist.    Die  Pole  der  isostheni^ 

Kreisbögen,  wie  wir  sie  jetzt  nennen  können,  sind  durch  die  vorst( 

den  Werthe  von  Ho  und  Äo  gegeben,  deren  zweiter  wegen  der 

chungen 

W=  N-K:=n  x  +  ^'+d,    und    x^O 
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füi'   Äo  den  Ausilru(jk 

^U'bt.  Den  oiben  eingefutlirlen  Gleic^hungen  zufolge  \v<i*r(Jeu  <iaher  (P  und 
./  durch  die  folgenden  Gleicliungen  erhallen, 

cos  </>  sin  (T+  A« )  =         sin  [N'—  ^) 
cos  0  cos  (T+  A^')  =  —  ^os  [N'—  2')  sin  D 
sin  <^  :;=        cos  [N'—  2')  cos  D 

^=  T— r 

Die  Werthe  von  fp  und  y/,  die  hieraus  hei^vorgehen,  sind  die  Breite  und 
LUnge  des  einen  Pols  auf  der  Kugeloberfläche,  und  es  folgt  hieraus  von 
selbst,  dass  —  0  und  180^  +  ^/  die  Breite  und  Länge  des  anderen  Pols 
sind.  Da  diese  Werthe  sich  für  jeden  anderen  isosthenischen  Kreisbo- 
gen ändern,  so  sind  diese  Kreisbögen  nicht  concentrisch ,  nur  für  sehr 
kleine  Werthe  von  //  können  sie  annähernd  für  concentrisch  gehalten 
werden,  aber  schon  für  einiger  iMaassen  grosse  Werthe  von  jff  weichen 
sie  stark  von  der  Concentricität  ab. 

Im  Allgemeinen  gehören  die  isosthenischen  Kreisbögen  kleincM-en 
Kreisen  auf  der  Kugeloberfläche  an,  und  nur  für  i/^  =  90^^  gehen  sie  ja 
eiaen  Bogen  gr^ssten  Kreises  ül)er.  Diesei-  bestimmt  die  Oerjtej-  der  Erd- 
oberfläche, auf  welchen  der  Coefficient  des  Differentials  der  Sonnen- 
parallaxe Null  ist,  und  auf  weJcljen  also  die  Bestimmung  dieser  Paral- 
laxe absolut  unmöglich  ist.*) 

Der  vorstehenden  Ableitung  zufolge  sind  diese  isosthenischen  Kreis- 
l^^gen  nicht  die  vollkommen  stiengcMi  Werthe  der  isosthenischen  Curven, 
allein  sie  kommen  diesen  so  nahe,  dass  man  sie,  ohne  tlefahr  merklich 
2^  fehlen,  immer  anwenden  kann. 

30. 

Für  die  zur  grössten  Phase  gehcirigen  isosthenischen  Kreisbögen 
^*^vl  hier  keine  besonderen  Formeln  zu  entwickeln,  da  die  anzuwenden- 
^^*'n  Werthe  von  w  dieselben  sind,  die  in  der  Berechnung  der  betreflen- 
^^n  beiden  Hauplhöhencurven  sich  ergeben  haben.  Aber  die  hieher 
}5^1iörigen  isosthenischen  Kreisbögen  besitzen  die  Eigenschaft,  dass  sie 

*)  Für  die  Panillaxe  der  Distanz  hal  Lagraiigc  zuersl  in  lion  Memoiren  der  Ber- 
liner Academie  für  das  Jahr  1 7()6  das  Vorhandensein  von  isosthenischen  Kreisen 
aacbgewiesen. 
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auf  clor  Kugeloberfllicho  concontrisch  sind,  welche  Elgenscliaft,  wie  v%'\f 
eben  gesehen  haben,  den  den  anderen  Erscheinungen  zukoniiDen(&.^*v 
isosthenischen  Kreisbeigen  abgeht.  Dieser  Satz  soll  hier  bewiegs;^^ 
werden. 

Die  aus  dem  Art.  26  zu  entnehmenden  Ausdrücke  für  u  sind 

W    =    —    -^ : ; 

^  m^o  cos  H  sin  ip^y 

sin  ^ 

Da  nun,  wenn  y  positiv  ist,  \p  so  nahe  =  270*'  wird,  dass  die  Abv^''^^- 

chung  von  sin  t//  =  —  1  jedenfalls  übergangen  werden  kann,  und  wefMH 

y  negativ  ist,  xp  so  nahe  =90®  wird,  dass  alsdann  ohne  Bedente^ 

sin  1/;  =  -I-  1  gesetzt  werden  kann ,  so  gehen  die  beiden  obigen  Aus- 

drücke  in  den  folgenden  einzigen  über, 

u  =  (+y)  +  mQo  cosH 

wo  die  doppelten  Zeichen  vor  y  so  zu  wählen  sind ,  dass  (+  y)  immer 

positiv  wird.  Für  die  isosthenischen  Kreisbögen  ist  dem  Vorhergehenden 

zufolge, 

S  =  u  +  niQo  cos  // 

und  da  auf  diesen  H  immer  dieselben  Werthe  annimmt,  wie  H  auf  den 

Haupthöhencunen,  so  ergiebt  sich  für  jeden  der  hier  in  Rede  stehenden 

isosthenischen  Kreisbogen 

s=i±r)    • 

und  femer 

^  =  90%     oder  =  270« 

je  nachdem  y  positiv  oder  negativ  ist,  so  wie  in  jedem  Falle 

T   =  fi 

Hiemil  ist  die  ConcentricitHt  dieser  Kreisbögen  bewiesen ,  und  man  er- 
kennt zuij;lei('h,  dass  ihre  Mittelpunkte  mit  den  Anfangs|)unkten  der  bei- 
den betreffenden  llaupthöhencui'ven  zusammen  fallen. 

Die  vorsiehenden,  sich  auf  die  zur  grössten  Phase  gehörenden 
isosthenischen  Kreisbcigen  bezi(»henden,  Kegeln  erleiden  eine  .Vusnabnie, 
wenn  die  Venus  nahe»  c(»ntral  vor  der  Sonnenscheibe  vorüber  gebt.  In 
den  beiden  /uniichst  bevorsleluMuh^n  Vorübergiingen  isl  dieses  aber 
nicht  der  Fall. 

31. 

Um  einen  üeberblick  der  ganzen  Erscheinung  eines  Vennsvorüljer- 
ganges  zu  erhallen,  wird  (»s  (lienli(*h  sein,  sowohl  die  (irenzcurveu  wie 


Bestimmung  der  Sonnenparallaxe  durch  Yenusvorürergänge  etc.     487 


Haupthöhencurven  und  die  isosthenischen  Kreisbögen  auf  zwei 
nigloben  (eine  nördliche  und  eine  südliche)  aufzuzeichnen,  und  man 
ihlt  für  diese  am  Zweckmässigsten  die  stereographische  Polarprojection. 
^  Regeln  für  das  Aufzeichnen  von  Kreisen  auf  der  stereographischen 
)jection  sind  allgemein  bekannt,  und  nur  für  den  Fall,  dass  sie  diesem 
3r  jenem  nicht  sogleich  bei  der  Hand  sein  sollten ,  will  ich  sie  hier 
{eben. 

Den  Satz ,  dass  jeder  (grösster  oder  kleinerer)  Ki'eis  auf  der  Kugel 
'  der  stereographischen  Projection  auch  ein  Kreis  ist,  nehme  ich  als 
iannt  an,  und  werde  daher  nur  zeigen,  wie  man  den  Halbme^sser  des 
öises  und  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  desselben  auf  der  Pro- 
tion  findet. 


Sei  der  Kreis  OABCO  die  orthographische  Projection  einer  Kugel 
eine  Ebene,  die  durch  den  Mittelpunkt  derselben  geht,  und  DE  die 
hographische  Projection  eines  kleineren  Kreises  auf  dieser  Kugel.  Da 
^  eine  grade  Linie  sein  soll ,  so  folgt ,  dass  die  Ebene  des  kleineren 
•iises  senkrecht  auf  der  Projection  stehend  gedacht  wird ,  und  zieht 
0  daher  die  Grade  NN'  senkrecht  auf  DE  und  durch  den  Mittelpunkt 
Kugel  gehend ,  so  sind  die  Durchschnittspunkte  N  und  N'  mit  dem 
ise  der  Figur  die  Pole  des  Kreises  DE  auf  der  Kugeloberfläche. 

Sei  nun  0  der  Augenpunkt  der  stereographischen  Projection,  dann 
t  diese  letztere  in  der  auf  der  Linie  ACG  senkrecht  auf  der  ortho- 
phischen  Projection  zu  errichtenden  Ebene.  Zieht  man  die  Graden 
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OD  und  OEG^  dann  isl  die  Entfernung  der  Durchschnittspunkte  der*»5el- 
ben  mit  AC  von  einander,  oder  die  Grade  FG  der  Durchmesser  des 
Kreises  DE  in  der  stereograpljischen  Projection,  und  der  Halbirui 
punkt  M  der  Linie  FG  ist  der  Mittelpunkt  des  Kreises  in  der  Projecti 

Sei  7/  die  auf  der  Oberfläche  der  Kugel  gemessene  Entfernung  des 
Kreises  DE  von  dem  Pole  N  desselben ,  also  ND  =  NE  ==  Ä  ,  und  y, 
ebenfalls  auf  der  Kugeloberfläche,  der  Abstand  des  Poles  N  vom  Punkt 
Ä,  dessen  Projection  im  Mittelpunkt  der  stereographischen  Projection 
liegt,  dann  ist  NB^^ip.  Sei  endlich  r  der  Halbmesser  der  stereo^fa- 
phischen  Projection,  welcher  der  Linie  AP  oder  CP  gleich  ist. 
Aus  der  Figur  folgt  nun,  dass 

DB  =  11  — ip 
EB  =  U+tp 
sind,  und  folglich  werden  die  Winkel 

DOB  =  i{H  —  xp) 
EOB  =  i{H  +  xp) 
so  wie  die  Linien 

FP  =  r  lg  i  (ll-ip)  =  r  ?ÜL^.^ÜB.'(' 

^^\    *       Tj  COS  H, -h  COS  ij/ 

r\Tk  i     4  /  IM   m      \  sin  l/-*^  sin  Vj 

GP  =  r  ia  i  [U  +  w)  =  r     -=!   , 

Bezeichnet  man  ferner  den  Halbmesser  dei'  Projection  des  Kreises  BP^^^ 
oder  die  HalfUe  dei«  Linie  FG  mit  Ä,  dann  wird  2«=  FP+GP,  also  de-^'^^ 
vorstehenden  Gleichungen  zufolge 

R  =  r       —  "' 

cos  H,  +  cos  ?/' 

Bezeichnet  man  ferner  den  Abstand  des  Mittelpunkts  des  Kreises  ilc**^^^ 
Pr()j(»cli(m  vom  Mill(»l|»unkl  dieser,  das  ist  die  Linie  PM  mit  A%  so  wir^^  ^ 
2fe=  GP — FP,  und  die  (ileichungen  geben 


k  z=  r 


sin  ifj 


cos  //,  +  cos  1// 

Da  nun  die  Linie  MP  oder  A;  immer  in  der  Projection  des  grüsslen  Kre 
ses  der  Kug(»I  liegl ,  welehei*  durch  den  Augenpunkt  und  die  Pole  d 
zu  projicirenden  Kreises  g(»ht,  so  ist  durch  die  vorstehenden  Ausdrik 
für  /{  und  k  die  sUM(H)graphisch(*  Projection  des  Kreises  DE  vollsliüuk.    iß^ 
gegeben. 

I)i(i  im  vor.  Art.  (»nlwickellen  Ausdrücke  gelten  für  jede  stereogf^*- 
|)liiscli(»  Projeelion,  bezi(»luMi  wir  sie  jelzl  auf  die  sU»r(»()gra|)hisrhe  Polar- 
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Jection.  In  dieser  ist  der  Punkt  B  der  Figur  der  eine  Pol  der  Kugel, 
«en  Projection  den  Mittelpunkt  der  genannten  Polarprojection  bildet, 
5t  der  Halbmesser  des  Aequators  in  der  Projection ,  und  nennt  man 
geographische  Länge  des  Poles  des  zu  projicirenden  Kreises,  wie 
30,  y/,  so  liegt  die  Projection  des  Mittelpunkts  desselben  auch  unter 
•  Länge  j/.  Sei  femer  wie  oben  die  Polhöhe  des  Pols  N  des  zu  pro- 
renden  Kreises  0,  so  wird  i/;  =  90^ — 0,  und  man  bekommt 

cosH,-hsin<P 

^008  4> 


cos  B,  -4-  sin  4> 

Es  kann  sich  ereignen,  dass  man  den  gegebenen  Kreis  DE  der 
gel ,  oder  wenigstens  einen  Theil  desselben,  auf  die  entgegengesetzte 
reographische  Polarprojection  auftragen  muss.  In  diesem  Falle  ist 
hts  weiteres  zu  thun  wie  180^ — H  statt  H  in  die  Ausdrücke  für  R 
i  A  zu  setzen,  so  wie  k  unter  der  Länge  1 80o+-.</  statt  unter  A  selbst 
zutragen. 

33. 

Ausser  dem  Vorstehenden  ist  noch  die  Untersuchung  des  Einflus- 
,  den  die  Fehler  der  Venus-  und  Sonnentafeln  auf  die  Bestimmung 
'  Sonnenparallaxe  aus  einem  Venusvorübergange  ausüben,  von  beson- 
der Wichtigkeit,  und  diese  soll  dahör  hier  vorgenommen  werden, 
hmen  wir,  wie  gewiss  erlaubt  ist,  hiebei  an,  dass  die  Tafelfehler 
hrend  des  Vorüberganges  dieselben  bleiben,  so  sind  n  und  N  des 
t.  9  unveränderlich,  und  Po  und  Oo ,  oder  allgemein  P  und  Q  die  Ver- 
lerlichen.  Ihrer  Seits  sind  daher  auch  y  und  ^,  so  wie  S  und  i'  ver- 
ierlich.  Der  Ausdruck  für  (/(>o  des  Art.  19  giebt,  wenn  blos  die  mit 
und  il^'  nmltiplicirten  ülieder  berücksichtigt  werden 

cos//  cos  Öorf(>o  =  -  cos  [TS' —  ^' —  ö)  dS 

+  ^  sin  (iV  —  S-^  e)  SdS 

Die  Differentiation  der  Ausdrücke  für  P  und  Q  des  Art.  9  geben, 
l  siets  ausreichender  Genauigkeit 

dP  =  mr^  cos  6  {dl — dX) 
dQ  =  mr^  {db—dß) 

welchen  dk=dX  und  <//*'=  —d/S  gesetzt  werden  müssen.    Man  be- 
^niüil  ferner 

34* 
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d,^mlUQ  —  eMmP 
</.=»— ^  «08  iWO— "  sin ÄüP 
dS~Ba£dr  —  ^a»Xiii 

uoä  doFch  dift  GleichaBgen  dos  Art  7  bdEommt  maik  Air  die  Ca^im 

wo  dl'  den  tabularischca  Fehler  der  SonuenlflOige,  sowie  dX  and  df 
labulanschen  Fehler  der  hcliocentrischen  Lunge  and  Breite  dear  V 
bezeichnen.  Aus  diesen  Gleichungeo  ergictbt  ach 

cos//  cos6od();  =  T  sin  (A"— if— fl)  («Ü— (fT) 
+  r' cos  {N'~N—e)dß 
Die  Fdder  der  geocoitrischen  Langen  und  Breiten  der  Venus  koa 
abo,  wie  man  sieht,  hier  gar  nidit  in  Betracht;  Fehler  in  den  ttä 
rischen  Werthu^  der  R«dü  Vectores  haben  so  geringen  Einfluss, 
sie  keine  Beachtung  verdienen,  und  daher  ^nzlicfa  nbeigangen  wtf 
können. 

34. 

Es  ist  nun  vor  Allem  hier  zu  erwogen,  dass  die  labularischen  '. 
ler  der  Venusörter,  abgesehen  von  anderen  Ursachen,  die  sie  hi 
können,  Functionen  der  Sonnenparallaxc ,  also  Functionen  der  U: 
kannten  unserer  Aufgabe  sind,  denn  bei  der  Bearbeitung  der  Ve 
tafeln  hat  man  die  Anwendung  eines  gewissen  Wcrlhes  der  Son 
parallaxe  nicht  umgehen  können,  und  der  Fehler,  mit  welchem  di 
Werth  behaftet  ist,  hat  sich  mehr  oder  weniger  auf  die  (abularist 
Venusöi-ter  übertragen.  Es  ist  daher  von  Wichtigkeit,  den  tabularisi 
Fehler  dieser  Oerter  entweder  zu  eUminiren,  oder  auf  angemessene 
in  Function  der  Sonnenparallaxe  zu  bestimmen. 

Betrachten  wir  die  Bögen  Pf  und  i'  genauer.  In  jedem  Venus 
ubei^ange  ist  iV  ein  beständiger  Bogen ,  welcher  in  der  Nahe  von  ) 
liegt,  wogegen  -5'  wahrend  des  Verlaufes  der  Erscheinung  veränder 
aber  zwischen  Werthen  eingeschlossen  ist,  die  im  Mittel,  jenachd( 
positiv  oder  negativ  ist,  90"  oder  270"  betragen.  Die  möglichflt  gr 
Abweichung  des  VVerthes  von  ^'  von  diesen  31ittelwerthen  Sndet 
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den  Ein-  und  Austritten  statt,  die  Mitlelwertlie  selbst  sehr  nahe  während 
der  grössten  Phase.*)  In  der  Regel  wird  cos  [N' —  N —  0)  grösser  sein, 
wie  sin  (iV' — N — ö),  und  der  Fehler  in  der  Venusbreite  wird  auf  das 
Resultat  grösseren  Einfluss  äussern ,  wie  der  in  der  Venuslänge ,  aber 
jener  ist  auch  in  den  Tafeln  von  dem  etwaigen  Fehler  der  bei  der  Bear- 
beitung derselben  angewandten  Sonnenparalla\e  mehr  beeinflusst  als 
dieser. 

Es  geht  aus  allem  diesen  hervor,  dass  für  die  gleichartige  Erschei- 
nung —  Eintritt  oder  Austritt  oder  Entfernung  der  Mittelpunkte  in  glei- 
chem Abstand  von  der  grössten  Phase  —  die  rechte  Seite  der  Gleichung 
des  vor.  Art.  nahe  denselben  Werth  annimmt,  es  mag  diese  Erscheinunjg 
auf  der  nördlichen  oder  der  südlichen  Halbkugel  der  Erde  beobachtet 
worden  sein.  Aber  wenn  auf  dem  einen  solcher  zwei  Beobachtungs- 
örter  cos  Oq  positiv  ist ,  so  ist  auf  dem  anderen  Beol)achtungsortc  cos  öo 
negativ ,  und  hat  (tbrigens  nahe  denselben  Werth.   Die  Tafelfehler  wir- 
ken  also  in  entgegengesetztem  Sinne  auf  diese  Beobachtungen  ein ,  und 
das  arithmetische  Mittel  aus  den  Resultaten  derselben  wird  schon  sehr 
nahe  von  den  Tafelfehlem  unabhängig  sein.    Sollte  dieses  Mittel  den 
gewünschten  Zweck  nicht  ausreichend  erfüllen,  so  lässt  sich  inmier  eine 
andere  Combination  der  Beobachtungen  angeben,  wodurch  der  Zweck 
erreicht  wird;  die  zweckmässigste  wird  weiter  unten  entwickelt  werden. 

33. 

Es  kann  sich  wohl  ereignen,  dass  das  im  vor.  Art.  erklärte  Verfah- 
ren, die  Tafelfehler  zu  eliminiren,  aus  Mangel  an  geeigneten  Beobach- 
tungen nicht  angewandt  werden  kann.  Es  ist  der  Fall  nicht  unmöglich, 
dass  auf  der  einen  Halbkugel  der  Erde,  wegen  localer  Hindemisse 
geeignete  Beobachtungen  nicht  haben  erlangt  werden  können.  In  die- 
5sem  Falle  kann  man  aber  durch  besondere  Beobachtungen  mit  Meridian- 
Instrumenten  den  Tafelfehler  bestimmen ,  und  in  Function  der  Sonnen- 
parallaxe  darstellen.  Man  würde  zu  dem  Ende  vor  und  nach  der  Con- 
Junction,  in  welcher  ein  Venusvorühergang  eintritt,  die  Venusörter  im 
Meridian  beobachten,  und  die  Resultate  dieser  Beobachtungen  mit  denen 
der  Venustafeln  vergleichen  müssen. 


*)  Im  Venusdurchgauge  des  Jahres  1874  ist  die  grÖsste  Abweichung  vom  Mit- 
*«ilwerthe  ohngeföhr  31«. 
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Seien  A  und  D  eine  im  Meridian  beobachtete  grade  Aufstoi^  ^^^^ 
und  Abweichung  der  Venus,  dann  ist  zwar  A  auch  die  geocentrij^.^. 
grade  Aufsteigung,  aber  die  geocentrische  Abweichung  ist 

ß  +  |*cosHo 

wenn  Uo  die  Meridianhöhe  der  Venus  bezeichnet.  Das  obere  Zeicrhea 
muss  angewandt  werden,  wenn  die  Venus  südlich,  und  das  unterem  Zei- 
chen^ wenn  sie  nördlich  vom  Zenith  des  Beobachtungsortes  culninirf. 
Aus  A  und  D  rechne  man  auf  gewöhnliche  Art  Länge  und  Breite  ,  uod 
nenne  diese  L  und  ß,  dann  wird  die  geocentrische  Länge  = 

L  +  ^cosHo'^ 

-i-   r,  ^  cos  &o 

und  die  geocentrische  Breite  = 

Ä  +  ~  cos  i/o  cos  A» 


wo  Äo  der  im  Zeitpunkt  der  Beobachtung  statt  lindende  Winkel  zwischen 
dem  Breiten-  und  dem  Abweichungskreise  ist.  Aus  L  und  B  rechne 
man  die  heliocentrische  Lange  und  Breit«,  die  mit  (A)  und  (/?)  bezeich- 
net werden  sollen,  dann  wird  der  Tafelfehler,  in  soweit  er  aus  dieser 
Beobachtung  folgt,  in  heliocentrischer  Länge  = 

(A)  -Ao  ±  ^^  cos  i/o  ^  cos  ((o-A<,) 
und  in  heliocentrischer  Breite  = 

{ß)—ß\)  +  y  |cos/7o  cos  Ao  ^^Y  ■*"  cos//ü  sinAü  sin/?üSin(fo— Ao^ 

Hat  man  nun  eine  Anzahl  solcher  Beobachtungen  erhalten,  und  aus  je ^-**'* 
.  derselben  die  vorstellenden  Functionen  berechnet,  in  welchen  mit  X  •^^ 
nähme  von  po,  die  den  Grössen  angehängte  Null  andeutet,  dass  sie    ^'^ 
gleichzeitigen  Werthe  sein  sollen,  so  muss  man,  in  der  Annahme,  3^^^^ 
der  Tafelfehler   während   derselben    sich  nicht  ändert,  aus  allen    ^^ 
arithmetische  Mittel  nehmen.    Sei  (L)  das  Mittel  aus  den  (A) — Ao,  n   d^^ 
Mitt(»l  aus  den  Werthen  des  zu  (A) — Ao  gehörigen  CoePficienten  voa    ^' 
[B]  das  Mittel  aus  den  Werthen  von  (/?) — /?ü.  und  h  das  Mittel  aus  d**" 
dazu  gehörigen  (iOcflicienten  von  (>ü,  dann  wird  der  Tafelfehler,  wem*  ^^ 
wie  vorher  mit  rfA  und  dß  bezeichntH  wird, 

(iA  =  iL)  Hh  {)^)a  ,      dß  =  (ß)  +  (fob 

und  man  bekonmit  durch  die  Gleichung  des  Art.  33 

d(jo  =  U+QoU' 
wenn  zur  Abkürzung 
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wj    _^  (Ij r'  sin  [N'-^N-^oj  ^  [B]  r'  cos  (N^-  iV  -  ^j 

cos //cos  6^ 
jji  _.    g  r^  sin  [N'^  N-ß)  -h  [B]  r^  cos  (AT-  N  -  ß] 

cos  //  cos  ^0 

gesetzt  wird.  Mao  liabc  nun,  ohne  auf  die  Tafelfehler  Rücksicht  zu  neh- 
men, durch  eine  der  Gleichungen  des  Art.  15  für  irgend  welche  Beob- 
achtung den  Werth  von  (>o  berechnet,  und  diesen  :=  [(j^)  gefunden,  dann 
wird  der  berichtigte  Werth 

Po  =  ((>o)  +  äif^i 
al&$o  in  Folge  des  vorstehenden  Ausdrucks 

Wenn  nun  in  den  Meridianl>eobachtungen,  die  dem  Vorbeigehenden  zu- 
folge, gedient  haben  sollen,  um  U  und  U'  zu  erhalten,  die  Venus  in  der 
Ndlie  des  Zeniths  culminirt  hat,  so  wird  U'  sehr  klein,  und  es  kann 
wenig  verschlagen,  ob  U'  positiv  oder  negativ  ist.  Wenn  aber  bei  den 
genannten  Beobachtungen  die  Venus  beträchtlich  weit  vom  Zenith  cul- 
minirt hat,  so  konunt  es  zur  sicheren  Bestinunung  von  po  wesentlich  auf 
das  Zeichen  von  U'  an ;  dann  muss  dieses  so  beschaffen  sein ,  dass  der 
Divisor  des  voi'Stehenden  Ausdrucks  grösser  wi(ü  1  wird.  Aus  den  vor- 
^»tehenden  Erklärungen  findet  man  leicht,  dass  diese  Bedingung  immer 
erfüllt  wird ,  wenn  die  Beobachlungsörler  des  Venusvorübergangos  und 
der  Bestimmung  der  Tafelfehler  auf  den  entgegengesetzten  Halbkugeln 
der  Erde  liegen.  Im  gegentheiligen  Falle  wird  der  Divisor  kleiner  wie  1 , 
und  kann  sogar  Null  werden. 

Die  Tafelfehler  der  Sonnenlünge  müssen  bei  Anwendung  des  eben 
be^chriobenen  Verfahrens  für  sich  bestinunt  werden ,  es  ist  aber  hiebei 
nichts  zu  bemerken,  da  diese  durch  Meridianbeobachlungen  unabhängig 
TOn  der  Sonnenparallaxe  gefunden  werden. 

Es  wäre  noch  die  Einwirkung  von  Fehlern  in  den  Halbmessern  der 
Venus  und  der  Sonne  zu  untersuchen,  diese  soll  mit  dem  Inhalt  der  fol- 
genden Artt.  verbunden  werden. 

36. 

Bis  jetzt  habe  ich  die  Bestinunung  der  Sonnenparallaxe  aus  einem 

Venusdurchgange  so  aufgefassl,  dass  man  aus  jeder  Beobachtung  durch 

^lie  Gleichungen  des  Art.  1 3  die  aus  derselben  folgende  Sonnenparallaxe 

*>estirame ,  und  auf  die  eine  oder  andere  der  beiden  erklärten  Verfah- 

'"ungsarten  von  dem  Einflüsse  der  Tafelfehler  befreie.  Alle  so  erhaltenen 
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Werthe  der  Sonncnparallaxe  sind  hierauf  nach  den  GrundsHtzen  der 
WahrscheinUchkeitsrechnung  so  mit  einander  zu  combiniren,  dass  schliess- 
lich der  wahrscheinHchste  Werth  der  Sonnenparallaxe  daraus  hervoi^eht, 
und  die  Angabe  dieser  Combination  unterliegt  keiner  Schwierigkeit. 

Aber  man  kann  die  Aufgabe  aus  einem  andern  Gesichtspunkt  be- 
trachten, und  sie  ist  auch  von  den  Berechnern  der  Venusvorübergänge 
des  vorigen  Jahrhunderts  von  einem  andern  Gesichtspunkt  betrachtet 
worden.   Man  kann  einen  genäherten ,  vorläufigen  Werth  der  Sonnen- 
parallaxe in  die  Foimein  substituiren ,  die  Unterschiede  berechnen,  die 
die  Beobachtungen  darauf  ergeben,  die  Differentialgleichungen  zwischen 
diesen  Unterschieden  und  den  Verbesserungen  der  der  Rechnung   ^^ 
Grunde  gelegten  Elemente  aufstellen,  und  aus  der  Auflösung  der  G^* 
sammtheit  dieser  Gleichungen  mit  Zuziehung  der  Methode  der  kleinst^^^ 
Quadrate  die  wahrscheinlichsten  Verbesserungen  aller  dieser  Elemer».  iß 
bestimmen.   Hiebei  braucht  die  Abhängigkeit  der  Tafelfehler  von  cL 
Sonnenparallaxe  nicht  besonders  berücksichtigt  zu  werden. 

Für  die  Venusdurchgänge  des  vorigen  Jahrhunderts,  wo  nur  Ei 
und  Austritte  beobachtet,  oder  wenigstens  nur  diese  in  Rechnung  ^ 
zogen  worden  sind,  hat  man  mit  einer  vorläufigen  Sonnenparallaxe  (H^i^ 
Ein-  und  Austrittszoitcn  berechnet,  mit  den  beobachteten  verglich^^  t 
darauf  dio  hotrolVendc^n  Dill'erontialgleichungen  aufgestellt,  und  dur^^' 
die  Methode  der  kl(>insten  Quadrate  aufgekkst.  Bei  beobachteten  Rä:^*^ 
(lorontfernunj^en  liLsst  sich  dasselbe^  Verfahren  anwenden,  aber  es  ist  i^ 
jedem  Falle  weitläut'tig,  da  die  GIcMchungen,  aus  welchen  dio  Ein-  ui 
Austriltszeit(»n ,  oder  die  ein(M'  gej^ebenen  Rändereutfernung  berechn 
werden  müssen,  transcend(»nl  sind,  wenn  man  nicht  zu  mislichen  \Ve 
lassungen  ijreifen  will.  Di(»  ü:(»nauen  Gleichungen  für  diese  Berechnu 
entiialten  sowohl  die  Zeit  /  selbst  wie  sin/  und  cos/,  und  können  dalu^  ^ 
nur  indirect,  oder durcli  successive  Näherungen  aufgelöst  werden,  auc  "^ 
w(M(len  die  Coeflicienten  der  unbekannten  Verbesserungen  der  Element.  ' 
(l(M'  Ret^hnung,  wenn  man  sie  i^enau  haben  will,  weilläuttig. 

Weit  einfacher,  und  in  jeder  Beziehung  direct  und  strenge,  wirc 
die  Rechnung,  wenn  man  einen  entgegengesetzten  Weg  einschlägt,  um^ 
aus  den  beobachteten  Zeiten  nebst  (»inem  vorläutigen  Werthe  der  Son- 
ncnparallaxe den  Halbmesser  w  (l(*s  Scliatlenkegels  in  der  durch  den 
Beobachtungsort   gelegten  Ebene   berechnet,  diesen  bei  beobachteten 
Riui(l(Mb(M'ülirung(^n  mit  dem  theoretischen,  und  bei  beobachteten  Rän- 
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derentfemungen  mit   dem  bcobachtoten  Werthe  desselben  vergleicht, 
darauf  die  entsprechenden  Differentialgleichungen  aufstellt,  und  durch 

die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  auflöst. 

37. 
Zur  Ausführung  des  eben  angedeuteten  Verfahrens  kann  man  den 
aus  den  Beobachtungszeiten  zu  berechnenden  Werth  von  m,  den  ich, 
um  ihn  von  dem  andern  oben  genannten  Werthe  zu  unterscheiden,  mit 
f«o  bezeichnen  werde,  aus  der  quadratischen  Gleichung  des  Art.  15  be- 
rochnen,  nachdem  man  sie  in  Bezug  auf  u  umgestellt  hat.  Einfacher  ist 
es  indess,  daflir  dieselben  Gleichungen  des  Art.  1 5  anzuwenden ,  die  zu 
den  vorhergehenden  Untersuchungen  gedient  haben,  aber  jetzt  nicht 
aiiigekürzt  werden  dürfen.  Setzt  man 

J=e-L 

so  werden  diese  Gleichungen 

«0  sin  J  =  S  sin  ( W —  ^"] 
fio  cos  J  =  iS  cos  ( W —  ^')  —  niifol  cos  H 
and  geben  nicht  blos  Wo,  sondern  auch  den  Winkel  J,  welcher  weiter 
unten  in  den  DiflTerentialquotienten  wieder  erscheinen,  und  zur  Berech- 
nung dieser  gebraucht  werden  wird. 

Um  tio  und  J  aus  den  vorstehenden  Gleichungen  berechnen  zu  k(m- 
Ä€3n,  muss  zuerst  die  Kenntniss  von  /,  L  und  H  erlangt  werden,  und  diese 
l>e^kommt  man  auf  die  folgende  Weise.  Man  rechne  die  Hülfswinkel  p 
u  n.d  q  aus  den  folgenden  Gleichungen 

cos/)  sin  q  =  cos  (p^  cos  (<  +  A« ) 
cos/)  cosq  =  siny^ 
sin/)  =  costp^  sin(<  +  A«') 

Ai-irch  welche  q  immer  so  zu  bestimmen  ist,  dass  cos/)  positiv  wird, 
A^nn  erhi&lt  man 

(/  cos  11)   sin  L  =      sin/) 
(/  cos  H)  cos  L  =z  d  cos/)  cos  {q+If) 
sinjff  =      cos/)  sin  {q+D) 

öie  Functionen  L,  (/  cosjff),  sin/f  sind  die  einzigen  die  statt  K  und  H 
Wer  gebraucht  werden.  Hat  man  jene  berechnet,  so  erhält  man 

W'=N'-L 

und  femer 

S  sin  S—r 

S  cos  S  =  {t-X-,i)  ^^ 
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wo  R  =  206265",  und  die  Einheit  von  d)^  das  1  Sl'ache  der  Einheit  der 
anderen  Differentiale  ist. 

Die  Gleichung  für  u  des  vorvor.  Art.  giebt 

±du  =  m  (^  —  ^  sin//)  {dJ'±  dJ) 

—  m  (sin/* —  ^-^'  tg6')  sin  Hd(}^ 


wo 


dJ  =  -(\  +  ^^smH)dJ 

ist,  und  diese  sind  die  Ausdrücke,  die  für  d\i^  und  du  in  die  Bedingungs- 

gleichung 

Mo  ^  w  H-  dJ^  —  rfti  =  0 
zu  substituiren  sind. 

40. 

Den  Unterschied  i/o — w  geben  die  obigen  Ausdrücke  für  %  und« 
in  Theilen  des  Kreishalbniessers ,  und  die  unmittelbare  Substitution  der 
im  vor.  Art.  erhaltenen  Ausdrücke  für  d\i^  und  du  würde  daher  zur  Folge 
haben,  dass  man  auch  (/po?  \^^ — ^^]^  ^Iß-»  ä/A^?  dJ\  dJ^^  in  Theilen  des 
Kreishalbmessers  ausgedrückt  erhalten  würde.  Da  es  aber  angemessen 
ist  diese  Verbesserungen  in  Bogensecunden  auszudrücken ,  so  muss  bei 
der  Substitution  der  Untei-schied  Wo— m  mit  /?  =  206265"  mulliplicirt 
werden.  Unterscheiden  wir,  um  in  der  Anwendung  der  doppelten  Zei- 
chen keine  Undeutlichkeit  zu  veranlassen,  die  beiden  Fälle,  in  welchen 
die  Entfernungen  der  beiden  VenusrUnder,  entweder  vom  nächsten  oder 
vom  entfernleslen  Sonnenrande  gemessen  worden  sind,  dann  erlialten 
wir  aus  dem  Vorhergehenden : 

Im  ersten  Falle. 
0  =  —  (i/q — u)  —  |/  cos// cos  J —  (sin/' —  ^-y^  tgfc'i  sin//|  d^^^ 

+  r  sin  [W'—N—J^j  {dX  —  ät) 
^  r'cos(W'— iV— ./)  dß 
—  f/cos(W — J)  f/Ao 
_  (^  _  ^  sin  //)  [dJ'±  dJ) 
wo  zur  Abkürzung 

|T  _^  206265  n 
3600  m 

gesetzt  worden,  und  J  der  im  Art.  37  eingeführte  Hülfswinkel  ist. 
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Im  zweiten  Falle. 

0  =  ^  («0— m)  —  j/  cos//  cos  J+  (sin/'— '■^'>  tgfc')  sin//j  rfp« 

+  r'  sin  (W— iV— J)  (dA— rffj 
-t- r' cos {W'—N—J)dß 
—  Usin{W^J)d)io 

+  (^  -  ^  sin  //)  (d^'±  d^,) 

In  beiden  Ausdrücken  ist  das  obere  Zeichen  anzuwenden,  wenn 
5  Entfernung  des  entferntesten ,  und  das  untere  Zeichen ,  wenn  die 
tfemung  des  nächsten  Yenusrandes  bez.  vom  nächsten  oder  vom  ent- 
ntesten  Sonnenrande  gemessen  worden  ist.  Dieselben  Regeln  bezie- 
n  sich  auch  auf  das  im  Ausdrucke  von  sin /*  vorkommende  doppelte 
ichen. 

41. 

Da  für  beobachtete  Ein-  oder  Austritte  der  Ausdruck  für  u  etwas 
ders  wird ,  so  halte  ich  für  dienUch  auch  für  diese  Fälle  die  Bedin- 
Dgsgleichung  besonders  aufzustellen.  Da  für  Ein-  und  Austritte 

u  ^  u  —  m^Q  sin  /*  sin  // 

rd,  wo  u  und  sin  f  dieselben  Ausdrücke  haben  wie  vorher,  so  bekom- 
n  wir  jetzt 

du  =  m  (^  —  ^  sin  //)  {äJ'±  dJ) 

—  m  sin  /'  sin  tldq^^ 
«lit  sich  ergiebt 

0  =  —  (uo  —  m)  —  |/  cos//  cos  J —  sin/^sin/Zj  d{fa 

+  r  sin  [W—N—  J)  [dX—dt] 
^r'cos{W—N—J)d(i 
—  t/sin(W'— J)riA„ 

+  (r:-_^sin//)(rf.r±d.y) 

id  das  obere  Zeichen  für  äussere,  hingegen  das  untere  Zeichen  für 
ncrc  Berührungen  anzuwenden  ist,  welche  Regeln  sich  auch  auf  das 
sin /*  enthaltene  doppelte  Zeichen  erstrecken. 

42. 

Es  sind  zu  den  im  Art.  40  enthaltenen  Bedingungsgleichungon  noch 
ige  Bemerkungen  zu  machen ,  da  gemessene  Ränderentfernungen  auf 
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verschiedene  Weise  behandeil  werden  können.  Will  man  jede  gemes- 
sene Ränderentfernung  für  sich  behandeln ,  so  ist  zwar  diesen  Bedin- 
gungsgleichungen nichts  hinzuzufügen,  aber  anders  verhalt  es  sich,  wenn 
man  verschiedene  solcher  Messungen  mit  einander  vereinigen  kann. 

Ich  nehme  an ,  dass  man  zuerst  die  Entfernung  der  nächsten  Rän- 
der der  Venus  und  der  Sonne,  und  gleich  darauf  die  Entfernung  des 
entgegengesetzten  Venusrandes  von  demselben  Sonnenrande  gemessea^ 
habe.  Wegen  der  kurzen  Zwischenzeit  zwischen  diesen  beiden  Messun-^ 
gen  ist  man  berechtigt  das  arithmetische  Mittel  daraus  zu  nehmen ,  um 
als  eine  einzige  Beobachtung  anzusehen,  die  für  das  arithmetische  Mil 
tel  aus  den  beiden  Beobachtungszeiten  gilt.    Seien  die  beiden  gemess^^ 
nen  Entfernungen  d  und  d\  und 

dann  ist  b'  die  Entfernung  des  Mittelpunkte  der  Venus  vom  nächst:«/i 
Sonnenrande,  und  wenn  das  Instrument,  dessen  man  sich  zu  dieseo  ' 
Messungen  bedient,  zweckmässig  eingerichtet  ist,  so  kann  man  die^     , 
beiden  Beobachtungen  so  einrichten,  dass  im  voi^tehenden  Ausdruel' 
ftir  h'  die  Collimation  desselben  von  selbst  eliminirt  ist.   Jedenfalls  ist  in 
diesem  Ausdruck  der  Venushalbmesser  ohne  Weiteres  verschwunden, 
und  es  wird  zwar  wieder  der  ftlr  u  anzuwendende  Ausdruck 

n  =  [u)  —  \r/—  {r'+r)  (>„  sin//j  ^  tg6' 

wo  wie  immer 

(m)  =  u  —  wipo  sin  /'  sin  // 

ist,  aber  es  werden  jetzt 

u  =  m  —  sin  ^' 

r 
n  u  sin  J' 

sm  /  =  —  = 

'  mr,  r 

Da  hiciniil  der  Veniishalbmesser  vollslilndifj:  eliminirt  ist,  so  miiss  auch 
in  dei-  (»rstoii  Gleichung  des  Art.  40,  die  immer  noch  anzuwenden  ist, 

dJ  =  0 
gesetzt,  oder  mit  anderen  Worten  das  mit  f/^y  multiplicirte  Glied  we:;- 
g(»lassen  werden. 

Hat  man  hingegen  di(».  Entfernungen  beider  Venusränder  vom  ent- 
terntesten  Sonnenrande  in  einer  kurzen  Zwischenzeit  gemessen,  so  w  iril 
für  das  Mittel  aus  den  beiden  Beobachtungszeiten 

zu  selzcMi  sein,  wenn  d'  und  it'  diesi»  beiden  Entfernum2:en  bezeichnen. 
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Es  ist  nun  b"  die  Entfernung  des  Venusniittelpunkts  vom  entferntesten 
Sonnenrando,  und 

u  =  —  [u;.  +  Jr  r  —  [r+rj  p«  sin//{  -  tgfc 

während  (?/)  denselben  Ausdruck  hat  wie  im  nächst  vorhergehenden 
Fallo.  hl  der  zweiten  Gleichung  des  Art.  40,  die  auch  jetzt  anzuwenden 
ist,   ist  nun  6"  statt  b'  zu  substituiren  und 

dJ^  =  0 

zu  setzen,  oder  wieder  das  mit  iLJ^  muitiplicirte  Glied  wegzulassen. 

43. 

Wenn  man  alle  vier  eben  beschriebenen  Messungen  in  so  kurzen 
Zwischenräumen  angestellt  hat,  dass  man  sie  unmittelbar  vereinigen, 
und  fUr  das  arithmetische  Mittel  aus  allen  vier  Beobachtungszeiten  gel- 
^n  lassen  kann,  so  setze  man 

b  =  i  {b"—  b')  =  l  [(t'-h  d"—  d  —  ir) 

imd  es  wird  hierauf  h  die  Entfernung  des  Mittelpunkts  der  Venus  von 
Jom  Mittelpunkt  der  Sonne  sein,  welche  unabhängig  von  den  beiden 
Mitlhniesscrn  gefunden  worden  ist.  Der  jetzt  für  die  Berechnung  von 
te    anzuwendende  Ausdiuck  ist  (ier  erste  des  Art.  1 7,  nemlich 

u  =  \rr^—  (r  +  r)  (Jo  sin//{  ^  igb 

wmik^l  da  das  Differential  dieser  Gleichung 

du  =  —  ^^-^^  m  sin  //  tg  bd^o 

ist  ^  so  nehmen  die  Bedingungsgleichungen  die  folgende  Konn  an, 

0  =  ^^  (wt)— m)  —  |/  cos//  cos  J—  -'^  sin//  tgfcj  r/(>„ 

+  r  sin  [W'—N—J)  {iU—dt) 
+  j^  cos  ^W'—N—J)d{i 

—  Ucos[\V—J)d?^, 

vn  weicher  die  Verbesserungen  d.  /'  und  dj  gar  nicht  vorkonmien. 

Wenn  man  meinen  sollte,  dass  die  Annahme  dei-  Zugehörigkeit  der 
iliUel  aus  den  Messungen  und  der  der  Zeiten  zu  llngenauigkeiten  An- 
fa&s  geben  könnte,  so  lüsst  sich,  gleichwie  für  (jrcummeridianhöhen, 

eine  Verbesserungsformel  construiren ,  durch  deren  Beihülfe  man  mehr 

wie  vier  einzelne  Beobachtungen  sicher  mit  einander  zu  Einem  Resultat 

im  Voraus  verbinden  kann. 
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[*• 


Die  Berechnung  der  Coefßcienien  von  dk^  hat  den  Nutzen,  das^ 
man  in  jedem  Falle  den  Einfluss  eines  Fehlers  in  der  Länge  des  Beo 
aclitungsortes  kennen  lernt,  obgleich  diese  Glieder  bei  der  Auflösung  d 
Bedingungsgleichungen  weggelassen  werden  müssen.   Ich  wiederhol 
dass  in  den  obigen  Ausdrücken  die  Einheit  von  (IXq  die  Zeitsecunde  is 


-  e, 


§  2.  VoniisberechHiiHg  des  Vesiisfornbeiftiiges  des  Jahres  1874. 

44. 

Da  die  Conjunctionszeit  der  Venus  und  der  Sonne,  einer  vorläu- 
figen Rechnung  zufolge  im  Jahre  1 874  nahe  Dec.  8.  1 6^  m.  Z.  Paris  ein- 
tritt, so  berechnete  ich  aus  den  Venustafeln  von  Leverrier  und  den 
Sonnentafeln  von  Oluffsen  und  mir  für  die  beigesetzten  Zeiten  die  fol- 
genden drei  Oerter*) 


1 874  Dec.  8. 

m.  Z. 
Paris 

X 

ß 

logr 

14h 

76«'  48'  43:'65 

-h  00  4'  281'00 

'■   9.8575367 

M) 

76    56   47.46 

56.67 

.    9.8575312 

18 

77      4   51.27 

5   25.34 

9.8575257 

V 

logr' 

m.  Z.  —  w.  Z. 

\k^ 

256'»  52'  23';86 

9.9932894 

-  7™  37r30 

16 

256    57   28.90 

9.9932853 

35.05 

18 

257      2  33.94 

9.9932812 

32.82 

und  aussordom 

b'  =  —  O'/il,     f  =  23''  27'  27'/G8,     Aberr.  d.  ©  =  20'/;>8 

Da  diese  die  unf^eUnderlen  tabularischon  Oerter  sind,  so  sind  die  der 
Venus  die  wahren  im  Kaume,  und  die  der  Sonne  die  scheinbaren  vom 
Millelpunkt  der  Eide  aus  gesehenen.  Aus  den  vorstehenden  heliocen- 
Irischen  Oeitern  der  Venus  ergaben  sich  die  folgenden  scheinbaren 
geocentris(*hen  Oerter  derselben, 


^j   Herr  Professor  Forstor  hat  auf  mein  Ersiirhcn  tlioso  Oertor  nachrechnen 
lassen,  und  (M'nn ünschte  reheroinstinnnun^  gefunden. 
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m.  Z. 
Paris 

U^ 

16 

18 


/ 


257«  3'  43:'93 
257  0  41.80 
256    57  39.67 


Jogr, 


0«  1 2'  7737 
13  25.50 
U    43.61 


9.422151 
9.422148 
9.422149 


Breolinele,  und  schon  hinzugefugte  Aberration  ist 

in  /  =  +  3''30 ,     in  6  =  —  \"i\ 

ierner  erhielt  ich  die  folgenden  correspondirenden ,  aphroditocen- 
en  Oerter  der  Sonne 


m.  Z. 
Paris 

X' 

ß' 

14^» 

16 

18 

2560 

25t) 

257 

48' 
56 
4 

14'.'31 
18.12 
21.93 

-  0«  4' 
4 
5 

27:48 
56.15 

2:i.82 

4ö. 
Unter  der  Aniiahine  des  niittteren  Halbmessers 

der  Sonne  =  1 5'  59'.'79 


der  Venus  ^ 


8.305 


l  ich  durch  die  im  Vorhergelienden  erklärten  Ausdrücke,  und  in- 

ch 

m  s=  640 


fl 


1.12804, 
1.09282,     sin/' 
=  1.05760, 


0.0065 1 57  für  au.s.sere  Berührunj^ 
0.0064598  für  den  Mittelp.  d.  Venus 
0.0064039  für  innere  Berührung 


Qo    = 


+  0.762440 
+  0.216260 
—  0.329918 


0.546180 
0.546178 


0.815948 
0.903535 
0.991115 


—  0.2730895 

-I-  0.087587 
+  0.087580 


1  — 


0.04379175 


all.  i.  K.  S.  tteMUsck.  d.  Wiswnuck.    XIV. 
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und  liioraus 

N  =  279"  6'  36'.'8 

log»  =  9.441818 

r  =  —  0.926379 

fi  =  245?718.') 

l)i(\si',  Gi"()s.>*en\viM-tlK*  ü\m\  l'ilr  öon  ganzen  Vorlauf  des  Vordberganj?*^ 
unverUiulerlicIi. 


4fi. 
Es  ergobcn  sich  l'orncr  aus  den  vorslclurndtin  Wortlion 


Hl.  Z. 

Paris 

«' 

d' 

h 

0' 

— 

.  -  - 

L. —       ...        _  — .   _ 

li»» 

i:)")»  MV  \  .'i'/ö 

—  i?2»  55'  ;ir>?i 

-  5'>  :J9'  37:'2 

2550  44'  <3:'4 

\(y 

rM\    47   51.9 

53   5?. 2 

36   4  5.0 

255    49   42.7 

18 

255    IWi   35.0 

55     7.8 

32  54.2 

255    55   12.0 

und  hioraus 


m.Z. 
Pjiris 

A«' 

D 

loj^d 

N' 

li^' 

-h  r  :i:';i> 

22"  :•)(•.'  i:\':\ 

1K9!)8770 

284"  \{V  li'/O 

15 

-h3    ii>.!l 

ÖT    21.3 

44    33. i 

M) 

-h  1    47.8 

')7    ')(^3 

9.0i)8770 

42   52.7 

17 

-4-0     12.  i 

:>s  37.2 

41    M.9 

1    2:i.o  ' 

51)    15.1 

*L  0118771 

30   31.0 

Del  <li('s<*  (lr()ss(Mi\v('illu'  im   VcMlaiifc»  (l(\s  V()r(ilKMi;aiiü;es  wrsonllicl] 
Vi'rjuul(Mimi»:  iiiiUMworfcn  sind,  so  lialx»  ich  sie  für  1ö'*  und  17**  aus  d 
fin    \V\  \i}^\  IS''.  di(»  dircci  Ixm'ccIhkM  wordcMi  sind,  inlerpolirL  Bei  d 
HcK'cliinnii:;   von   I)   uiul    d   aus  d'  lialu»  icli  <li(»  Al)|>lanuni^  diM*  Kri 
=  1:300  ani!;(Mionnn(MK 

Ilic^mil  sind  alle  IUdrsi:;r()ssen  ij;c»i;(»l)(Mi ,  dorcMi  man  zur  streng;! 
Hcreclinuni;  d(M-  SonnenparallaM*  aus  d(»n  zu  (Mvvarlendon  Boobaehlun- 
i^<M)  Ix'dart'.  Um  J(mIocIi  im  Voraus  auch  die  Gr(*nzcurvon  niöirlichst  uo- 
nau  l)(M'(M'lm(Mi  zu  konncMi ,  haln»  ich  iu)ch  durch  die  Gleichungen  '27' 
des  All.  38  i\cr  oft  ani;ezoi:;(»nen  Ahhandhiui?  die»  t'oli^c^nden  llidrsi!:rö.ssen 
b(M(M*hn(*l, 

r  =  +  2'  21"  ,     log  e  =  9.99885 

,/  =  —  2  23   ,     log  e  =  9.99992 


c'i' 
►  11 

U 
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ilic^    sicli  während  dcM'  ganzen  Dauer  des  Vorüheri^anges  nur  unmerklich 
tintlern.   Kndh'ch  habe  ich  in  der  Berechnung  der  ürenz(*urven 

(>e  =  sin  (8'/9 1  ü) 
aii£^<^nonnnen. 


47. 

Im  Art.  31  wurde  schon  angemerkt,  ihiss  um  sich  (»in  vollsliindigc^s 
BiUI  von  dem  Verhallen  eines  W^nusvoriiberganges  vorder  Sonne  auf  der 
KrdoberflUche   verschaffen   zu   k()nnen,es  (henhcli  sei,   vor  Allem  di(^ 
Grenzcurven  dieser  Erscheinung  zu  berechnen  uiul  aufzuzeichnen.   Da  im 
§j?egenwilriigen  Falle  der  S(»haltenkegel  die  Krdc^  ganz  (Muhülll,  so  sind  die 
nCmlliche  und  die  südliche  (irenzcurve  biMch»  ima^iniir.    Die  weslli<-he 
und  die  östliche  Grenzcui've  vcMAvandeln  sich  in  znvcm  Ovale,  die  in  ein- 
ander greifen,  und  sich  in  zwei  Punkl(Mi  schneidcMi,  von  w(»lchen  der 
r^ine  in  der  NiUie  des  ^Nordpols,  und  der  and(Me  in  der  Niilu»  des  Siid- 
|>cj|s  liegt.     Die  (]urve    für   (li(^   grösste   Phase»   im  lloriz(mt   zi(»hl    sich 
>sv^'ischen  den  l)eiden  genannt(M)  Ovalen  hindurch,  und  schnei(h>t  di(»s(» 
iwÄ   vier  Punkten,  die  in  d(»r  Niilui  der  beiden  l)urchschniMs|>unkt(»  liegen, 
(1  i^die  Grenzcunen  mit  (»inandtM*  bilden. 

Di(^  folgenden  Zusannnenstellungen  gel)(»n  (Mne  WviUo  von  Punkten 
(I  i  ^>ser  drei  (airven,  nebst  der  Zeit  d(»s  ersten  iMtM'idians,  cIcmu  Stunden- 
v'^r--  inkel,  dem  Werthe  des  P()sitions\\ink(»ls  ^A»,  mul  d(Mi  IxMchni  lliilfs- 
v^""  inkeln  VV  und  i/s  die  zu  der  Berechnung  d(»r  (lurvenjurnkte  dienen.    I)(»n 
F^  •.  inkten  der  Cuitc  der  grössten  Phase  im  llorizcmt  sind  ilb(»rdi(\s  die  jedes- 
^*  Ä-alige  Entfernung  /;  d(\s  Mittelpmikts  der  Vc^niLs  vom  nächsten  Sonnen- 
'^i^nde  beigefilgl.    Die  Punkte  aller  drcM  (airven  beziehen  sich  auf  den 
^Mittelpunkt  der  Venus;  die»  (lurven,  welche  sich  auf  die  Venusründer 
^^cziehen,  würden  sich  ganz  in  diM*  Nillu»  J(mut  (M\strecken.  Alle  (lurven- 
V>vinkte  sind  nach  den  FornuHn  der  oft  angezog(»n(»n  Abhandlung  bere<'h- 
^et,  und  es  ist  sowohl  auf  die  Abplattung  der  Erde,  wie  auf  die  Strah- 
Wnbrcchung  bei   der  B(M*echnung  Rücksicht  genommen   worden.    Die 
Sirahlenbrechung  im  Horizont  halx»  ich  =34'  angenonnncm,  sie  ver- 
schiebt alle  Curvenpunkt(»  nahe  um  di(»se  drösse. 
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Erste  westlich-östliche  Grenzcurve. 
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Z\v(m((»  \v(»slli(li-ös(licli(»  Gronzcurvo. 


lV  +  >' 

•i 

» 

T 

/ 

;i 

V 

«ü 

0«' 

57' 

5S' 

:>7S«' 

40' 

2:5" 

9' 

356« 

1  ^O' 

•+•  1  v 

:•)  1 ' 

57«  56' 

10 

58 

2() 

278 

13 

271 

13 

353 

0 

-h  i 

36 

68  2t 

30 

l\\) 

21 

277 

n 

263 

2i 

316 

10 

-13 

5i 

89  19 

50 

60 

/ 

276 

1  i 

254 

1« 

337 

53 

32 

2 

1 1 0   5 

70 

(>0 

38 

275 

17 

2\0 

12 

32t 

••  •• 

49 

6 

130  36 

',M) 

60 

iS 

:>7i 

:is 

213 

3S 

299 

0 

62 

49 

150  46 

HO 

60 

38 

:>7i 

16 

1  (»6 

n 

252 

28 

66 

19 

170  36 

130 

60 

7 

274 

IS 

129 

50 

2 1 5 

32 

56 

16 

190   5 

t :')() 

:\\i 

i\ 

27  i 

3S 

111 

25 

196 

i7 

40 

18 

209  19 

170 

5S 

H\ 

275 

16 

100 

31 

1  85 

15 

22 

32 

228  24 

ISO 

57 

5S 

275 

40 

96 

14 

ISO 

34 

13 

24 

237  56 

190 

30 

276 

92 

15 

176 

10 

—  4 

10 

247  28 

210 

3S 

277 

Si 

27 

167 

25 

-hU 

21 

266  36 

230 

56 

277 

■  •  ** 

75 

16 

1 57 

19 

32 

32 

285  54 

250 

•1  >> 

29 

278 

47 

61 

3o 

1i2 

48 

49 

46 

305  27 

270 

••  •• 

20 

279 

20 

:n 

1 1 5 

29 

63 

46 

325  18 

290 

5o 

29 

279 

49 

3i6 

i\ 

66 

17 

67 

25 

345  27 

3 1 0 

55 

5r> 

21\) 

:i3 

:{0S 

4') 

28 

29 

57 

4 

5  54 

330 

56 

38 

279 

38 

290 

7 

10 

29 

40 

54 

26  36 

350 

30 

279 

^ 

«rf 

279 

25 

0 

23 

-1-23 

1 

47  28 

Bestimmung  der  Sonnenparallaxe  durch  VenusvoribergÄnge  etc.    507 


Curve  der  grössten  Phase  im  Horizont. 
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48. 

Auf  den  beiden  dieser  Abhandlung  beigelegten  Planigloben,  die  nach 
stereogra|)hisch(»n  Polarproj(»ction  entworfen  sind,  wurden  zuerst 
Irei  vorl)enannlen  Grenzcurven  aufgetragen  und  ausgezogen,  und 
ircn  End[)unkteu  auf  jedem  Planiglob  mit  Erklärung  versehen.  Die 
?n  (!;ur\entheile,  die  die  B(5zeichnungen  »Anfang  bei  Sonncnunter- 
«,  und  »Knde  bei  Sonnenaufgang«  fuhren,  sind  die  eigentlichen 
zcur\'en,  die  den  Thc^l  der  Erdoberflache,  auf  welchem  die  Ei-schei- 
:  des  Venusvorüberganges  sichtbar  ist,  von  dem  Theil  absondert, 
velchem  sie  unsichtbar  ist. 

Die  Sichtbarkeit  dieses  Venusvorübergang(»s  umfasst,  diesen  Grenz- 
i»n  gemäss,  auf  der  nördlichen  Halbkugel  fast  ganz  Nordafrica,  einen 
I  von  Italien  nebst  Griechenland  und  der  Türkei ,  ferner  den  gröss- 
Cheil  von  Russland ,  und  fast  ganz  Asien ,  so  wie  eine  Anzahl  von 
n.  Auf  der  südlichen  Halbkugel  siecht  man  diese  Erscheinung  in  fast 
Sudafrica,  auf  den  ostindischen  Inseln ,  Australien ,  fast  allen  jetzt 
unten  Continenten  am  Südpol,  und  fast  allen  Inseln  der  Südsee.  In 
Amerika,  und  in  dem  grössten  Theil  von  Europa  ist  dieser  Vorüber- 
:  unsichtbar. 
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Niclit  anfallen,  oben  genannlon ,  Theilen  der  ErdolK^rllächo  sieht 
man  (Ion  Vorüborgang  vollstUndig,  auf  den  beiden  ErdlUlchen,  die  eines- 
tlieils  von  den  oben  genannten  Gienzcurvenzweigen ,  und  andernlheik 
von  denjenig(Mi  (eingeschlossen  werden,  denen  die  Bezeichnungen  »An- 
fang bei  Sonnenaufgang«,  und  »Knde  bei  Sonnenuntergang u  l)eigefügl 
worden  sind,  sieht  man  den  Vorüi)ergang  nur  unvollstlindig ;  die  Sonne 
geht  wahrend  desselben  entweder  auf  oder  unter.  Nur  auf  der  Erd- 
fliiche,  die  von  den  zuletzt  genannten  Grenzcurvenzweigen  eingeschlojr 
sen  ist,  wird  der  ganze  Vorübergang  gesellen. 

Zwischen  den  eben  genannten  beiden  westlich-östlichen  Grenz- 
curven  zieht  sich  die  Cui've  der  grössten  Phase  im  Horizont  hindurch 
und  durchschneidet  jede  derselben  zwei  Mal.  Diese  Cune  sondert  also 
den  Theil  der  Erdoberfläche,  auf  welchem  die  grösste  Phase  sichtbar  ist, 
von  demjenigen  ab,  wo  dieses  nicht  der  Fall  ist. 

Ich  habe  noch  eine  vieite  (auvc  berechnet  und  aufgezeichnet,  und 
zwar  die,  welche  ihre  End[)unkte  auf  der  Curve  der  grössten  Phase  im 
Horizont  hat,  und  den  Aecjuator  unter  ohngefUhr  113" — 114"  der  Länge 
schneidet.  Diese  ist  die  Gurve  der  grössten  Phase  im  Mitt^ige  oder  Iküz. 
der  Mitternacht ;  w(\stlirh  von  dieser  Gurve  sieht  man  den  Vorübergang, 
oder  wcMiigstcnis  den  grössten  Theil  desselben  am  Vormittcige,  östlich 
am  Nachmittage. 

4». 

Auf  d(Mi  beiden  w(\s(licli-ös(lich(ün  Grenzcurven  liegtMi  die  vi<»r  Be- 
riihrungs|)unk(4»  d(»s  Schall(»nkeg(*ls  mit  d(M*  Knh»,  und  zwar  zwei  auf 
j(Mler  di(\ser  bcMden  Gnrv(*n.  Die»,  Punkte»,  dentMi  sie  angehören,  und  von 
vv(»Icli(Mi  die  Hau|)lhöliencmA<»n  ausg(»h(Mi,  kann  man,  für  den  Schatt<»n- 
k(»geL  w(*UluM-  d<Mn  Mill<»l|)unkl  dov  Venus  angc^hört,  aus  den  V(M*zeich- 
niss(Mi  d(M'  Gurv(Mi|)unkt(^  d(\s  Art.  i7  durch  Interpolation  finden,  da  sie 
i\r\\  B(Mlingungen  öo=0,  oder  6^,,=  ISO"  (mts|>n»chen.  Ich  habe  inde.^s 
vorg(»z()g(Mi  diese»  Punkle,  so  g(uiau  wi(^  möglich,  für  sich  nach  den  betr. 
Korm(»ln  der  oft  ang(*zog(Mi(»n  Abhandlung  zu  berechm^n,  und  zwar  nicht 
blos  für  den  eben  g(»nannl(>n  SchaltcMikegel,  son<lern  auch  für  die  beiden 
SchattiMikegel ,  di(»  <I(mi  ciusscMH^n  und  inn(>r(»n  RUnderberührungcui  zu- 
kommen. Die  U(\sultate,  die»  ich  (»rhalten  habe,  sind  die  folgenden. 
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1)  Erste  äussere  Berührungen  der  drei  Schal tenkegol  mit  der  Eide». 

Anfang  des  VorUherganges  Uberhau[)t. 
Eintritt  der  Venus  bei  Sonnenuntergang. 

öo  =  0, 

m.  Z.  Paris. 

T  =  13**  45"'  22"  ihissen»,  Uiinderheriüirung. 
=  13   38    32    Mittelpunkt  (!er  Venus. 
=  14    12    38   innere  RUndertx3rUhrung. 

östliche  Längen.  Pol  höhen. 

A  =  225»  29'  (p=  +  35«  27' 

=  220   44  =  -I-  37   39 

=  215  28  =  -|.40     8 

2)  Erste  innere  B(5rUhrungen  der  tirei  Schatkjnkegel  mit  der  Krde. 

Kintritl  der  Venus  hei  Sonnenaulgang. 

Öo  =s  1 80" 

m.  Z.  Paris. 

r  =:  1 4*"    6™  22"  äussere  RUnderl)erührung. 
=  14   21     16   Mittelpunkt  der  Venus. 
=:  1 4   37   37    innere  UUnderberührung. 

östliche  Längen.  Polhöhen. 

A  =  36«  33'  9  =  —  38«  28' 

=  30   49  =  —  41      7 

=  24     4  =  —  44   12 

3)  Zweite  innere  B(!rilhrung  d(>r  <lrei  Scliatlenkogel  mit  der  Erde. 

Anslritl  der  Venus  bei  Sonn(;nuntergang. 

Ö«  =  \  80« 

m.  Z.  Paris. 

T  =:  17^  53*"    1"  innere  Randerberührung. 
=  18      9    25   ^Mittelpunkt  der  Venus. 
=1  18   24    12   äussere  Randerberührung. 

östliche  Längen.  Polhöhon. 

X  =  243«    0'  (p=  —64«  24' 

=  23 1    37  =  —  62   42 

=  222  27  =  —61      0 

4)  Zweite  äussere  Berührungen  der  drei  Schaltenkegel  mit  der  Erde. 

Ende  des  Vorilberganges  überhaupt. 
Austritt  der  Venus  bei  Sonnenaufgang. 
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eo  =  0 

m.  Z.  Paris. 

r  =  1 8^  1 7"  57"  innere  Ränderberührung. 
=  18   32      3   Mittelpunkt  der  Venus. 
=  18    45    13  äussere  RänderberUhrung. 

östliche  Langen.  Polhühen. 

A  =  41"  26'  (p  =  +61^27' 

=  36   33  =  +  60   56 

=  29   29  =  +59   17 

Die  beiden  merklichen  Punkte  der  Curve  der  grössten  Phase  im 
Hoiixonl,  nemlich  das  Maximum  und  das  .Minimum  dieser  Phase,  welche 
Punkte  den  Werlhen  öo  =  0,  und  =:  1 80"  entsprechen,  und  von  welchen 
die  hier  zu  betrachtx^nden  Haupthöhencunen  ausgehen,  habe  ich  aus 
dem  Verzeichniss  der  Curvenpunkte  des  Art.  47  entnommen. 

50. 
Die  HaupthOhencunen,  die  auch  auf  den  beiden  anliegenden  Plaiii- 
globen  aufgezeichnet  worden  sind,  wurden  nach  den  Ausdrücken  der 
Artt.  24  und  26  berechnet,  und  die  folgenden  Punkte  derselben  er- 
halten. 

Haupthöhencurven  für  die  Eintritte. 
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HauplhöhcMicurvcMi  für  die  Auslrittc. 
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Haupthöhoncurvcn  für  die  grösste  Phase. 
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Die  Punkte  dieser  Curven ,  die  den  nebenstehenden  Sonnenhöhen 
H  entsprechen,  sind  auf  den  Planiglol)en  mit  den  Zahlen  10,  20,  30,  etc. 
bezeichnet,  und  von  kleinen  Kreisen  uuischlossen. 


o1. 

Endlich  enthalten  die  Planiglohen  auch  die  isosthenischen  Kreis- 
bögen für  die  Hauplhöhen  //  von  10  zu  10  Graden.  Um  diese  autlragen 
zu  können,  wurden  sowohl  deren  Pole  oder  Mittelpunkte  auf  der  Kugel- 
oberflüche,  wie  ihre  Halbmesser,  und  die  Entfernung  ihrer  Mittel|)unkte 
vom  Mittelpunkt  der  Projection  nach  den  Ausdrücken  der  Artl.  29,  30 
31  l>erechnel.  Es  ist  hiebei  zu  benuMken,  dass  in  dem  bei  der  Anferti- 
gung der   Planigloben   angewandten    Maassstabe  der  Halbmesser  (l(»s 

Aecjualors  oder 

r  =  201. i 

ist.    Man  kann  die  angegebenen  Maasse  von  R  und  k  hiemit  auf  jedt» 

andere  Maasseinheit  hinführen. 

Halbmesser  und  Mittelpunkte  der  isosthenisohen  Kreisbögen  fiir  die  Eintritte. 
a)  Auf  der  nördlichen  Halbkugel  und  d(Mn  Planiglob. 
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h)  Auf  der  südlichen  Halbkugel  und  dem  Planiglob. 
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Halbmesser  und  Mittelpunkte  der  isosthenisohen  Kreisbögen  für  die  Austri* 
a)  Auf  der  nördlichen  Halbkugel  und  dem  Planiglob. 


H, 

A 

<P 

R 

k 

100 

37« 

52' 

-h600  \Q' 

18.9 

54.1 

20 

38 

10 

60  14 

38.1 

55.3 

30 

38 

10 

60  21 

58.0 

57.4 

40 

39 

11 

60  27 

79.1 

60.7 

50 

:)9 

58 

()0  37 

100.0 

65.3 

00 

U) 

öl 

00  48 

127.0 

71.5 

70 

M 

1)0 

Ol   1 

l;)5.5 

80.2 

80 

\'2 

1)8 

Gl  14 

188.8 

92.3 

90 

ii 

S 

()1  '28 

229.2 

109.5 

80 

M'y 

19 

61  M 

280.7 

13Ö.1 

70 

4() 

30 

-hOl   5.') 

350.2 

175.5 

h)  Auf  (l(M'  sii(Uich(Mi  Hall)kuf;(*l  und  dcMii  Planiglob. 


//, 

A 

*/' 

n 

k 

10'» 

231" 

20' 

—  62'> 

\H' 

18.7 

49.1  ' 

20 

230 

59 

62 

44 

37.7 

••  A   •' 

üO.o 

30 

230 

26 

62 

38 

;)/  .4 

52.8 

40 

229 

37 

f>2 

30 

78.3 

56.3 

50 

228 

44 

()2 

21 

100.9 

61.2 

60 

227 

38 

02 

8 

120.0 

68.0 

70 

226 

30 

01 

55 

15i.5 

77.4 

80 

225 

19 

01 

12 

188.1 

90.6 

90 

22  i 

8 

01 

28 

229.2 

109.5 

80 

222 

58 

61 

11 

282.2 

137.5 

70 

221 

50 

-01 

1 

355.2 

183.2 

^9]      Bestimiiung  d£r  Sonnknparallaxe  durch  Venusvoribergänge  etc.     513 

Halbmesser  und  Mittelpunkte  der  isosthenischen  Kreisbögen  für  die  grösste 

Phase. 

Die  geineinschafllichen  Millelpunkte  oder  Pole  auf  der  Kugelober- 

flache,  die  diesen  Kreisbögen  zukommen,  liegen  unter 

y/=  148«  12'  ,  0  =  +62«  5(5' 

und 

A  =  328«  12'  ,  0  =  —  62"  56' 

Die  Halbmesser  und  Mittelpunkte  sind  für  die  beigesetzten  Werihe 

der  Haupthöhen  tf  auf  beiden  Planigloben  die  folgenden. 
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Die  Haupthöhen  sind  auf  den  Planigloben  an  den  Endpunkten  der  iso- 
sthenischen Kreisbögen  angeführt,  und  die  Kreisb()gen  für  i/=90«  mit 
einer  Anzahl  schwarzer  Scheibchen  versehen ,  um  sie  von  den  andern 
aufßlllig  zu  machen.  Da  auf  diesen  der  ('oeflicient  von  (/(>o  =  0  ist,  so 
ist  an  den  Oertern ,  die  von  ihnen  getroffen  werden ,  die  Bestimmung 
der  Sonnenparallaxe  absolut  immöglich. 

Auf  diesen  beiden  Planigloben  kann  man  jetzt  für  jeden  Ort  den 
Coefficienten  von  d(}o  für  die  Eintritte ,  die  grösste  Phase  und  die  Aus- 
tritte gleichsam  ablesen ,  man  braucht  nur  auf  die  beigesetzten  Zahlen, 
die  die  entsprechenden  Bögen  W  angeben,  zu  achten,  die  Cosinusse 
dieser  Bögen  sind  bis  auf  sehr  Weniges  dem  Coefficienten  von  d()o  gleich. 
Man  kann  also  ohne  Weiteres  sich  über  die  Zweckmässigkeit  oder  Un- 
zweckmässigkeit  irgend  eines  Beobachtungsortes,  sei  es  für  die  Eintritte, 
oder  flu*  die  grösste  Phase  oder  für  die  Austritte  durch  Hülfe  dieser 
Planigloben  eine  sicliere  Vorstellung  machen.  *) 

*)  Die  Einzciehnung  der  Läriderumrisse  auf  diesen  Planigloben  hat  auf  meinen 
Wunsch  Herr  Professor  Dr.  Peter  mann  die  Güte  gehabt  ausführen  zu  1as.sen,  wofür 
ich  hier  meinen  besten  Dank  ausspreche. 
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52. 

Es  sollen  jetzt  für  den  in  Rede  siehenden  Venusvorübergang  A  ie 
numerisehen  Werthe  der  Glieder  rechter  Hand  der  Differentialgleichuv^ 
des  Art.  20  untersucht  werden.  Diese  Gleichung  ist 

+  cos // d(.o  =  '-^  COS {N- 0)  {dl^dX)     . 

+  '^  db- 

—     r 

Der  Coefficient  von  dl — dk  dieser  Gleichung  giebt  in  der  vorstehend. en 
Form  niclit  die  geeigneteste  Uebersicht  über  die  verschiedenen  Wcrtlie, 
die  er  im  Verlaufe  des  Vorüberganges  annimmt,  aber  man  kann  ilini 
leicht  eine  Form  geben,  die  diese  Uebersicht  gewährt.  Nehmen  wir  die 
im  Vorhergebenden  oftmals  angewandten  Gleichungen  des  Art.  15  vor, 
die  nachdem  /=  I  gesetzt  worden  ist,  in  die  folgenden  übergehen, 

u  cos  {0—K)  =  S  cos  {N' —  K —  2)  —  m(/o  cosi/ 

u  sin  {0—K)  =  S  sin  (iV  —  K—  2') 
und  aus  welchen  man  leiclit 

u  cos  (iV —  ö)  =  iS  cos  ^  —  m()ii  cos  H  cos  {N'  —  Ä) 
erhält.  Erwägt  man  nun ,  dass 

S  cos  ^'  =  ^^  (/ — A — /i) 

ist,  übergeht  das  kleine  mit  m^ßt^  nmlti|)licirte  Glied  in  Bezug  auf  "*^ 
vorhergehende,  und  setzt  /*  =  I ,  welches  hier  erlaubt  ist,  so  ergiebl  c^**" 

cos(A''-d)  =  -,~(^-^-/') 
und  die  obige  Dilferc^ntialgleichung  wird 

+  cosII/1(Ji)  =  -^17 — A — fi){dl — dk)  +  ''*  dh' 


wenn  zur  Abkürzung 


4    806265  n^ 

54000~m 


ges(»tzt  wird.  Beschäfligen  wir  uns  zuerst  blos  mit  d(»m  mit  dl — dk  u'  ^ 
tiplicirten  Gliede.  Für  den  in  Uede  stehenden  Venusvorül)ergang  tin<-'^ 
man 

logA  =  6. 659  i— 10 
und  die  Verzeichnisse  der  Curvenpunkle  des  Art.  i7  zeigen,  dass  H"^'^ 
die  Ein-  und  AustriUe  des  Mittelpunkts  der  Venus  [l — k — /i)  =  +  J  "*" 
werden  kann.     Für  die  äusseren  Ränderberührungen  kann  diese  Grösr^^ 
immerhin  auf  35"  oder  gar  36"  gehen,  allein  wir  wollen  bei  dem  voT- 
slelumden  Werthe  stehen  bleiben.  Substituirt  man  diesen,  so  erhält  niafl 
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+  cosHdQo  =  ±  0.0155  [dl—dk) 
Die  Beobachtungen  der  Venusv()rül)erfii;ange  des  vorigen  Jahrhun- 
ris  haben  aber  gezeigt,  dass  wenigstens  damals  der  mittlere  Fehler 
r  Beobachtung  eines  Ein-  oder  Austrittes  7"  betrug,  nehmen  wir  in 
-niangelung  anderer  Angaben  diesen  Betrag  wieder  an,  so  ergiebt  sich 
IS  dieser  Ursache 

cos  H  da,  =  +  OM  09 

ler  mehr  wie  eine  Zehntelsecunde,  welclier  Fehlei*  noch  dadurch  ver- 
•össert  wird ,  dass  cos  H  in  der  Wirkiichk(Mt  immer  kleiner  wie  Kins 
t.  Der  Fehler  in  der  LUnge  des  Beobachtungsortes  kann  wohl  zuweilen 
rt3sser  wie  7"  sein,  er  kann  zufällig  die  eben  gefundene  Wirkung 
es  Beobachtungsfehlers  verkleinern,  er  kann  sie  aber  auch  vergrössern, 
nd  wir  dürfen  daher  wohl  annehmen,  dass  die  (jesammiwirkung  dieser 
t*iden  Fehler  auf  die  aus  Ein-  oder  Austritten  gefolgerte  Sonnenparal- 
xe  im  Mittel  für  jede  einzelne  Beobachtung  grösser  wie  OM  ist. 

53. 

üehen  wir  zu  den  Distanzmessungen  um  die  Zeit  der  grOssten  Phase 
>er,  so  sehen  wir  sowohl  aus  den  betreffenden  Formeln,  wie  aus  dem 
>igen  Verzeichnisse  der  Punkte  der  Curve  der  grössten  Phase  im  Hori- 
nt,  und  auf  den  beiden  dazu  gehörigen  llauptliöhencurven,  dass 
— X — fi)  sehr  nahe  =  0  ist ,  und  dasselbe  findet  daher  auch  auf  allen 
I'  die  Beobaclitungen  um  die  Zeit  der  grössten  Phase  günstigen  Beob- 
hlungsörtern  statt.  Nehmen  wir  daher  im  gegenwärtigen  Falle  als 
iximuni  (/ — k — fi)  =  0?3  an,  da  hier  wohl  selten  diese  Function 
össere  Werthe  annehmen  wiixl,  so  ergiebt  sich 

cos// r/(>o  =  +  0.00023  {dt—dk) 

»d  es  würde  also  ein  Beobachtungs-  oder  Lüngenfehler  von  ohngeßüir 

7«"  20«  =  1«öO' 

forderlich  sein,  um  OM  in  rf(>„  hervorzubringen.  Ein  solcher  Felder 
nn  nie  erwartet  werden,  und  es  kann  daher  der  Satz  aufgestellt 
irden, 

*>class  durch  Distanzmessungen  um  die  Zeit  der  grössten  Phase,  an 
»» übrigens  günstig  gelegenen  Beobachtungsörtern,  die  Sonnenparallaxe 
■o  rast  unabhängig  von  den  Fehlern  der  Länge  des  Beobachtungsortes 
•»und  der  Beobachtungszeiten  gefunden  wird.« 


Ich  bin  geneigt,  dieses  für  einen  grossen  Vortheil  dieser  Beslin^.  ^ 
niungsart  zu  halten. 

Man  kann  diesen  Satz  weiter  ausdehnen.  Da  der  Coefficier-»  £ 
(/ — A — /Li)  der  Zeit  proportional,  und  während  der  grössten  Phase  fa^^f 
Null  ist,  so  muss  er  für  Beobachtungen  in  gleichen  Zeitintervallen 
und  nach  der  grössten  Phase  nahe  denselben  Werth  bekommen,  ab 
für  di(^  erste  von  je  zweien  solcher  Beobachtungen  negativ,  und  Tür  (ft.ie 
zweite  positiv  sein,  üa  ferner  gleichartige  Ein-  und  Austritte  in  nalje 
gleichen  Zeitinler\'allen  von  der  grössten  Phase  erfolgen,  so  nuiss  Wtkr 
diese  derselbe  Fall  eintreten.  Da  endlich  in  der  grössten  Phase  auch 
der  l^oefllcient  des  Fehlers  der  Beobachtungszeit  sein  Zeichen  wechselt, 
wie  aus  den  Gleichungen  des  Art.  20  hervorgeht,  so  bekommen  x\ir 
den  folgenden 

Satz. 

»Die  Verweilungen  der  Venus  vor  der  Sonnenscheibe  sind,  wenig' 
»stens  an  den   günstigen  Beobachtungsörtern ,   von  der  Länge    d^ 
»Beobachtungsortes,  und  folglich  auch  von  dem  Fehler  derselben  f^^ 
»unabhängig.» 

Man  darf  indess  hieraus  nicht  schliessen ,  dass  es  unbedingt  v^y^' 
theilhafl    ist,    statt  der   Ein-   und  Austritte  selbst   ihi-e   Unterschie?^'^' 
die  Verweilungen,  der  Rechnung  zu  unterwerfen.    Durch  dieses  V^^^^' 
fahren  würde  man  das  Resultat  in   Bezug    auf  die  Sonnenparall»  ^^ 
abschwächen ,  indem  die  Beobachtung  einer  Vei-weilung  nur  das  lialÄ-^ 
Gewicht  der  Beobachtung  eines  Ein-  oder  Austrittes  hat,  und  der  (lo€^'" 
liciiMil    der  Sonnonparallave    in    der   der   Verweilung   entsprechent/t  "*" 
Bedingungsgleichung  nicht  auf  das  l)opi)elle,  wie  es  unter  diesen  L'/»   ^' 
ständen   sein  sollte,   wächst.     Gemeiniglich    hat  dieser  Coellicient  ni  -^^ 
entweder  für  den  Eintritt,  oder  nur  für  den  Austritt  eine  angemessen 
oder  günstige  Grösse,  und  kann  daher  in  der  Addition  der  beiden  B( 
dingungsgleichungen    für   Ein-    und    Austritt   nicht   das    Doppelte  d(r^     ^"^ 
günstigem   Coetlicienten   erreichen.     Es   bleibt  daher,   ungeachtet  di^^^^ 
obigen   Satzes,   das  Vortheilhafteste,   Ein-  uml  Austritte  flJr  sich  dt=^==^' 
Rechnung  zu  unterwerfen. 
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S4. 

Gehen  wir  zu  dem  mit  db'  imiltiplicirten  Gliecle  der  DitVeivntial- 
ieliung  des  vonorigeii  Art.  über,  so  tinden  wir  rui"  den  in  Hede 
1  enden  VenusvorUbergang 

cos  II  d()o  =  +0.361  db' 

y  \"  Felller  in  der  gemessenen  einzelnen  Entfernung,  winde  wenig- 
es 0736  Fehler  in  der  Sonnenparallaxe  geben.  Aber  da  man  so  kleine» 
nkel,  wie  die,  welche  hier  zu  messen  sind,  mil  Anwendung  von 
eckmässigen  Mikrometern,  zumal  wenn  die  Beobachtungen  so  oft, 
3  im  gegenwUrligen  Falle  möglich  ist,  wiederhoU  winden,  weil 
lauer  wie  auf  Kine  Secunde  messen  kann,  so  wird  der  aus  den 
;tanzmessungen  auf  einer  Station  hervorgehende  mittlere  Fehler  um  so 
hr  kleiner  angenonnnen  werdcsn  müsscm,  und  es  darf  erwarte!  wer- 
n,  dass  er  in  seiner  Wirkung  auf  die  Sonnenparalla\(*  O-'l  nicht 
eichen  wird. 

Um  die  Verkleinerung  {\(i^  Fehlers  durch  Wiederholung  der  Mes- 
Igen  nocli  mehr  hervor  zu  heben,  mache  ich  darauf  aufmerksam, 
«  zufolge  des  Art.  43  die  gemessene  Entfernung  b  der  Mittelpunkte 
•  Venus  und  der  Sonne  aus  den  vier  einzi^lnen  geniessenen  Künder- 
feniungen  d,  (/',  (/",  d"'  durch  den  Ausdruck 

b  =  i[(r—d:'—d'—d) 

ünden  wird.  Nehmen  wir  aber  den  mittleren  Fehler  Einer  Beobach- 
ig  einer  Künderberührung  zur  Einheit  an,  so  ist  der  mittlere  Kehler 
er  Bestiuunung  von  b  aus  vier  einzelnen  Beobachtungen  der  Rjlnder- 
lührungen  =  i ,  und  drücken  wir  di(>ses  in  dei'  obigen  Form(»l  aus, 
bekommen  wir  schon 

cos ////(;«  =  Hh  0.181  db 

itzt  man  den  mittleren  Fehler  Einer  Beobachtung  einer  Ründerbcrüh- 
ing  =  0-'5,  welche  Annahme  wohl  eher  zu  gross  als  zu  klein  ist,  so 
irti  aus  Einer  l>eobachteten  Mittelpunkti>entfernung  schcm 

cos//(/(>o  =  ±  0'.'090 

lalten,  und  die  Wiederholungen  der  Messungen  der  Mittelpunktsent- 
nungen  müssen  nothwendiger  Weise  diesen  mittleren  Fehler  noch 
leutend  verkleinern. 


Wirft  man  nach  diesen  Auseinandersetzungen  wieder  einen  Blicr^  fc^ 
auf  die  beiden  Planigloben,  so  wird  man  finden,  dass  günstige  Beobac^kim— 
tungen  in  der  Nahe  der  grössten  Phase  auf  der  südlichen  Halbkugel  il    ^]>(r 
Erde,  während  des  Venusvorüberganges  des  Jahres  1 874  wohl  in  den  fc-  tE^- 
reich  der  Unmögliclikeit  fallen  werden.  Denn  die  südliche  Haupthohe—  fi- 
curve  der  grössten  Phase,  und  die  dazu  gehörigen  isostlienischen  Kreisb^  ei- 
gen, liegen  in  ihren  günstigen  Theilen  theils  in  dem  antarktischen  Eismee ^r-e^, 
theils  auf  den  noch  zweifelhaflt^n  oder  ganz  unbekannten  Continent-'^?iii 
am  Südpole,  die,  wenn  sie  auch  inzwischen  constatirt  werden  sollt^^ci, 
wohl  so  unwirthlich  sein  werden,  dass  keine  Rechnung  auf  sie  gemac:rlit 
werden  kann. 

Dahingegen  bietet  die  nördliche  Halbkugel  für  Beobachtungen  ^«.^  lu 
die  Zeit  der  grössten  Phase  ein  weites  Feld  dar,  welches  in  Sibiri^E^ii, 
ohngetUhr  bei  Tomsk  anfangend,  sich  bis  zum  Okhotschen  Me^E^i^ 
erstreckt,  und  das  Amurgebiet,  die  Küsten  der  Mandschurei,  die  Ja  S-^^ 
nesischen  und  einen  Theil  der  Kurilischen  Inseln,  die  Halbinsel  Koi-«=?a, 
sowie  einen  Theil  von  (Unna  in  sich  fasst.  Hier,  meine  ich,  ist  die  vor- 
theilhaftesl^  Ausbeutung  dei*  zuniichst  bevorstehenden  Erscheinung  m^es 
VenusvoiHiberganges  zu  erwarten. 

56. 

Um  auch  den  Verlauf  des  nächsten  Venusvorüberganges  an  einifje'* 
gegebenen  Oertern  kennen  zu  lernen,  habe  ich  nach  den  Ausdrücken 
des  §  8  der  oft  angezogenen  Abhandlung  diesen  zunächst  für  vief 
Oerter,  von  welchen  zwei  auf  der  nördlichen  Halbkugel  in  der  Nähe  d^"" 
llaupthöhencurve  für  die  grösste  Phase,  und  zwei  auf  der  südlichen 
llalbkui^ei  in  der  iNüho  iler  Haupthöheneunen  für  die  Ein-  und  Austritte 
liegen,  l)(M(*chnel,  und  die  folgenden  Resultate  erhallen. 

Nertschinsk. 
(p  =  öl"  28'  26",     A  =  M  4M  4'  44" 

w.  Z.  d.  Beobachtungsorlcs 

Erste  Uussere  Runderberührung  Dec.  8.  21**  37™    8" 
Erste  innere            »         »  22      3    30 

Grösste  Phase Dec.  9.     0      2      4,6'=  2' 55" 

Zweite  innere  Ründerberührung  2      0     10 

Zweite  iiussere       »  »  2    26    48 


O'tJ       Bestimmung  der  Sonnenpauallaxe  durch  Vkndsv()Hi.;uekgange  otc.     o19 
mit  den  Positionswinkeln 


Ö=  51'>28', 

(k 

=  73"  8' 

=  46  4 

=  04  5 

=  14  29 

=  14  9 

=  342  55 

=  324  21 

=  337  31 

=  315  19 

M««n  sieht,  class  hier  in  iler  gr()ssU»n  Phase  der  Positionswinkel  öo  den 

NV^cjrtli  0  noch  nicht  erreicht  hat,  wie  auch  aus  dem  Phiniglob  hervor- 

gt^lU,   da  Nerlschinsk   hetriichthch   weslHch  von  der  llaupthcihencurve 

lic:>gt.  Man  kann  sehr  gUnslige  Beol)achluni;en  csrhahi^n ,  wenn  man  die 

Dis^lanzniessungen  bei  ohnj^ePahr  ^>ü  =  2ö",  und  violhMcht  noch  gWKsserem 

W^erthe,  antl&ngt,  und  forts(Mzl  his  (k  auf  (Um*  aiuhMen  Seite  des  Vertical- 

kroises  ohngeführ  d(4iselb(»n  WcmUi  erreicht.    Da  /f  =  243*' 43'  ist,  so 

findet  man  dass  in  dei*  ü;r()ssten  Pliase 

{i—x—fi)  =  0"  3;V 

also  noch  scfhr  kh^in  ist,  obgleich  N(M'tschinsk  b(»trjiclitlicli  weit  von  der 

Äau|)thöliencurve  Tür  die  grosstc*  IMiasi»  li<\gt.  Der  CoelTicienl  von  ili — dk 

l^al  hier  also  sehr  nah(»  denselbcui  WcMlh,  wi^lcher  in  dem  Beispiel  des 

Art.  53  an!;enonnnen  wunk^    Die  vorst4^h(*nd(*n  W(»rthe  der  Positions- 

Winkel  Öu  zeigen,  (hiss  di(^  Beobachtungen  dcM*  Ein-  und  Austritte  nur 

geringen  Werth  haben  können ,  und  dass  der  Ausliitt  grösseren  Werth 

haben  muss  als  der  Kinhitt,  zeigt  der  Planiglob  schon  ihidurch  an,  dass 

NerLschinsk  der  Haupthölu^ncurve  für  die  Austrilt(»  nliher  liegt  als  der 

ftlr  die  Einlritle.  Dass  die  gn'issti^  Phase  kurz  nacli  dem  wahren  MitUige 

statt  fhulen  nmss,  zeigl  auch  der  Planiglob  an,  indem  Nerlschinsk  der 

Cime  für  die  gnisste  Phas(»  im  Miltagi^  sehr  nahe*,  und  auf  der  östlichen 

Semite  dersell)en  liegt. 

Hakodadi  (Khakodad,  liakooao). 
(p  =  41"  40'  :\r  ,     k  =  138"  24'  42" 


w.  Z.  <1.  BcoI>nclllun^sortcs 

Erste  äussere  RUnderbertihrung  Dec.  8.  23^  12"^  16" 

Erste  innere         »           »  23   38    47 

Gi-össte  Phase Dec.  9.     1    30   -22,    fr' =  2' 51 

Zweite  innere  Ränderberührung  3    34    17 

Zweite  äussere     »           »  4      0    58 

Abhandl.  d.  K.  S.  Ot^fiMlscb.  d.  WisMon^rli.  XIV.  3Q 
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mit  den  Positionswinkeln 

ö=  51«  32'  (k=    61"  16' 

=  46  10  =  50  34 

=  1 4  38  =  355  30 

=  343  6  =  308  41 

=  337  44  =  297  9 

l)i(»  l)istanzinessiin2i>;en  sind  hier  eben  so  einzurichten  wie  im  vorigen 
li(»is|)i(»l.  Man  sieht,  dass  hier  kmze  Zeit  vor  dem  Eintreffen  der  fi;röss- 
ten  Phase  Ö(»  =  0  wird,  welches  d(»r  Planiglol)  bestlUigl,  indem  Ilakodadi 
ein  wcsnig  östlich  von  der  llaiipthöhenciirve  liegt.  In  der  grösslcn  Phase 
wird  hier 

[l—x—^l)  =  —  0«  2' 

also  äusserst  klein.    Die  Beobachtungen  d(»r  Ein-  und  Austritte  haben 
hier  nur  geringen  Werlh. 


Kerguelens  Inseln  (WeihnachLshai'en) 
(^  =  _  48«  41'  15"  ,     A  =  66»  42'  0" 


\v.  Z.  «I.  R(M)hji<*lilunj:s(>rlos 

Krst(»  iuisscrc  Rand(Mb(Miilirung     Dec.  S.    1S^  3i)"'  öi*" 

Erste  innere          »            »  19    10    19 

Grösste  Phase :>0    53     16,    t'=2'1* 

Zweite  iiinori^  KiUi(l(MlM'rührung  ii    36    36 

Zweite  iiusserci     »            »  2J3      6     1 3 
mit  den  PositionswinkcHn 

0  =  47'^  34'  (k  =  182"  27' 

=  41  n  =  175  30 

=  14  17  =  151  19 

=  347   5  =  139  46 

=  340  49  =  141  39 

Die  Eintritten  halx^n  hier,  wie  vorausgesehen  werden  konnte,  eine  gü 
stige  Lage,  in  der  grössten  Phase  ist  die  Lage  nicht  ganz  ungünsti 
aber  die  Austritte  haben  fast  ä:ar  keinen  Werth,  zumal  die  Sonne  wäl 
rend  derselben  sehr  hoch  steht. 


:« 


€i  4  ]         Bkstimmüng  dkr  Son.nkm'arallaxe  rujRrH  VKNiisvouiBKRGÄNGii:  elo.     1)2  I 

Aucklands-Insc^ln  (Bai,  Sarahs  Busen  . 

■ 

y  =  —  ÖO"  33'  i.'J"  ,     ;.  =  163«  54'  27" 

w.  Z.  (1.  Boobnchtungsortos 

Krste  aiissoro  RUnilerborühnini^  Dec.  9.    P'    0"  48" 
FJrslo  innere         »            »  1    30       Ü 

Grösste  Phase \\    \K    29,    //=2'r 

Zweile  innere  RünderluMilhninu;  4    39     19 

Zweite  äussere     »  »>  5    29      1 

11^  i  t  den  Positionswinkehi 

n  =     48»  32'  ÖO  =  247"  ;)9' 

=  42  23  =  249  10 

=  I 4  50  =  235  39 

=  347  18  =  210  33 

=  341   ü  =  204   4 

liier  sind  die  Auslritle,  wie  voraus  zu  sehen  war,  die  günsligsten, 
tifiil  dass  in  denselben  Wo  sieh  24"  bis  31"  von  180"  entfeml,  rührt  da- 
von her,  dass  die  AuckUuuisinsehi  ziemhch  weit  von  der  betreuenden 
Haiipthöhencurve  entfernt  liegen.  Sowohl  die  grösste  Phase  wie  die 
Eintritte  haben  hier  nur  geringen  Werth. 

ich  füge  dem  Vorstehend(^n  hinzu,  dass  ich  die  geographischen  Po- 
^■tionen  der  Conn.  des  leuips  entnommen  habe. 

57. 

Die  Uegeln,  nach  welchen  im  Vorliergelienden  die  verschiedenen 

^-^^^i'ter  in  Bezug  auf  die  Günstigkeit  zur  B(».stimmung  der  Sonnenparallaxe 

■^^"^tirlheilt  worden  sind,  besitzen  freilich  keine  vollstiindige  geometrische 

^***iinge,  aber  sie  sind  in  solchem  Grade  genühert,  dass  sie  eine  sehr 

'^«^lie  richtige  Einsicht  in  die  Sachlage  g(»wühren.    Um  vollstl&ndig  genau 

^■^  statt  findenden  Umstände  in  Erfahrung  zu  bringen,  giebt  es  aber  ein 

^* ■'flaches  Mittel,  und  dieses  besteht  darin,  dass  man  die  (^oefficienlen 

^^-^■^  Bedingungsgleichungen  für  die  Verbesserung  der  der  Rechnung  un- 

^^Ä^^elegten  Elemente  nach  den  im  Art.  40  u.  f.  dafür  entwickelten  Aus- 

'^■^ticken  berechnet,  denn  diese  zeigen  mit  vollständiger  Schürfe  die  Gün- 

^^i^keit  oder  UngUnstigkeit  für  die  Erlangung  der  Sonnenparallaxe. 

Ich  habe  diese  Coefficienten  daher  für  die  vier  im  vor.  Art.  betrach- 
^  ^-^n  Beobachtungsörter  berechnet,  und  die  folgenden  Resultate  erhalten, 
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ticrcn  je(l(!s  sicli  auf  dio  fünf  bercchnoten  ZeitiiionicnUi  Ix^zieht.    13 i 

■ 

lotzU-!  (loluinini  giobt  die  jcHlesmalifjje  Sonneuluilie. 


Goefficienten  der  Bedingungsgleichongen. 

Ncrlschinsk. 


d(>o 

dX-dV 

dß 

dJ'±d.f, 

dito 

H 

-0.2842 

— 0.70()2 

4-0.6864 

—  0.3669 

4-0.01480 

90  21' 

—0.4200 

—0.6385 

4-0.7497 

—  0.3669 

4-0.01286 

11    27 

—  0.0292 

-0.1523 

4-0.9729 

0 

-0.00009 

15    40 

-0.70:n 

4-0.3791 

4-0.9092 

—  0.3669 

—0.01303 

11      6 

—  O.GOO? 

4-0.4623 

4-0.8691 

—  0.3669 

—  0.01495 

8    58 

[lukoi 

iladi. 

— o.4:uo 

dl^dr 
-0.7070 

dß 
4-0.6854 

d.r±d.1, 
—0.3669 

älo 

// 

4-0.01482 

24»  26' 

-0.5716 

—0.6393 

4-0.7487 

—  0.3669 

4-0.01290 

25      9 

— 0.y22() 

—  0.1544 

4-0.9727 

0 

—0.00004 

21    36 

-0.5739 

4-0.3758 

+  0.9102 

—  0.3669 

-0.01296 

8    34 

—0.4529 

4-0.4595 

4-0.8658 

—  0.3669 

-0.01487 

4    42 

Kerguoleii 

iS-lnseln. 

dQo 

cü-dr                dß 

d.V±d.1, 

dX. 

H 

4-0.920(1 

—  0.6578 

4-0.7328 

—  0.3669 

4-0.013H 

23»  30' 

4-0.8790 

-0.5723      4-0.8015 

—  0.3669 

4-0.01102 

28    30 

-h0.()192 

—  0.1486      4-0.9737 

0 

—  0.00018 

45    16 

-♦-0.:<908 

4-0.3116      4-0.9366 

—  0.3669 

-0.01147 

59    32 

-h  0.3700 

4-0.4119     4-0.8967 

1 

—  0.3669 

—  0.01380 

62    15 

Aiicklaiul 

s-lnseln. 

''(>0 

dk-^dr 

dß 

d.r±d.t, 

dlo 

H 

-*-0.19IO 

—  0.6701 

4-0.7216 

—  0.3669 

4-0.01376 

60»    5' 

-*-0.1952 

—  0.5889 

4-0.7895 

—0.3669 

4-0.01147 

57  21 

4-0.4093 

-0.1581 

4-0.9720 

0 

4-0.00005 

43    2« 

-*-0.7(>48 

4-0.3077 

4-0.9352 

—  0.3669 

-0.01137 

27      4 

4-0.8447 

4-0.4071 

4-0.8963 

—0.3669 

—0.01367 

22    24 

Dii\s('i  Co(ilticienlea  bestätigen  die  im  Vorhergehenden  abgeleiteten 
allgemeinen  Bemerk ung(^n,  und  prilgen  sie  scharfer  aus.  Man  sieht,  dass 
die»  Coeflicienlen  von  c/po  für  die  lieobachlungsgallungen,  die  im  Voraus 
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'  konnlen,  der  Zahl  Eins  sehr  nahe  kom- 

'  fi'iilcn  von  d(t„  für  die  Itcobachtungen,  die 

^  bezeichnel  wurden,  in  der  Thal  viel  kleiner 


1  Hakodadi,  die  in  den  günstigen  Bereich  der 
>  für  die  grösste  Phase  fallen,  werden  für  diese 
'  hinreichend  gross,  aber  Tür  die  Ein-  und  Aus- 
fei  kleiner;    die  CoefQeienten   Tür  die  Austritte  in 
I  indessen  für  hinreichend  gross  gehalten  werden 
^Ket^uclens-Ioseln,  die  in  den  günstigen  Bereich  der 
|biBb(%en  für  die  Eintritte  fallen,  sind  auch  die  CoeHi- 
Knlritte  hinreichend  gross,  aher  fllr  die  übrigen  Phasen 
und  dasselbe  Iritll  bei  den  v\ui'klauils-lnseln  in  enl- 
r  Beziehung  ein. 
^t  ferner,  dass  dieCoelticienten  der  übrigen  Verbesserungen 
?  in  Betracht  gezogenen  Stationen  last  dieselben  sind,  und 
PCoefficienlen  für  ilX«  in  der  grösslen  Phase  überall  so  klein 

s  sie  für  Null  erachtet  werden  können. 
wr  erkennt  man,  dass  die  Coefficienlen  von  J(j,|  auf  der  nörd- 
bd  der  südlichen  Halbkugel  entgegengesetzte  Zeichen  haben, 
Je'  die  Coeflicienten  der  tabularischen  Fehler  lU  —  dl'  und  dß 
I  Zeichen  behalten.  Hieraus  entspringt  die  Eigen!>chan,  dass 
I:  durch  Verbindung  von  Beobachtungen  auf  beiden  Halbkugeln  die 
blfehlcr  vuiu  Fehler  des  vorläufig  angenommenen  Werlhes  der  S<jn- 
iparallaxe  trenneu,  und  beide  sicher  bestinunun  kann, 
I'  Fragt  man  nach  den  Coeflicienten  der  Hedingungsgleichungen  für 
k  Verweilungen,  so  bekommt  mau  diese  aus  den  vorstehenden  durch 
tse  Addition.  Man  erhall  z.  B.  für  die  Aucklands-lnseln  die  folftenden 
Ofßcientcn  für  die  Verweilungen  zwischen  den  liusseren  und  inneren 
iderheruhrungen. 


k       Äo,          1      d).-dl'       1           dfi 

d.;'±rf./, 

<u. 

|fe*.t.0357     — n.2l):H)  1  +i.iHTi 
K-4-0. 9611(1      —*).'iHi2      +1.7^17 

— 0.7:13  K 

-o.7:i;!S 

+0.000011 

+o.ooofn 

Jnterschied  zwischen  den  belrelfenden  Berührungen  entspre- 

»Goefßcienten  von  lU,  siud  zwar  sehr  klein  geworden,  aber 

Wien  von  di>^  habtm  sich  für  eine  sichere  Bestimmung  dieser 


Grösse  nicht  hinreichend  vergrössert.  Da  das  Gewicht  der  Beobachtung 
einer  Verweilung  nur  halb  so  gross  ist,  wie  das  Gewicht  der  Beobach- 
tung einer  Händerberilhrung ,  so  hatten,  um  gleiche  Genauigkeit  geben 
zu  können,  die  vorstehenden  Coeflicienten  von  d()Q  nahe  gleich  der  Zahl 
Zwei  werden  nitlssen,  wahrend  sie  nur  ohngeföhr  gleich  Eins  sind. 

In  Bezug  auf  d)^  bemerke  ich  noch,  dass  dieser  Grösse  selbstver- 
stündlich  für  jeden  voihandenen  Boobachtungsort  ein  anderer  Werth 
beigelegt  wcrih^i  niuss,  oder  dass  man  eben  so  viele  verschiedene  cfAo 
einfühlen  muss  als  Beobachtungsörter  vorhanden  sind.  Ich  wiederhole, 
dass  man  bei  der  Auflösung  der  Bedingungsgleichungen  durch  die  Me- 
thode der  kleinsten  Quadrate,  die  Werthe  der  verschiedenen  dJin  nicht 
zugleich  bestimmen  darf,  da  dieses  eine  schädliche  Rückwirkung  auf  die 
Bestimmung  der  übrigen  Unbekannten  bewirken  kann.  Aber  man  braucht 
deshalb  die  Glieder,  welche  die  dAo  enthalten,  nicht  wegzulassen,  son- 
dern kann  sie  in  der  Auflösung  der  Bedingungsgleichungen  mit  durch- 
gehen lassen,  und  auf  diese  Weise  die  Übrigen  Unbekannten  in  Function 
der  verschiedenen  c/Ao  l)estinmien ;  man  gelangt  dadurch  zur  Kenntniss 
des  Einflusses,  den  die  Fehler  in  den  angenommenen  Langen  tier  Beol>- 
achtungsörter  auf  das  Endresultat  ausUl)en. 

58. 
Da  in  dem  Venus  vor  übergange  des  Jahres  1874  die  günstigen  Be- 
obachtungsörter auf  der  südlichen  Halbkugel  der  Erde  nur  spärlich  vor- 
hamhni  sind,  so  habe  ich,  um  g(»nauer  üImm'  den  relativen  Werth  cinigcM* 
(lers(»llK*n  (MÜscli(M(l(^n  zu  können,  die»  (IcHHÜcii^nlen  der  Bedingungsglei- 
cluini;(Mi  noch  einii^iM'  andcMHM',  dort  ailiMiralis  auch  auswahlbarer  Statio- 
n(»n  berechnet ,  bin  alxM*  dabei  mit  w(»niii;(M*  (Genauigkeit  als  bei  den 
vorsl(»h(Mul(*n  OcmIcmii  verfahren,  und  habe»,  auch  statt  der  Coetlicienten 
(1(M-  Kiin(l(M'borüiuun,i4cn ,  die  der  B(M'ührung  des  Venusmittc'lpunkts  mit 
(l(Mi  SonniMiriuulcM'n  img(*sclzl;  man  kann  durch  diese  sich  schon  eine 
V()rst(»llunü:  von  di^r  Grösse»  der  (üoellicienten  für  die  Randerberührunizen 
machen. 

Crozets- Inseln  (Seegelbai). 
(p  =  —  iti^  26'  18"  ,     A  =  11)"  30'  19" 

Erst(»  Berührung  des  Miltel[)unkls     Dec.  8.    1 7*^47" 

Grösstc»  Phase 19    45  ,  ft'=  2'  IT' 

Zweite  Berührung  (l(»s  Miltel|)unkts  21    43 
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lit  den  Positionswinkeln 

ö„  =  1 79?i 
=  U5.7 
=  122.9 

od  den  CoefTicienten  der  Bedingungsgleichungen 


+  0.969 
+0.683 
+0.318 

cü-di' 

—0.615 
-0.149 
+0.360 

dß 

+  0.769 
+0.973 
+  0.9^6 

d.r±dJ, 

-0.367 

0 
-0.367 

dXo 

H 

+0.0H9 
-0.0002 
— 0.0128 

r4?3 
34.3 
54.0 

Edwards-Inseln  (die  westlichste), 
(p  ==  —  46"  45'  0",     A  =  35"  15'  55' 
Erste  Berührung  des  MiUeljuinkts     Dec.  8.   16^  5P 


Grössle  Phase 
Zweite  Beruh  ru 

18    49  , 
s               20    46 

6'  = 

ng  des  Mittelpunkt 

Qiit  den  Positionswinkeln 

Ö„  =  1 83?1 

=  146.7 

=  H8.1 

und  den  Coeflicienten  der  Bedingungsgleichungen 

rfC'o 

dl-dV              dß         i  dJ'±dJ, 

dl^ 

... 

+0.0119 
—0.0002 
—0.0128 

u 

5?5 
24.6 
44.7 

+0.994 
+0.760 
+0.334 

-0.614 
—0.149 
+  0.357 

+0.771 
+  0.974 
+0.918 

-0.367 

0 
—0.367 

=  2'  1 0" 


it  t\ii 


Mauritius  (Ludwigshafen). 
y  =  —  20»  y  45" ,     X  =  55»  1 2'  0' 

Erste  Berührung  des  Mittelpunkts     Dec.  8.  IS""    8" 

Grösste  Phase 20    1 0  ,    fc'  =  2'  20" 

Zweite  Berührung  des  Mittelpunkts  22    1  i 

ait  den  Positionswinkeln 

^„  =  153?2 
=  112.7 
=    71.« 
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und  den  Coefficienten  der  üedingungsgleichungen 


dQo 

dil-dr 

dß 

+0.759 
+0.974 
+0.910 

dJ'±  d^, 

—0.367 

0 
-0.367 

<^ 

H 

9?5 
36.7 
64.5 

+0.880 
+0.311 
-0.139 

—0.629 
-0.148 
+0.380 

+  0.0126 
-0.0002 
—0.0130 

Es  Hessen  sich  noch  mehrere  solcher  Oertw  aufstellen,  allein  ich  ni(3ioe 
mich  mit  der  Aufstellung  der  vorstehenden  begnügen  zu  können. 


Zusatz  1. 


Die  Parallaxe  der  Distanz  l)etreffend. 


59. 

In  der  Anmerkung  des  Art.  30  habe  ich  die  isosthenischen  Kreis- 
bögen erwähnt,  die  Lag  ränge  in  Bezug  auf  die  Parallaxe  der  Dista^^ 
erhalten  hat,  es  kann  daher  von  Interesse  sein  zu  ermitteln,  ob  die?»® 
mit  den  hier  entwickelten  isosthenischen  Kreisbögen ,  die  sich  auf  d^^^ 
Coefficienten  von  d^^  beziehen,  identisch  sind  oder  nicht.    Suchen  w^  **" 
zu  dem  Ende  einen  einfachen  Ausdruck  für  die  Parallaxe  der  Dislaa-^^' 
Denken  wir  uns,  gleichwie  Lagrange,  zwei  Gestirne  in  messbare^  ^ 
Entfernungen   von   der  Erde,  denen   in   irgend  einem  Zeitpunkte  df  ^'' 
Horizontalparallaxen  p  und  p  zukommen. 

Seien    in    demselben    Zeitpunkt    der    Azimuthunterschied    diese  ^ 
beiden  Gestirne  a^  ihre  vom  Mittelpunkt  der  Erde  aus  gesehenen  Höho"* 
U  und  //,  dies(»lben  von  irgend   (»inem  Punkt  der  Erdoberfläche  aus^ 
gesehenen  //   und  //',  ihre  vom  Mittelpunkt  der  Erde  aus  gesehene 
gegenseitige  Eutfeinung  /,  und  dieselbe  von  demselben  Punkt  der  Erd- 
oberflüche aus  gesehene  Z ,  dann  erhalten  wir  sogleich 

cosZ  =  sini/sin7f  -h  cos  i/ cos // cos  « 
cosZ  =  sin  7/  sin  77'  +-  cos  77  cos  77' cos  (i 

Mit  Uebergehung  der  Quadrate  und  höheren  Potenzen  der  Parallaxen 

sind  aber 

77   =77  —  p  cos  77 

77;  =  ir  —  p  cos  ir 


Bestimm  iNG  i 


cli«i*cli  deren  Siibstitulton  m  die  vorslelie.n(li.'n  Gleieliungen  sicli 

cosZ^  =:  co&Z — p  Jcos//  sin  //' —  siii//eos//'  cosa\cosll 
—  ;)' j sin // cos //' — cos//  sin//  cosajcos//' 
er^ii^lit.    Bulrachlen  wir  das  Drciuck,  welches  die  obige  Gleichung  TUr 
cos>  Z  geyeheii  hal ,  niiliL'i',    In  diesem  sind  die  Seiten 

Z,  liO»— //,  90"—// 
tincl  der  der  Seile  Z  gegenüberliegende  Winkel  ist  a.  Nennen  wir  die 
«lc*n  beiden  anderen  Seilen  l>ez.  gegenüberliegenden  Winkel  6»  und  0'„, 
tMi  sind  öl)  und  (/„  die  vom  bez.  Verticalkreise  an  gezühllen  Posilions- 
xvinkel  des  einen  Gestirns  in  Bezug  auf  das  andere,  von  welchen  der 
eine  oder  der  andere  mit  dein  im  Vorhergehenden  ft,,  genannlen  Posi- 
lionswinkel  bis  auf  sehr  Weniges  idenliscli  i«I.  Das  l)ezeichnele  Dreieck 
gilibt  aber 

cos  //'  cos  rt  =  cos  Z  cos  //  —  sin  2  sin  //  cos  Ö,,' 
sin  H'  ^  cos  Z  sin  //  +  sin  Z  cos  //  cos  0o' 

eos  //   cos  a  =  cos  Z  cos  H'  —  sin  Z  sin  //'  cos  &„ 
sin  //  =  cos  Z  sin  //'  +  sin  Z  cos  //'  cos  6^ 

«lurch  deren  Anwendung  der  obige  Ausdruck  l'ur  conZ  in  den  l'olgea- 
«i««  übergeht, 

cos  Z  ^  cos  Z  —  ;)  sin  Z  cos  //  ctts  0,,'  —  p  sin  Z  cos  //'  rt)s  ft„ 
■^JVoraus 

Z  =  Z  -^  p  cos  //  cns  ((„  +  /)'  cos  //'  cos  % 
r*»»:;  Parallaxe  der  Distanz  hal  also 

;)  cos  //  cos  ö\,  +  //  cos  //'  cos  Ö,, 
■^**»*i  Aufdruck,  widuend  der  Coetlicienl  von  d(i„  in  der  Gleichung  zur 
***^'Kliiiiriuing  der  Stinnenparaliaxe  aus  einem  Veuusvorldjergaiige 

cos  //'  cos  Ö„ 
****ii  Ausdruck  hal,  da  nemlich  hier  //'  sehr  nahe  dasselbe  ist,  was  oben 
"    xvar.  Dies«!  beiden  Ausdrücke  sinil  zwar  mit  einander  verwandt,  aber 
'^'^^lil  identisch,  und  die  isoslhenischen  Kreisbfigen,  die  aus  denselben 
****  t*pringen,  sind  also  auch  mil  einander  nicht  identisch. 


528  P.  A.  Hansen,  [7* 


Zusatz  S. 

Von  der  Strahlenbrechim«;  der  Distanz  nnd  des  Posilionswinkels. 

60. 

Seien  z  und  z  die  scheinbanm  Zenithdistanzen  irgend  zweier 
Punkte  der  Himnielskugel,  a  der  Aziniutlialunterschied  derselben,  D  der 
Bogen  grössten  Kreises,  welcher  diese  Punkte  mit  einander  verbindet, 
also  die  scheinbare  Distanz  derselben.  Theilen  wir  den  Bogen  D  in  zwei 
gl(Mche  Theile,  nennen  die  Zenithdistanz  des  Halbirungspunkts  z,  den 
Positionswinkel  an  diesem  Punkte  jj,  und  bezeichnen  die  Azimuthaluntcr- 
schi(Hle  zwischen  z  und  z  mit  a ,  und  zwischen  z  und  z  mit  a  ,  dann 
geben  die  beiden  sphJirischen  Dreiecke,  die  somit  entstehen, 

sin  \  D  sin  p  =  sinz'  sina 

sin  j7)cos/>  =  — cosz  sinz  +  sinz'  cosz  cosa 

sin  J  D  sin  p  =  sin  z  sin  a" 

sin  {  I)  cos  /)  =  (?os  z  sin  z  —  sin  z  cos  z  cos  a" 

cos  J  D  =  cosz  cosz  +  sinz  sinz  cosa 
=  cos  z"  cos  z  +  sin  z"  sin  z  cos  a 

Dil  nur  (li(^  ersU^  PoIcmiz  der  Strahli^nhrecliung  berücksichtigt  zu  wenlen 
briiucliL  so  kann  die  Wirkung  (l(M'selb(Mi  auf  I)  und  p  durch  tlie  Diffe- 
rerUiation  dov  vorstehcMiden  GleichungiMi  erminelt  werden,  wobei  zu 
iM'iiKM'ken  isl,  dass  auch  a  und  a"  veriinderlich  angenonunen  werden 
miiss(»n.   Da  aber 

((  =z  a  -^  a 
und  (i  von  dcM*  Sirahlenbrechung  iiichl  gewundert  wird,  so  ergieht  sich 

da   =  —  da" 
Sel/t  man  ferner,  iUw  KinrichUmg  (h'r  Slrahleid)rechungslafeln  goniiiss, 

dz    =  r   Ig  c 
z    =  r   iu,  z 
so  i^iebt  di(i  Dillerenh'alion ,  UtU-h  einii^cm  leichlen  Ueductionen,  zuerst 

i  COS  i  I)  sin  pdD  -f-  sin  J  I)  cos  p  dp  = 

r  ^\\\\l)  sin/>  +  sinz'  vosada' 
.]  cos  .J  /)  i'A)i>pdl)  —  sin  i  /)  sin/)  dp  = 

r  (sin  i  /)  cos/)  -|-  - "— , )  —  cos  },  Ihlz  —  sin  z  cos z  sin ri' da 


1 

2 


t 
2 
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4  cos  i  D  sin  j)  ilD  +  sin  i  D  cos  /i  dp  = 

r '  sin  4  D  sin  p  -I-  sin  z  cos  «"  da 

J  cos  i  /)  cos  pdD  —  sin  J  D  s'mpdp  = 

r"  f  sin  }  D  cos  p  —    o""')  "*"  ^^^  ^  /Wz+sin  z"  cos  z  sin  a'r/a" 

und  durch  die  Eliniinalion  von  dp  aus  (lies(»n  (jleicluingon  onlsl(»lK»n 

cos  ^  DdD  =  r'fsin  ^  />  +  ■^'"",  cos  />)  —  cos  .}  I)  cos  pdz 
+  sin  z'  (cos  a  sin  />  —  sin  a  cos  j>  cos  c;  r/a 

cos  i  DdD  =  r"  ^sin  .J  ö  —  ■''^"^,,  cos;>j  +  cos  J  D  cos/)  dz 
-h  sin  z'  (cos  a"  sin  j)  +  sin  a"  cos  j)  (;os  2)  da"  . 

Man  findet  nun  leicht,  dass  die  (^oeflicienten  von  da  und  da"  in  diostMi 
Gleichungen  einander  gleich  sind,  denn  die  beiden  oben  eingefülnicMi 
Dreiecke  geben,  wenn  mit  p  und  //'  die  beiden,  gleichartig  gez<ililt(^n, 
Positionswinkel  an  den  End[)unkten  von  D  bezeichnet  werden, 

cos  a   sinp  —  sin  f/'  cos;)  cos  z  =  cos  J  D  sin  p 
cos  a  sin  p  +  sin  a"  cos  p  cos  z  =  cos  J  ö  sin  ;/' 
sin  z  sin  p'  =  sin  z"  sin  p "  =  sin  z  sin  p 

Unsere  Gleichungen  werden  hiemil 
|cos  I ßdfl :=  rYsin  4^ß  +  ^S  cospj — cosi />cos;>(/:3  +  cos  Jösinzsiu/u/(f' 

4  cos  j />(/!)  =  r Ysin  4  D —  ^^  ^^'^iM+^^^^i  öcosp(/z  +  cosi/)sinzsinp(/a" 
deren  Suniine,  wegen  da  +  da"  =  0  , 

cos  i  DdD  —  r  (s'miD  +  -^  cos  ;>)  -h  r"  (sin  J  />  —  ^^,  cosp) 

giebt.  Diese  Gleichung  gilt  für  jeden  Werlh  von  D,  nehmen  wir  aber 
an,  dass  D  auch  eine  kleine  Grössen  erster  Ordnung  sei,  von  welcher  nur 
die  erste  Potenz  berücksichtigt  zu  werden  braucht,  so  wird  diese  Glei- 
chung, da  jetzt  • 

4  i         ,       .     ,  f  I    sin  s 

1-  siniD  ---.,   cos  /) 

^  cos  ^3  ' 


COS  z  (*oä  z 

=   = Sm  U)  5-  COS  p 

gesetzt  werden  dürfen, 

•  dD  z=  4^r'  D{\  +  {ßh  cos'*^)  +  r  tgz  cosp 

+  ^  r '  />  ( I  -I-  tg  H  cos  '^p)  —  r"  tg  z  cos  /) 

Seien  ferner 

r  -I-  r"  =  2r 
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dano  kann  r  für  den  Coefficioiten  der  StrahlenbreohuBg  gekadteo  ym- 
den,  welcher  dem  Halbirungspankt  des  Bogens  0^  oder  dw  Zenitti- 
distanz  z  angehört,  und  eliminirt  man  hiemit  r^  md  V  tarn  dem  vor- 
stehenden Ausdrude,  so  bekommt  num 

dB  «  rD{i't-tgH<XM*p)+%Jristcoap 
wobei  wir  vorlHnfig  stehen  bleiben  wöSen. 

64. 

Gehen  wir  zur  Strahlenbrechong  des  PösiticmswiDkels  üher,  Jkn 
dem  vor.  Art.  n^ime  ich  die  Gleichnngen 

■^oös-^DwapdD  +  mniDeoapdp^a  ■  '. 

f'  mai^D  eiap-t-fänil  oos^ia 
■  '  ^ooa^DanpdD  -i-  eiaiD  eoepdp  vm 

r"  räi  ^'/}  dn  ji  +  sin  /  o66«"d»' 
und  eliminire  daraus ,  mit  Benutzung  der  Gleichungen 

sint'  coei^  m  cos^-D  sins-«-  «n^D  0002  cos;» 
nnz'  cosa"^  coe^Dsin«  —  änf  D  cos»  coaji 
a  ^  da -t- da" 
die  DifTerenliale  da'  und  da',  wodurch 

2  cospdp  =  r  (öinp  -1-  tg  4  />  cotg  2  öin;j  cosp) 
•+■  r"  {sinp  —  lg  Jö  colgz  sinp  cosp) 

urhalttiD  wird,  und  schain  man  hieraus  dD  durcli  die  oben  erhaltene 
Gleichung 

cos  I  DdD  Ä  r  (sin  i  O  +  ~;  cosp)  +  r'(sin  +  />  —  ^~  cosp) 
fort,  so  ergiebl  sich 

Up  =  —  ir'(^r~^,sin;)  — tgiDcotgZöinp) 

"•"  +'*'  (^i~<^  üinp  —  t^iD  colg z  sinp) 
welcher  Ausdruck  für  jeden  Werth  von  D  gilt.    Nimmt  man  wieder  an, 
dass  D  eine  kleine  Grösse  erster  Ordnung  sei ,  imd  eliminirt  cos  z'  und 
cos  z"  durcli  die  im  vor.  Art.  dafür  gegebenen  Ausdrucke,  so' verwandelt 
sich  der  Ausdruck  für  dp  in  den  folgenden, 

dp  ss:  —  }/  (-g-ini*^^  "*"  'S**  sinp  cosp) 
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woraus  durch  die  Einttihrung  von  r  und  ^Jr 

dp  =  —  rlg^z  sin;)  cos/)  —  z,/r      ^y  - 
eilt  steht. 

Die  im  vor.  und  vorvor.  Arl.  onlhallenen  Ausdrücke  für  dp  und  dl) 
s^iiici  schon  für  die  Anwonduni;  geeignet,  allein  sie  können  in  andere 
tiii.i£;estaltct  werden,  die  zweckmässiger  sind.  Zuerst  luMuerke  ich,  dass 
actitV)lgo  dos  Taylorschen  Salzes  mit  hi(»r  ausreichender  (lenauigkeit 

■  2. . /r  =  £(.'- z") 
12»!  ,  wofür  man  auch 

tii  dz    ^  I 

s^ohreilK^n  kann,   wenn  in  den  Modul    der   ange\Nandten  l^)garithmen 
l^otleutet.   Ferner  ist  mit  demselben  Grade  der  (Genauigkeit 

tiiicl  hiemit  gehen  die  g(Miann(en  Ausdrücke  in  die  folgendem  üh(M', 

dl)  =  rl)j  +  lg  '^:  cos  Y^  -i-  r  D    -^^j^  Ig  z  cos  '^) 

dp  ^=  —  r  Ig^z  sm/)  cos/>  —  r    —J^  Ige  sin;>  cos/> 
S^^tscl  man  nun 

d .  loji  r 

i-   =:  r  +  r  -     f-    sm  z  cos  z 

^nd  ftlhrt  r^  in  die  ershMi  Gliedi^r  dt»r  vorslehench^n  Gh^ichungen  ein ,  so 
>svorden  diese 

dD  =  VqD  (1  +  tg^z  cos ^p)  —  rD  —^^j^  sin z  cos z  sin ^) 

(/p  :=  —  r„  Ig^c  sm  ;>  cos  p  —  r  -^j;-^^ .  smz  cos  z  smjo  cos;> 

IK^t-  Vorthcii,  den  diese  Ausdrücke,  den  vorhergehenden   gegenüber, 

gONvähron,  besteht  darin,  dass  die  zweiten  Glieder  derselben  so  klein 

si^d,  dass   man  sie  nur  in  den  seltensten  Fallen   zu    berücksichtigen 

l>raucht.    Sie  wachsen  cvUritf  paribus  mit  der  Zenithdistanz ,  man  wiid 

aber  aus  der  unten  folgenden  Tafel  selum ,  dass,  wenn  man  die  wahren 

\Verthe  von    z  und  p  anwendet,   bei   z  =  85^  und   Z>=1000"  die 

J^aiima  der  zweiten  Glieder  in 

(/D  .  .  .  0'/054 
dp    .  .  .  5';o 
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betragen.  Niminl  man  hingegen  für  z  und  p  die  scheinbaren  Werthe,  so 
werden  diese  Maxhna  in 

(//)...   0:0*5 
(If    ...   4:7 

die  genieiniglieh  bei  Beobachtungen  unter  der  genannten  Zenithdistanz 
vergeben  wiMch'in  k^innen,  zumal  da  in  dem  Positionswinkel  eine  Genauig- 
keit bis  auf  O'l  i^evvöhnlich  ausreicht.  Diese  iMaxima  treffen  ftlr  diö 
Üistanz  bei  ;>  =  90",  und  =270«,  und  für  den  Positionswinkel  bei 
p  =  45"  oder  =  135«,  oder  =  225«,  oder  =  315®  ein,  und  da  aus  der 
vorstehenden  Abhandlung  henorgehf ,  dass  bei  den  Beobachtungen  der 
VenusvoridiergUnge  Positionswinkel,  die  in  der  Nühe  von  90®  oder  270* 
liegen,  vermieden  werden  müssen,  so  werden  die  obigen  zweiten  Glie- 
der bei  dei'  Reduction  der  Beobachtungen  dieser  Erscheinung  wohl 
übergangen  werchm  können.  Um  aln^r  Nichts  zu  vergeben,  habe  ich  sie 
in  der  imten  folgimden  Tafel  für  die  numerischen  Werthe  von  ro  niil 
aufi;enonnuen. 


G3. 


Ks  ist  noch  (I(M'  l^nfluss  des  Slaiules  dcM*  mcMeorologischiMi  Inslru- 
inenle  luif  diMi  WimIIi  von  r„ /n  enlwickehi.  Icli  werdi»  von  der  Bes- 
sel sehen  Form  der  SlrahltMibriH-hung  ausgehcMi,  nemlicli 


A  ;. 

r  =  H^i  y 

s(»l/en,  wo  [)  vom  BaroiiK^er-,  und  /  vom  rh(»rmom(»tersland  abhrmgig, 
von  {.Wv  Z(Mnlli(lislan/  unabhiingii;  sind,  wiihrcMul  «,  A,  /,  blos  von  der 
Z(Mulli(lis(an/  abhlmi^eü.   Kben  so  soll 

ru  =  (<uß  r 

sein,  und  (*s  sind  daluM*  dii»  Ausdrückt»  für  r^,,,  /l„,  A„  unabhängig  von 
^'Z  und  ;'  /u  iMilwiekehi. 

N(»hmen  wir  von  d(»r  oben  (Mng(»fülirliMi  Uelation 

r„  =  r  +  r       ,    -  sm  z  cosz 

den  Logarithmus,  uml  setzen  in  diesen  die  vorsiehenden  Ausdrücke  von 
;•  und  /•„,  dann  (»rhallen  wir  die  GltMchung 
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ioga„  +  A)  log/?  +  K  log/  =  log«  +  A  log/J  -h  A  log;/ 

-*-'^P  +  ^;3^^""^^^*^'^--^b^^  '^^S/*+  ,Üi  log  ;^]  sine  cos  rj 
=  log«  +  Alog/?  +  Älog/ 

d .  log  (X 


logjl 


tiuiz 


sinz  cosz 


oilor  wenn  der  letzte  Logarithmus  in  eine  lleihe  iiyfgelost  wird,  und 
iiiun  bei  der  ersten  Potenz  der  inuner  kleintMi  Diflerentiale  von  A  und  y 
stehen  bleibt, 

logo«  +  A^  log/S  +  A,,  log;/  =  log«  +  A  log/S  +  A  log;/ 
dÄ  dX 

smz  cosz  ^    snic  cosc 


dz  i       ^    ~  ds 

log/V 


1  +  — 3^—  sm  2  cos  c  i  H —    V  -  J^in  z  cos  z 

mds  md5 


tinü  da  dieser  Ausdruck  unahhiingig  von  (i  und  y  sUUt  linden  nuiss, 

«0  =  «  1 1  H 


rj .  log  « 

r—  smz  cosz 

A,  =  it     -1-  -   — _  sm  z  cos  z 
A,,   =  A       +        ,-  smz  cosz 


Nach  diesen  Ausdrücken ,  und  indem  ich 

r  d .  loa  r      . 

«0  =  —  r  — :p—  smz  cos 2; 

s^otzte,    habe    ich    mit   Zugrundelegung    der   Hesse  Ischen    Slrahlen- 
^^^^chungstafel ,  deren   Argument   die   scheinbare    Zenithdistanz  isl,  ^) 
^Ve    erste  Abtheilung   der  unten   folgenden  Tafel   berechnet,    welche 
^^r^,,  log «09  A)'>  ^  giebt.     Die  beiden  I^garithmen  gehciren  den  in 
Steilen  des  Kreisradius  ausgedrückten  Werthen  von  «„  und  «o  an,  wes- 
halb in  dem  Ausdruck  für  die  Strahlenbrechung  der  Distanz  der  Factor 
D  in  Secunden  auszudrücken  ist.    Da  es  zweckmässig  erscheint,  den 
Positionswinkel  und  die  dahin   g(Oiörige  Strahlenbrechung  in  Minuten 
und Decimaltheilen  davon  auszudrücken,  so  ist  der  obige  Ausdruck  für 
die  letztere  mit  3437/7  zu  multipUciren. 


*)  Bessel,  Astronomische  Uiitersucluingeu.    Erster  Theil ,  Seite  198  u.  199. 
Ta/el  I. 
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64. 

In  den  vorstehenden  Ableitungen  sind  wir  von  den  scheinbaren 
Zenithdistanzen  ausgegangen,  und  selbstverständlich  sind  daher  aucti  tu 
den  erhaltenen  Ausdrücken  für  die  Strahlenbrechungen  auch  die  schein- 
baren Werthe  Von  D  und  p  zu  substituiren.    Es  ist  aber  sehr  leicht  zü 
erkennen,  dass  wir  auch  von  den  wahren  Zenithdistanzen  hätten  aus- 
gehen können ,  und  dass  wir  in  diesem  Falle  dieselben  Ausdrücke  für 
die  Strahlenbrechungen  erhalten  habcm  würden,  nur  inüssten  in  diesem 
Falle  die  wahren  Werlhe  von  D  und  p  darin  substituirt  werden. 

In  der  Anwendung  kann  sich  ereignen,  dass  es  in  gewissen  Falken 
am  Angemessensten  ist  jene  Werthe,  und  in  gewissen  anderen  Fällen 
diese  Werthe  anzuwenden,   und  deshalb  habe  ich  der  im  vor.  Art. 
erwähnten  Tafel  die  zweite  Abtheilung  hinzugefügt,  deren  Argument  tlic 
wahre  Zenithdistanz  ist,  und    deren   Anwendung   folglich   auch  don 
wahren  Werth  von  D  und  p  verlangt.    Wenn  der  wahre  Werlh  voa  - 
bekannt  ist,  so  kann  num  auch  leicht  den  wahren  Werth  von  p  erhaltoii, 
aber  von  D  kennt  man  gemeiniglich  nur  den  scheinbaren  Werth  uotl 
deshalb  ist  die  Anwendung  dieser  Abtheilung  der  Tafel  von  jener  etwsi^^ 
verschieden,  insofern  die  Strahlenbrechung  der  Distiinz  zu  berechnen  !?»•• 

Sei  w  ie  vorher  D  die  scheinbare ,  und  D  +  dD  die  wahre  Dist^m  r^2, 
wobei  bemerkt  werden  kann ,  dass  dD  immer  positiv  ist.  Nehmen  "v^'  *** 
nun  blos  das  erste  Glied  der  Strahlenbrechung  der  Distanz  vor,  da  die 
auszuführende  Ueduction  auf  das  zweite,  sehr  kleinem  Glied  keii^^'" 
merklichen  Einlluss  Uussern  kann.    Wir  haben  also  jetzt 

dJ)  =  n  {!)  -h  dll]  (1  +  Ig  2c  cos  ^p) 
wo   unter  z  und  p  die  wahren  Werthe   derselben   zu  verstehen  .^i«*"* 
Dieser  Ausdruck  kann  nun,  in  der  Voraussetzung,  dass  r„  in  Theilen    ^'^^ 
Kreisradius  ausgedrückt  wird,  wie  in  der  Tafel  der  Fall  ist,  in  die     le- 
genden un)geformt  vv(M(l(»,n.    Sei 

X  =  ro  ( 1  -I-  tg  h  cos  *^>) 
dann  wird 

dl)  =  ü  /■- 

und  nach  diesen  Ausdrücken  ist  also  die  Strahlenbrechung  der  Dt;^«** 
aus  der  zweiten  Abtheilung  d(M*  Tafel  zu  berechnen,  während  die  H*-^' 
rechnung  der  Strahlenbrechung  des  Posilionswinkels  keine  AbänderiJ"^ 
erleidet.    Zu  bemerken  ist  hiebei  noch,  dass  der  Divisor  1  —  jr  nur  A^^ 
sehr  grosse  Zenithdistanzen  und  Distanzen  der  beiden  Gestirne  nierl'l'^" 
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von  der  Eins  verschieden  ist,  und  dass  man  ihn  bis  %  =:  75"  wolil  immer 
urkherücksichiigt  lassen  kann. 

Ich  lasse  nicht  unerwähnt,  dass  man,  wenigstens  annähernd,  den 

Divisor  1  —  x  dem  Factor  r«  einverleiben  kann,  wenn  man  - — — — 5- 

"  '  1  —  r  See  ^z 

Statt  Tq  in  die  Tafel  aufnimmt.  Allein  dieses  ist  erstens  nicht  genau,  und 
zweitens  würde  die  Anwendung  des  so  abgeänderten  Factors  auf  die 
Strahlenbrechung  des  Positionswinkels  diese  fehlerhaft  machen.  Ich 
fillire  noch  an,  dass  ich  die  oben  entwickelten  Formeln  für  dD  und  (//), 
so  wie  eine  Tafel  für  logoo  schon  im  Jahre  1827,  in  meiner  Abhandlung 
Über  das  Heliometer,  gegeben  habe. 


65. 
Tafel  für  die  Strahlenbrechung  der  Distanz  und  des  Positionswinkels. 


t 

Arg.  Scheinbare  Zenitbdistanz. 

Arg. 

Wahre  Zenithdistanz. 

»og«o 

D. 

logw'o    ß. 

A> 

h 

6.4472 

0.  1  loga'o 

1 

D. 

A^ 

h 

0« 

6.447S 

1 

3 
4 
5 

4 

6 
9 

3 

3 
3 
3 
4 

4 

4 
4 
5 
6 

6 

8 

9 

10 

11 

13 

15 
18 
21 
23 

1 

3 
4 

7 

10 

471 

471 

«0 

468 

468 

30 

464 

464 

40 

459 

1.002 

457 

1.002 

45 

6.4455 

1.003 

6.4452 

8 
13 

3 

3 
4 
4 
4 

5 

5 
6 

7 

7 

8 

9 
10 
13 
15 

16 

18 
21 
25 
30 

1.003 

50 

449 

1 

1.006 

444 

1.005 

S5 

440 

1.010 

431 

1.008 

56 

6.4437 

1.011 

6.4428 

1.008 

1      57 

434 

1.012 

425 

1.009 

58 

431 

1.012 

421 

1.009 

59 

4S8 

1.013 

417 

1 

1.010 

60 

61 

62 

424 

6.4420 
416 

4.312 

4.342 
4.373 

30 

31 
32 
34 
37 

38 

40 
42 
42 
44 

45 

47 
50 
53 
55 

1.013 

1.014 
1.016 

413 

6.4408 
403 

4.393 

4.425 
4.459 

32 
34 
36 
37 

38 

38 

38 
39 
42 
44 

46 

48 
48 
50 
52 

1.0H 

1.012 
1.013 

63 

412 

4.405 

1.017 

397 

4.495 

1.014 

64 

407 

4.439 

1.018 

390 

4.532 

1.015 

65 
66 

401 
6.4395 

4.476 
4.514 

1.020 
1.022 

383 
6.4375 

4.570 
4.608 

1.016 
1.018 

67 

387 

4.554 

1.024 

366 

4.646 

1.020 

68 

378 

4.596 

1.027 

356 

4.685 

1.022 

69 
70 

368 
357 

4.638 
4.682 

1.030 
1.033 

343 
328 

4.727 
4.771 

1.024 
1.027 

71 

72 

6.4344 
329 

4.727 
4.774 

1.037 
1.041 

6.4312 
294 

4.817 
4.865 

1.029 
1.032 

73 
74 

311 
290 

4.824 

4.877 

1.005 

1.015 
1.049 

273 

248 

4.913 
4.963 

0.993 

1.035 
1.039 

75 

267 

4.932 

1.006 

1.053 

218 

5.015 

0.992 

1.045 
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Tafi'l  für  ilii.'  Slralilenlirecbung  ikr  Distanz  und  lies  l'ositionwwinkels. 


Art;.  Sclicinbnrf  Zenlllidlstnn] 


Arg.  Wahre  ZciiitLdislnnf 


D.  I  log  < 


Ag      \      ^     jl    Uitjno    I  P.  I  [(.Bf' 


71i"  0' 
30 


30 

77     0 


.i2fi7 

■  saä 

936 

178 

A\Ö'6 

Ml 


.ilflO 
08H 
078 
1)66 

oat 

Otfl 

.ioto 

.Ü995 

965 
950 


H60 
8:tS 

.3814 
789 
763 
737 
710 
680 

.36(8 
614 


4.933 
4.960 
4.989 
?).0I8 
5.047 
5.077 
B.)07 
5.H7 
.'i.lSS 
ß.13» 
5. 1  SO 
ö.Ißt 
fi.178 
5.184 
.5.496 
S.SOK 
5.2X1 
5.83i 
5.218 
5.S60 
5-«72 
ö.iSi 
5.296 
5.307 
.5.319 
5.330 
5.3iS 
5.354 
5.367 
5..'!  80 
5.394 
ö.*09 
5.423 
5.437 
5.451 
ä.iliS 


5.596 
5.543 

5.560 


1,006 
1.007 
l.n07 
1.008 
1.008 
1.009 
1.009 
1.009 
1,009 
1.009 
1.0(0 
1.010 
1.010 
I.OfO 
1.010 
1.010 
1,011 
1.011 
1.011 
1.019 


1.013 
1.013 
1.014 
1.0U 
1.015 
1.015 
1.015 
1.016 
1.017 
1.018 
1.018 
1.019 
1.0*0 
1,0S1 
1.031 
.022 
0S3 
t,02i 
1.085 
026 
1.037 


1.05;! 
1.057 
1.06? 
1.068 
1.071 
l.08i 
1,087 
1.089 
1.093 
1.09G 
1.098 
1.100 

1.103 
1.105 
1.107 
1.110 
1.112 
1.11t 
1.U7 
1.119 
1.121 
1.124 
1.127 
1.131 
1.135 
1.140 
1.140 
1.152 
1,158 
1.16t 
1.171 
1.177 
1.183 
1.190 
1.196 
1.203 
1.210 
1,216 
1,223 
t.230 
1.238 
1.246 

i,2;ii 


6.4218 
200 


fi.  1083 
072 


038 

026 

0.4013 

C.4000 

6.3986 

971 

956 

910 

6.  .393  3 

906 

887 

868 

818 

838 

6.3807 

785 

763 

740 

715 

089 

6.3G61 

632 

600 


493 

6.3433 

412 

308 
320 
269 
216 

I'IO 


5.015 
5.042 
5.070 
9.099 
5.188 
5.1.58 
5. 1 89 
5.199 
5.210 
.5.221 
.5.232 
5.3*3 
5.234 
5.365 
5.277 
.5.289 
8.302 
6.315 
Ö.329 
5.341 
5.353 


5.378 
5.390 
5.402 
5.414 
5.437 
5.439 
5.451 
5.463 
5.476 
5.489 
5.503 
5.517 
5.532 
5.546 
5.561 
5.376 
.5.590 
5.605 
5.620 
5.635 
5.619 


,  0.9 

'  0.992 

;  0.992 

0.998 

0.991 

0,991 

10.991 

I    0.991 

0,!)9I 

I    0.991 

0.991 

0.990 

I    0.990 

,  0.990 

;  0.989 

; '0.989 


1.055 
1.060 
I.0G5 


1.077 
1.079 
1.081 
1.0S2 
I.OKi 
1.1)86 
1.088 
0.98SJ  I.OilO 
0.9881  1.092 
0.9«7ll.0ft4 
0.9871  1.097 
0.98«!  1.099 
0.986  1.102 
0.985| 1.101 
O.OBäl  1.107 
0.98bj  1.110 
0.985  1.111 
0-98*  1.H8 
0.981 

0,98lj  1.126 
0,98.1:1.131 
0.983   1.136 


0.980 

1.(51 

0.973 

1.156 

0.978 

1.161 

).977 

1.166 

1.976 

1.171 

).97.7 

1.177 

1.97» 

t.182 

t.973 

M87 

0.972 

l.(":i 

r\ 
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Tafel  fttr  die  Strahlenbrechung  der  Distanz  und  des  Positionswinkels. 


Arg.  Scheinbare  Zenithdistanz. 

Arg.  Wahre  Zenithdistanz. 

m 
^ 

logcto      D. 

log  a'o 

/).  |_  ilo 

h 

log«o 

D. 

log  a'o 

D. 

^0 

1.193 
1.198 
1.204 
1.210 
1.215 
1.221 
1.227 

840  0' 
10 
20 
30 
40 
50 

84     0 

6.3402 
351 
299 
246 
192 
138 
083 

51 
52 
53 
54 
54 
55 

5.576 
5.592 
5.608 
5.622 
5.635 
5.646 
5.657 

16 
16 
14 
13 
11 
11 

1.027 
1.028 
1.029 
1.031 
1.032 
1.034 
1.036 

1.254 
1.263 
1.272 
1.282 
1.291 
1.301 
1.311 

6.3160 
100 
6.3036 
6.2969 
900 
828 
755 

60 
64 
67 
69 

72 
73 

5.649 
5.664 
5.679 
5.693 
5.707 
5.720 
5.733 

15 
15 
14 
14 
13 
13 

0.972 
0.971 
0.969 
0.967 
0.965 
0.963 
0.961 

Arg.    Stand  des  Thermometers  am  Barometer. 


Fahrenheit. 

—  300 

logr 

-h0.0024 

—  20 

20 

—  10 

16 

0                   13  1 

10 

9 

20 

5 

30 

+0.0001 

40 

—  0.003 

50 

7 

60 

\\ 

70 

15 

80 

49 

90 

23 

100 

—0.0026 

Reaumur. 

-350 

logr 

-h0.0031 

-30 

26 

-25 

22 

-20 

18 

-15 

13 

-10 

9 

-  5 

-h0.0004 

0 

0.0000 

5 

—0.0004 

10 

9 

15 

13 

20 

18 

25 

22 

30 

26 

35 

-0.0031 

Centesimal. 

logr 

-350 

-h0.0025 

—30 

21 

-25 

18 

-20 

14 

-15 

11 

-10 

7 

•• 

—     0 

+0.0004 

0 

0.0000 

5 

—  0.0004 

10 

7 

15 

11 

20 

14 

25 

18 

30 

21 

35 

-0.0024 
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Arg.     Barometerstand. 


Pnr 

nit... 

B» 

34S 

-o.osts 

^16 

931 

:ii7 

917 

HIR 

903 

31  il 

im 

g 

m. 

i 

SS5 

m.  "* 

:«B 

3sr 

38« 

nx  ' 

38» 

' 

33(1 

3111 

339 

11) 

333 

-0.0003 

331 

-t-o.ooio 

3;» 

2.1 

33  G 

:)6 

337 

49 

33S 

i;s 

339 

7.1 

310 

«' 

311 

1011 

3iS 

H:( 

313 

\r:> 

341 

i:is 

31S 

i.'ii 

311; 

ii;:t 

3*7 

171, 

31» 

iKK 

31!) 

SOI 

3fil) 

4-0.02i:t 

Englt^he  Zolle.      | 

log« 

n.s 

—0.0319 

87.« 

303 

97.7 

988 

97.« 

989 

97.9 

SäO 

mo_ 

™      *»J 

w 

,^ 

1 

16t 

'.     1 

149 

7 

13i 

* 

WO 

J 

104 

0 

m 

1 

74 

i 

üft 

39.3 

44 

«».i 

29 

29.fi 

-0.0014 

aa.fi 

+o.onoi 

29.7 

ir. 

■iM.H 

30 

2it.9 

41 

:ifl.o 

üft 

30.1 

73 

30.9 

KR 

30.3 

102 

30.  i 

Uli 

3(l..'> 

131 

30.  (i 

(ir. 

30.7 

1  Ü'J 

30.8 

173 

3fl.9 

187 

31.0 

+  0.O30I 

Millimeter.                      J 

loHB 

log»       1 

710 

-0.0248 

750 

— o.ooioj 

7H 

24S 

751 

-0.0004  \ 

712 

236 

752 

+0.0002 

713 

230 

753 

8 

7U 

22* 

7a  i 

13 

715 

218 

75.1 

1» 

716 

212 

756 

8* 

717 

205 

757 

3n 

718 

199 

758 

36 

719 

♦  93 

759 

12 

72« 

187 

760 

4f)   ' 

721 

181 

761 

53    , 

722 

175 

762 

59 

723 

169 

763 

65    ' 

724 

163 

764 

70   1 

72.') 

187 

765 

7« 

726 

tsi 

768 

8« 

727 

u--. 

767 

S7 

TiH 

I3<l 

708 

93    ' 

720 

133 

769 

99 

730 

127 

770 

lOi 

731 

122 

771 

HO 

73Ü 

116 

772 

mi 

733 

tio 

773 

421 

734 

104 

774 

127 

735 

98 

775 

132 

73« 

92 

77fi 

138 

737 

86 

777 

444 

738 

80 

778 

149 

739 

74 

779 

1:15 

740 

(18 

780 

160 

741 

63 

781 

4  66 

742 

.17 

782 

174 

743 

.11 

783 

477 

744 

45 

784 

183 

74.1 

39 

78i> 

188 

74ß 

33 

786 

194 

747 

27 

787 

199 

748 

22 

7SK 

204 

749 

Ifi 

7H9 

8(0 

7.W 

—0.0010 

7110 

+0.0*10 
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Arg.    Stand  des  Thermometers  im  Freien. 


Fahrenheit. 


.20» 
49 
18 
\7 
-16 
15 
U 
13 
1? 
11 
10 

9 

8 

7 

6 

o 

4 

3 

2 

1 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 


logy 


28 


-0.0628 
618 
608 
599 
589 
579 
569 
560 
550 
540 
531 
521 
512 
502 
492 
483 
473 
464 
455 
445 
436 
426 
417 
408 
398 
389 
380 
370 
361 
352 
343 
334  : 
324 
315 
306 
297 
288 
279 
270 
261 
252 
243 
234 
225 
216 
207 
198 
189 

0.0180 


280 

29 

30 

31 

32 

33 

34 

35 

36 

37 

38 

39 

40 

41 

42 

43 

44 

45 

46 

47 

48 

49 

50 

51 

52 

53 

54 

55 

56 

57 

58 

59 

60 

61 

62 

63 

64 

65 

66 

67 

68 

69 

70 

71 

72 

73 

74 

75 

76 


logy 


I 


-0.0180 

171 

162 

154 

145 

136 

127 

119 

110 

101 

92 

84 

75 

66 

58 

49 

41 

32 

23 

15 

•0.0006 

0.0002 

11 

19 

28 

36 

44 

53 

61 

70 

78 

86 

95 

103 

111 

120 

128 

136 

144 

153 

161 

169 

177 

185 

193 

202 

210 

218 

0.0226 


Rdaumur. 


.350 
-30 
-25 
-24 
-23 
-22 
-21 
-20 
-19 
-18 
-17 
-16 
-15 
14 
-13 
12 
-11 
-10 
■  9 
.  8 
.  7 
.  6 
.  5 
.  4 
.  3 
.  2 
.  1 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 


logy 


+0.0899 

783 

670 

648 

625 

603 

582 

560 

538 

516 

495 

473 

452 

431 

410 

389 

368 

347 

327 

306 

286 

265 

245 

225 

205 

185 

165 

145 

125 

105 

86 

66 

47 

28 

-h0.0009 

-0.0011 

30 

49 

68 

86 

105 

124 

142 

161 

179 

197 

216 

234 

—  0.0252 


Gen 
—350 

tcsimal. 

logy 

+  0.0737 

-30 

648 

-25 

560 

-24 

542 

-23 

525 

-22 

508 

-21 

491 

-20 

473 

—  19 

i56 

-18 

439 

-17 

423 

-16 

406 

-15 

389 

-14 

372 

-13 

356 

-12 

339 

-11 

323 

-10 

306 

-   9 

290 

—   8 

273 

-  7 

257 

—   6 

2i1 

-   5 

225 

—   4 

209 

—  3 

193 

-  2 

177 

-   1 

161 

0 

145 

1 

129 

2 

113 

3 

98 

4 

82 

5 

66 

6 

51 

7 

35 

8 

20 

9 

+0.0005 

10 

— 0.001 1 

11 

26 

12 

41 

13 

56 

14 

71 

15 

86 

16 

101 

17 

116 

18 

131 

19 

146 

20 

161 

21 

—0.0175 

540 


P.  A.  Hansen, 
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Arg.     Stand  des  Thermometers  im  Freien. 


Fahronhett. 

760 

> —  ■ 
logy 

logy 

-0.0226 

830 

-0.0282 

77 

234 

84 

290 

78 

242 

85 

298 

79 

250 

86 

306 

80 

258 

87 

314 

81 

266 

88 

322 

82 

274 

89 

329 

83 

—0.0282 

90 

—0.0337 

R6auinur. 

i\0 

logy 

-0.0252 

n 

270 

23 

288 

24 

306 

25 

324 

30 

4M 

35 

-0.0498 

Gentesima). 

210 

lof^y 

-0.0175 

22 

190 

23 

205 

24 

219 

25 

«3i 

30 

306 

35 

-0.0377 

Die  Strahlenbrechung  der  Distanz  ündet  man  aus  den  vorstehenden 
Tafeln  auf  folgende  Weise. 

1 )  Mit  Zugrundelegung  der  scheinbaren  Werthe  von  z,  p,  D,  und 
Benutzung  der  ersten  Abtheilung  der  ersten  Tafel : 

logP  =  logöo  +  A)  (logÄ-h  log  jT)  +  A^  logy  +  logö 
log  0  =  log  P  +  2  log  tg  z  +  2  log  cos  j!; 
log  R  =  loga'o  +  logD  +  2  log  sinp 

dD^  P+Q  +  R 

2)  Mit  Zugrundelegung  der  wahren  Werthe  von  z  und  p,  aber  de.^ 
scheinbaren  Werthes  von  D  und  Benutzung  der  zweiten  Abtheilung  der 
ersten  Tafel: 

logro  =  log  «0  +  A)  (log  B  +  log  T)  -h  ^  logy 
logy  =  logr^  +  2  log  tgz  +  2  log  cosp 

a?  =  fo  +  j/ 
logO  =  log/)  -h  loga:  —  log  (1  —  ^) 
log/{  =  loga'o  +  logD  -I-  2  log  sinp 

dn  =  Q  +  R 

Die  Strahlenbrechung  des  Positionswinkels  findet  man  in  beiden 
Füllen,  je  nach  Benutzung  der  ersten  oder  der  zweiten  Abtheilung  dei 
ersten  Tafel  auf  folgende  Weise : 

logH  =  3.5363  +  logr,,  +  2  log  tgz  +  log  sinp  cosp 
logK  =  3.536    +  log«'o  +  log  sinp  cosp 

dp  =  -H+K 

Die  Strahlenbrechung  der  Distanz  erhHit  man  durch  diese  AusdrücL 
in  Secunden,  wenn  man  D  in  Secunden  ausgedrückt  substiluirt,  und  di< 
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des  Posilionswinkels  jedenfalls  in  Minuten  ausgedrückl;  es  sind  jedoch 
bei  der  Berechnung  der  letzteren  die  algebraischen  Vorzeichen  von 
sinp  und  cosp  zu  beachten.  Die  Glieder  R  und  K  können  gemeiniglich 
übergangen  werden. 

66. 

Um  die  Genauigkeit  der  vorstehenden  ersten  Tafel  durch  ein  Bei- 
spiel anschaulich  zu  machen ,  will  ich  zwei  Punkte  in  einem  und  dem- 
selben Verticalkreise  annehmen,  die  30'  von  einander  entfernt  sind,  und 
deren  scheinbare  Zenithdislanzen  84^  30'  und  85"  0'  betragen,  folglich 
:  =  84"  45',  D  =  30'  werden.  Diese  Lage  der  beiden  Punkte  bedingt 
bis  auf  sehr  Weniges  die  grösste  Strahlenbrechung,  die  überhaupt  aus 
den  vorstehenden  Tafeln  hervorgehen  kann,  und  ist  einer  einfachen 
Prüfung  fähig. 

Es  soll  nun  für  diese  beiden  Punkte  die  Strahlenbrechung  der 
Distanz  in  fünf  verschiedenen  Annahmen  über  den  Stand  der  meteoro- 
log^ischen  Instrumente  berechnet  werden,  und  zwar 

1 )  für  log Ä  +  log  T  =c  0  logy  =  0 

2)  für  :ogß  +  logT=  +  0.021  GO,  logy  =  0 

3)  für  log  B  ■+■  log  T  =  0  logy  =  +  0.06050 
i)  für  logß  +  logT  =  -I-  0.02160,  logy  =  -l-  0.06050 
5)  für  logß  +  logT=  —  0.02160,  iogy  =  —  0.06050 

*^'^*<^lie  nahe  die  grössten  VVerthe  dieser  Factorcn  sind,  die  vorkommen 

Da  nun  die  erste  Abtheilung  der  obigen  Tafel  fllr  z  ^  84"  45' 

log«o  =  6.3165,         4  =  1.033,  A„  =  1.296 

^*    ,  und  im  gegenwartigen  Falle  das  zweite  Glied  der  Strahlenbre- 
•^5g  der  Distanz  Null  ist,  so  erhalten  wir  für  diese  fünf  Falle 

log  «„  +  A„  (log  B  +  \ogT)+^,  log  y  = 

\]  6.3165,  und  hiemit  dD  =  44"56 

2)  6.3388,  =  46.90 

3)  6.3949,  =  53.37 

4)  6.4172,  =  56.18 

5)  6.2158,  .        =  35.34 


Da  im  gegenwartigen  Falle  die  Stralilenbreciiung  der  Distanz  dem  I 
terscliicde  der  Strahlenbrecliiulgcn  in  den  zwei  Endpunliten  dersell 
gleich  ist,  so  können  die  vorstellenden  Resultate  durch  Berechnung  tt 
8er  beiden  Strahlenbrechungen  geprüll  werden.  Die  a.  a.  ü.  beündlii 
Besselsche  Tafel  I  giebt  zu  dem  Ende  fllr  2  =  8i"  30' 

log«  =  1.7nt0,         A  =1.0110,        J  =1.1082     ■ 
and  hiemit  erhalt  man  " 

logo  +  /((logB+logr)  +>.\ogr  = 

1)  1.717*9,  Strahlenbrechung  =  54i;'89 

2)  1.73933  ,  =  5(iil.8i 

3)  1.78iää  ,  =  832.37 
♦)  1.80639  ,  =  604.99 
3)  1.6ä859  ,                                        =  M.a» 

DicselliR  Tafel  giebt  für  •  =  8."i»  IV 

log«  =  1.710*0,         .1  =  1.0187,         A=l.liS9 
also 

logen-  A  (log fi -1- log  71 -1- J  log/  = 

11   1.71020.         Strahlenbrechung  =  :)Sir47 

2)  1.7.3207,  =  616.77 

3)  1.778U  ,  =  688.79 

4)  (.80001  ,  =  724.20 

5)  1.62039  ,  =  476.91 
und  die  Unterschiede  dieser  Strahlenbrechungen  geben 


du  =  44;38  , 

Unterschiede  gegen  oben  :=  —  0'.'02 

=  46.93  , 

=  -  0.03 

=  63.42  , 

=  —  0.08 

=  66.24  , 

=  —  0.03 

=  35.33  , 

=  +  0.04 

welches  eine  befriedigende  UebereiDstinimiing  ist. 


67. 

Prüfen  wir  die  zweite  Abtheiiung  der  obigen  Tafel  auf  dies« 
Art.  Seien  wieder 


A 


%^1       Bestuiiidng  der  Sonnenparallaxe  durch  Yendsvorcbergänge  etc.    543 

z  s=  84"  45',     D  =  30' 

wo  aber  unter  i  die  wahre  Zenithdistanz  verstanden  werden  muss;  der 
leichteren  Yergleichung  wegen  soll  auch  hier  unter  h  die  wahre  Distanz 
verstanden  werden,  weshalb  die  Rechnung  nach  den  obigen  Vorschrif- 
ten für  die  erste  Abtheilung  der  Tafel  durchzufuhren  ist.  Die  zweite 
Abtheilung  der  Tafel  giebt  nun 

logoo  =  6.2864 ,     A«  =  0.964,     A«  =  1.218 
also 

log««  +  Afl  (logÄ  +  log  T)  +  A„  logy  = 

1)  6.2864  ,  und  hiemil  AH  —  4i:'58 

2)  6.3072  ,  =  43.62 

3)  6.3601  ,  =  49.26 

4)  6.3809  ,  =  51.68 

5)  6.1919  ,  =  33.45 

öie    Besselsche  Tafel  11  d.  a.  0.  giebt  für  i  —  84«  30' 

log«  =  1.70782,     A'=  0.9888,     A' =  1.0802 

log«'+  A'  (logß  +  log  7^  -I-  X  bgy  = 

1)  1.70782  ,  Strahlenbrechung  =  529r95 

2)  1.72918  ,  =  556.68 

3)  1.77317  ,  =  616.01 

4)  1.79453  ,  =  647.07 

5)  1.62111  ,  =  434.04 

selbe  Tafel  giebt  für  z  =  85»  0' 

log«' =  1.69902,     A'=  0.9870,     A'=  1.0903 


log  a  +  Ä  (log  Ä  +  log  T)  +  A'  logy  s= 

1)  1.69902  ,         Strahlenbrechung  =  571"67 

2)  1.72034  ,  =  600.33 

3)  1.76498  ,  =  665.32 

4)  1.78630  ,  SS  698.80 

5)  1.61174  ,  =  467.51 
^^    die  Unterschiede  dieser  Strahlenbrechungen  geben 


ill)  =  ireS  ,      Llnlersi-iiiodt'  gpgen  nkm  =  —  0"0l 
=  t3.6S  .  =  —  0.03 

=  49.31  ,  =  —  0.05 

=  61.73,  =—0.05 

=  33.47  ,  =  —  0.02 

welche  aucli  befn(!(iigeinl  sind. 

68. 
llni  die  heiden  Abllieillingen  der  ohigee  Tid'el  mil  einander  zu  ver- 
gleichen, nehme  ich  wieder  die  scheird>aren  Wertlie 

:  =  «i"4.5',         11  =  30' 
»11.   llicMiil  gieht  die  Bessels<^he  Tafel  I 

l0Bn=l.7HU3.      /!=    1.0118,      l=l.ll.'i4 


also 


log  «  -+-  >1  (log  W  +  log  T1  -t-  A  log ;/  = 
1)1.71103,         SlrüldenUreclumg  =     0' ä3" 


4)  1.73388  , 

=     9  .12 

3)  (.78(62  , 

=  10  38 

4)  1.80337  , 

=  1 1    32 

ä)  1.62469  , 

=    7  39 

und  die  wahren  Zenithdistanzen 

z  = 

84« 

54 

23" 

= 

84 

64 

82 

= 

84 

6S 

38 

= 

84 

66 

32 

= 

84 

62 

39 

Gehl  man   hiemit  in  die  zweite  Ablheilunfi;  dor  obigen  Tafel  ein,   so 
erhalt  man 

log  «„SS  6.2769,  =  6.2792,  =  6.2784,  =  6.2781,   =  6.2809 

A«  =    —      s=  0.962  ,  =    ■ =  0.962  ,   =  0.963 

Ao  = s=    ,   =  |.22i  ,  =  1.224   ,   =  1.223 

und  hiemit 


/^ 


9 1  ]       Bestimmung  der  Sonnenparallaxe  durch  Venustor^bergänge  etc.    545 


2)  6.3000 

3)  6.3525 

4)  6.3730 

5)  6.1860 


=  46.90 
=  53.49 
=  56.37 
=  35.33 


log  «0  +  Ao  (log  B  +  log  T)  +  Ao  log  y  = 
1)  6.2796  ,        X  =  0.0242  ,         dD  =  44'.'55 

=  0,0254  , 
=  0.0289  , 
=  0.0304  , 
=  0.0193  , 

Dieselben  Strahlenbrechungen  wurden  aber  im  vorvor.  Art.  aus  der  ersten 
At>theilung  der  obigen  Tafel  berechnet,  und  fanden  sich 

(iD  =:  44"56,  Unterschiede  gegen  die  vorstehenden  =  —  0"02 

=  46.90  =        0.00 

=  53.37  =+0.12 

=  86.18  »  =+0.19 

=  35.34  =  —  0.01 

Die  grösseren  Unterschiede,  die  hier  zum  Vorschein  gekommen  sind, 
rühren  davon  her,  dass  die  Besselschen  Tafeln  I  und  II  bei  den  grossen 
Zenithdistanzen  nicht  genau  mit  einander  übereinstimmen,  und  nament- 
lich der  Thermometerexponent  der  Tafel  II  etwas  zu  gross  zu  sein  scheint. 
Wir  fanden  im  vor.  Art.  aus  der  Besselschen  Tafel  II  für  z  =  85*0',  und 
im  vierten  Falle  die  Strahlenbrechung  =11'  38'.'80,  und  es  wird  daher 
die  dazu  gehörige  scheinbare  Zenithdistanz 

z  =  84«  48'  21'.'20 
Geht  man  hiemit  in  die  Besselsche  Tafel  I  ein,  so  erhält  man 

log«  =  1.71321,         >1=  1.0120,         A  =  1.1170 
3'so  im  vierten  Falle 

log  «  +  A  (log  Ä  +  log  T)  +  A  logy  =  1 .80265 
und  die  Strahlenbrechung  = 

1 1 '  38133 
**as  ist,  0V47  kleiner  als  aus  der  Tafel  II. 

Ausserdem  habe  ich  noch  bemerkt,  dass  die  Besselsche  Tafel  für 
'^  ^,  in  der  Abtheilung,  die  das  Meter  zum  Argument  hat,  mit  den 
"ßiden  anderen  Abtheilungen  nicht  genau  übereinstimmt,  sondern  dass 
*"e  Angaben  der  genannten  Abtheilung  der  Verbesserung  =  —  0.0001 3 
DedUrfen,  um  die  Uebereinstiramung  herbei  zu  führen.  Diese  Verbesse- 
'^*"*8  habe  ich  in  der  obigen  Tafel  für  log  B  schon  angebracht. 


5i6  P.  A.  Hansen,  [92 


Zusatz  3. 

Ableitung  einiger  neuen  Ausdrücke,  um  photographische  Aufnahmen  eine« 
Venusvorüberganges  vor  der  Sonne  zur  Bestimmung  der  Sonnenparallaie 

verwenden. 


69. 

Nehmen  wir  die  oben  zu  Ende  des  Art.  1 4  erhaltenen  Gleichung cf>i vi 
vor,  substituiren  darin  mit  Uebergehung  des  immer  unmerklichen  GliecVo^i 

(r  +  r)  po  sin  //  (Art.  17) 

% 

M^m-^— tg6,      T  =  <  —  X 

l  «in  L  =      sin  HC 
/  cos  L  =  d  cos  K 

dann  werden  diese  Gleichungen 

—  Ißfe  sin  Ö  +  ~  cosiV' —  (r  —  u)  r^  siniV'=  —  oqI  cos//  sin 

^^  tgfe  cosö  —  "  sin  N' —  (r  —  fi)  y^-  cosiV'=  —  (jqI  cos  H  cos 

Seien  für  einen  zweiten  Beobachtungsort  b\  0\  iV',  r ,  /',  //',  ^ 
dasselbe  was  6,  6,  N\-  r,  /,  tf,  L  für  den  ersten  bedeuten, dann  erhallen 
wir  für  diesen  Ort,  den  vorstehenden  Gleichungen  analog,  die  folgenden. 

^'^  tefc'  sinÖ'+  —  cosiV' —  (t — u)  ~  sin  iV'=  —  g^l'  cos//'  sin  L 
'^'^  lä:6'cosÖ' —  -  sin  iV' —  (r — //)  r^-  cosiV'=  —  oo/'  cos//'  cosZ 


70. 

Die  vorstehenden  vier  Gleichungen  sind  mehr  wie  hinreichend  zur 
Lösung  der  Aufgabe,  und  man  kann  daher  eine  grosse  Anzahl  von  U)- 
sungen  daraus  entwickeln.  Auch  selbst  in  dem  Falle,  dass  man  die  Lö- 
sungen so  einrichtet,  dass  sie  von  den  tabularischen  Elementen  möglithsl 
unabhängig  sind,  lassen  sich  mehrere  Lösungen  ableiten;  aber  >venn 
man  zugleich  den  Längenunterschied  der  beiden  Beobachtungsörler 
eliminiren  will,  dann  ist  nur  Kline  L()sung  möglich. 
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Um   den  Unterschied   zwischen  iV'  und  N'  zu  berücksichtigen, 
setze  ich 

Ao'=i(iV>iV')    ,  T«  =   i-(T'+T) 

woi*aus 

^'  =  ^o'  +  i?(T-ro) 


^;=^0'+i^(T'-T,) 


-,    —  -'"     -     i|5  \-         -"/ 

entstehen,  wenn  «0  die  stündliche  Aenderung  von  N'  bezeichnet.  Die 
Substitution  dieser  Werthe  von  N'  und  N'  in  die  Gleichungen  des  vor. 
Art.  giebt, 

V^'  tgbsme  +  ^  cos N; -  {r-fij  ^  sin iV,' 

—  (-r— To)  ;^  siniVo'  —  (t— To)  {r—ft)  7^^^  cos  No  =  —qoIcosH  sin  L 

'^'  tg6cosö-^sin^,'-(r-^.)^cos^.' 

("T— To)  ;^COsiVo'+  (t—To)  (t— ^)  7j^^  SID  iVo' =  ^J  COS  H COS  L 

V^  tßb'  sine'+  ^  cosAr;_  (^'_^)  JL_  siniV;; 

—  (■*■'—■»■«)  ^-J^cosiVo'  —  (t— To)  (t— /")  (^^,  sin  N^'  =  —  (»„f  cos  //'cos  L' 

'-^  tg6'  cosö'  -  ^  SiniV«'-  (t'-^)  ^  cosiV,' 

~-  ('»•'— To)  ^  sin  No  +  (t'— To)  (t— /t)ij^|^-  COS  iV«'  =  —  ()„/'  COS  //'  sin  L' 


71. 

Multipiicirt  man  von  den  eben  erhaltenen  Gleichungen  die  erste 
**'t  sin  Nö,  die  zweite  mit  cos  iV«'  und  addirt  die  Producte,  so  erhält  man 

^  tg6  cos  (W-  0)  -  {r-fi)  ^  -  (t-to)  /a  = 

—  (^o/  COS  H  cos  (iVü' —  L) 
^>e  dritte  und  die  vierte  Gleichung  geben  eben  so 

^  tgfc'  cos  (iV;;-  e') - (r-^.)  ^  -  (t'-To)  s  = 

—  Po/'  cos  H'  COS  (iVo' —  L) 

^^d  aus  dem  Unterschiede  dieser  beiden  Gleichungen  geht 

^{if^b  cos  {No'  -  ö)  -  l«  6'  cos  (No'-  H')}  +  ^-f=-^  ('?±2:i!?'j 
^^  r  15   \  fii  / 

^"  /'  cos  «'  cos  IVb'  -  '  cos  H  cos  IVo 


hervor,  wenn  der  oben  (Art.  1 5)  eingeführten  Bezeichnung  analog 

Wo  =  No-L,         Wo'=  iVo'-L' 

gesetzt  werden.  Dieser  Ausdruck  für  po  kann  als  unabhängig  von  de 
Tafelfehlern  betrachtet  werden.  Zwar  kommen  i\^/,  n,  y  darin  vor,  allei 
wir  haben  oben  (Art.  33)  gesehen,  dass  unter  der  gewiss  zulässige 
Annahme,  dass  die  Tafelfehler  während  des  Zeitraums  des  Vorüber 
ganges  der  Venus  sich  nicht  ändern,  N'  und  n  von  diesen  Fehlem  unab 
hängig  sind.  Freilich  ist  y  von  diesen  Fehlern  abhängig,  aber  mit  dei 
sehr  kleinen  Grösse  th  multiplicirt,  und  das  Product  yua  äussert  so  geringe 
Wirkung,  dass  der  Tafelfehler  in  /  nicht  in  Betracht  kommen  kann.  Eii 
Fehler  hingegen  in  dem  Längenunterschied  der  beiden  Beobachtungs- 


örter  ist  nicht  ohne  merkliche  Einwirkung ,  da  das  Glied ,  welches  da^ 
Product  [r — T)n  enthält,  schon  für  kleine  Werthe  von  r  —  r  ohngeac 
tet  des  Divisors  15m  merkliche  Werthe  annimmt. 

Um  den  Nenner  des  vorstehenden  Ausdrucks  möglichst  gross  ^^u 
erhalten,  dürfen  an  beiden  Beobachtungsörtem  die  Sonnenhöhen  nic"%if 
gross  sein,  und  es  dürfen  ausserdem  von  den  beiden  Bögen  Wq  und  ^^^' 
der  eine  sich  nicht  weit  von  0 ,  der  andere  sich  nicht  weit  von  1 Ä  O» 
entfernen.*)     In  der  Regel  wird   der  eine  Beobachtungsort  auf  der 
nördlichen,   und  der   andere  auf  der  südlichen   Halbkugel  der  Erde 
liegen.  Zur  Auswahl  dieser  Oerter  kann  man ,  nach  geringer  Aenderung: 
der  Formeln  für  die  Grenzcurven ,  die  Curven  berechnen ,  auf  welchen 
W  =  0 ,  oder  =  180"  ist,  und  auf  den  Planigloben  aufzeichnen. 

72.  1^ 

Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  des  vor.  Art.  kann  man  durch 
Addition  einen  anderen  Ausdruck  für  po  erhalten.  Sie  geben  auf  diese 
Weise 


^\i^b  cos  [No'-'ä]  +  Igt'  cos  [No'-ß')  \  -2  ^-\^  .  — 
^^  V  cos  H'  cos  W'o  +  /  cos  //  cos  Wo 

ZU  welchem  Ausdruck  aber  bemerkt  werden  uuiss,  dass  er  zufolge  des 
Factors  t,, — fi  im  letzten  Gliede  dos  Zahlers  sowohl  von  den  Tafelfehlern 


*)  Eine  Entfernung  von  tO^  von  diesen  Werthen  hat  wenig  zu  bedeuten,  Ja 
cos  20'^  =  0.9i  ist,  also  sich  wenig  von  Eins  entfernt.  Ja  man  kann  im  Nolhfall  noch 
weiter  gehen.    Diese  Bemerkung  gilt  auch  für  die  folgenden  Ausdrücke. 


•'•f 


•  1 
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wie  von  den  LUngenfehlern  der  Beobachtungsörter  beeinflusst  werden 
kann  ;  er  ist  also  minder  vortheilhaft  wie  der  Ausdruck  des  vor.  Art. 
Er  verlangt  übrigens,  dass  beides  Wo'  und  W^,  sich  entweder  nicht  weil 
von  O,  oder  von  180^'  entfernen,  und  die  beiden  Beobachtungsörter 
werden  daher  auf  derselben  Halbkugel  der  Erde  liegen  müssen. 


73. 

Um  noch  einen  andern  Ausdruck  für  po  abzuleiten,  multiplicire  man 
die  erste  Gleichung  des  Art.  70  mit  cosiVI/,  die  zweite  mit  siniV",  und 
sul>trahire  die  Producte.  Hieniit  entsteht 

^  ts6  sin(iV;;-6)  -  ^-1-  (t-To)  {r-fi)j^  =  -(>»/  cosH sin{N- - L) 
^*o  dritte  und  die  vierte  Gleichung  geben  auf  dieselbe  Weise 

'^tsfc'sin(iV;-ö')-|+(T'-T,)(T'-^)^=-(,/cosH'sm(iVo'-L') 
*us  deren  Unterschied  man  erhält 

!l^'|tg&  sin(AV-ö)  -  tg6'  sin{iVo'-ö')  j  —  ^-  ^i^-^ 
Po  ^^  V  cos  ff  sin  Wo'  -  l  cos  Ä  sin  Wq 

^velcher  Ausdruck  sowohl  von  den  möglichen  Tafelfehlem,  wie  von  den 
LUngenfehlern  der  beiden  Beobachtungsörter  als  unabhängig  betrachtet 
^^erden  kann,  da  wegen  der  Kleinheit  des  Products  nn^  das  letzte  Glied 
^^s  Zählers  immer  sehr  klein  ist*) ;    dieser  Ausdruck  ist  also  vortheil- 
^^fler  als  die  beiden  vorhergehenden ,  und  überhaupt  der  vortheilhaf- 
*'^ste,  welcher  sich  auf  diese  Weise  entwickeln  lässt.    Es  dürfen  wieder 
"^^r  die  Sonnenhöhen  nicht  gross  sein,  und  von  den  beiden  Bögen  W^ 
^^d  Wq  dürfen  der  eine  sich  nicht  viel  von  90^,  und  der  andere  sich 
^'oht  viel  von  270»  entfernen.    Man  kann  wieder  auf  die  oben  ange- 
deutete Art  die  betreflfenden  Curven  berechnen,  und  auf  den  Planigloben 
aufzeichnen. 


*)   Im  Venusvorübergange  des  Jahres  4  874  ist 

^^  =  -o'.'oue 

m 
^nd  es  müsslen  daher  der  Fehler ,   sowohl  von  —rr-  wie  der  von  -^rr-  c*"^  volle 

Stunde    beiragen,    um   oinon  Fohler   von   Ol'Oi   in    diesem  Gliede    hervorzubringen. 
Solche  Fehler  sind  aber  undenkbar. 


i*. 

Die  beiden  folgenden ,  im  Vorhergehenden  schon  erhaltene 
Gleichungen 

^jt«6  cos(iVo'-  ö)  -  t«6'  cos  {N'- öO !  +  ^  (•^)  = 

Po  jf  COS  ff  COS  Wo'  —  /  cos  ff  cos  Wi^  J 

pojr  cosjff  sin  Wq—1  cos  ff  sin  Wi,| 

geben  zu  noch  einem  anderen  Ausdruck  fUr  qo  Veranlassung.  Erhebt 
man  jede  derselben  ins  Quadrat,  und  zieht  von  der  Summe  der  Quadra^^ 
die  Wurzel  aus,  so  bekommt  man  den  Ausdruck 

^'  ~     \r\P  cos^H  +  P  cos^ff'  —  2//'  cos//  cos//'  cos  ( W«'-  W,)] 

in  welchem  zur  Abkürzung 

z/2  =  tg26+tg2fe'— 2tg6  tg6'  cos{d—er) 

gesetzt  worden  ist,  und  folglich  J  die  Entfernung  der  Mittelpunkte  der 
Venus  von  einander  auf  den  beiden  Photographien  ist. 

Dieser  Ausdruck  für  qo  kann  auch  als  von  den  Tafelfehlem  un- 
abhängig betrachtet  werden ,  da  n  und  N^  davon  unabhängig  sind,  und 
y '  und  /u  mit  dem  sehr  kleinen  Factor  n^  multiplicirt  sind.  Aber  der 
Fehler  des  Ldngenunterschiedes  der  beiden  Beobachtungsörter,  welcher 
in  T — T  enthalten  ist,  übt  merklichen  Einfluss  auf  diese  Bestimmung 
von  (^0  aus.  Ueberhaupt  wachsen,  wenn  r  —  r  nicht  ganz  klein  ist,  das 
mit  (T-^T)^  und  das  erste  der  beiden  mit  (r — r)  multiplicirten  Glieder 
so  sehr  an ,  dass  sie  grösser  werden  können  als  das  mit  ^  mulliplicirl^ 
Glied,  aber  sie  haben  in  diesem  Falle  das  entgegengesetzte  Zeichen, 
ihre  Summe  wird  negativ  und  immer  kleiner  als  das  erste  Glied  des 
Zählers.  Dieser  Ausdruck  ist  zusammengesetzter,  und  minder  vortheil- 
haft  als  der  des  vor.  Art. 

Bei  der  Anwendung  desselben  dürfen  wieder,  wie  immer,  auf  bei- 
den Beobachtungsörtern  die  Sonnenhöhen  nicht  zu  gross  sein,  und  es 
darf  sich   ausserdem  der  Bogen  WV —  ^K?  ^^'^**  ^^^^  Untei*schied  der 
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beiden  parallactischen  Winkel,  nicht  weit  von  1 80^  entfernen.  Man  kann 
unter  jedem  Azimuth  in  Bezug  auf  die  Oei  ter ,  über  welchen  die  Sonne 
iiu  Zenith  culminirt,  Oerter  angeben,  die  diesen  Bedingungen  gnügen. 


75. 

Wenn  r  ^=^r  ist ,  oder  wenn  beide  Photographien  gleichzeitig  auf- 
genommen worden  sind,   welche  Bedingung  aber  unter  andern  eine 
genaue  Kenntniss  des  Lungenunterschiedes  der  beiden  Beobachtungs- 
örU^T  voraussetzt,   dann  vereinfacht  sich  der  Ausdruck  des  vor.  Art. 
beträchtlich,  und  geht  in  den  folgenden  über, 

Po      y  •  Y^j^  cos  «H  +  V^  cos  4//'  -  2 IV  cos  H  cos  //'  cos  (  Wq'  -  Wq)) 

Dieser  Au.^druck  ist,  wenn  man  von  der  Abplattung  der  Erde  ab- 
sieht, mit  dem  Ausdruck  identisch,  den  der  Herr  Geheime  Ganzelleirath 
Paschen  ganz  vor  Kurzem  veröffentlicht  und  empfohlen,  aber  auf  ganz 
andere  Weise  abgeleitet  hat. 


76. 

Die  hier  entwickelten  Ausdrücke  weichen  von  allen  bisherigen 
darin  ab,  dass  sie  ausser  der  Entfernung  der  Mittelpunkte  der  Sonne 
ond  der  Venus  von  einander ,  auch  die  Beobachtung  des  Positionswin- 
tels  der  Venus  auf  jeder  der  beiden  Stationen  verlangen,  welche  letztere 
Beobachtungen  man  bisher  aus  den  Ausdrücken  sorgß&ltig  eüminirt  hat. 
Man  darf,  dieser  neu  hinzugekommenen  Forderung  wegen ,  diese  Aus- 
drücke nicht  unbeachtet  lassen ,  sondern  muss  sich  bemühen ,  sie  auf 
•liren  richtigen  Platz  zu  stellen. 

Um  die  Abmessung  des  Positionswinkels  auf  den  Photographien  zu 
^»"möglichen,  kann  man,  wie  der  eben  genannte  Verfasser  vorschlägt,  im 
^t^ennpunkt  des  Fernrohrs  des  parallactisch  aufgestellten  Instruments, 
^^^^Iches  zur  Aufnahme  der  Photographien  dient,  einen  Spinnefaden  ein- 
^*^^hen,  welcher  in  der  Ebene  des  Abweichungskreises  liegt,  sich  auf 
^^^r  Photographie  mit  abbilden  wird,  und  als  Grundlinie  für  die  Messung 
*^s  Positionswinkels  dienen  soll.  Mit  welchem  Grade  der  Genauigkeit 
"^^n  auf  diese  Weise  den  Positionswinkel  erhalten  kann ,  bin  ich  gegen- 
^^^rtig  nicht  im  Stande  anzugeben,  da  ich  keine  Gelegenheit  gehabt 

•Ab^aadl.  d.  K.  8.  OefdlUeli.  d.  WiMenscli.    XIV.  33 
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habe  Versuche  darüber  anzustellen,  mir  auch  derartige  Versuche  von 
Andern  nicht  bekannt  sind. 

Ich  habe  zwar  aus  Amerika  Photographien  der  vorjährigen  Sonnen- 
ilnsterniss  erhallen,  auf  welchen  solche  Faden  mit  abgebildet  sind,  allein 
diese  Photographien  sind  zu  klein,  um  hinreichend  genaue  Messungen 
darauf  vornehmen  zu  können.     Selbst  wenn  sie  hiefiir  hinreichende 
Grösse  hätten,  würde  es  unter  anderen  darauf  ankommen ,  mit  welche* i* 
Genauigkeit   das   angewandte  Instrument   den  Abweichungskreis   hiu  t 
angeben  können.    Schliesslich  bemerke  ich  noch,  dass  wenn  die  Insln»  — 
mente,  deren  man  sich  zur  directen  Messung  der  Riinderentfei-nungo^^ 
bedient,  so  eingerichtet  sind,  dass  sie  den  Positionswinkel  mit  ausrei  - 
chender  Genauigkeit  geben,  die  vorstehenden  Ausdrücke  selbstverstüniE  — 
lieh  auch  auf  diese  Beobachtungen  angewandt  werden  können. 


DrucktVIiliM". 

S.  465  Z    r»  V.  u.  lies    a'  st.ilt  a 

S    470  Z.  4  V.  II.  lies:  Grössen  statt  (irösso 
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Vorerinnerung. 


Der  vorliegende  erste  Thoil  der  hier  zu  bietenden  Untersuchungen 

wird  ausser  allgemeinen  Gesichtspuncten,  liistorischen   und  kritischen 

^t'örlerungen,  nur  erst  die  Darlegung  der  Methoden  der  Untersuchung 

^^t\ialten;  indess  die  zur  Verwerthung  der  Versuche  nöthigen   Rech- 

'^ ungsregeln  mit  den  Versuchen   selbst  dem   folgenden  Theile  vorbe- 

'^^llen   bleiben.     Diese    Versuche    sind  in   vieler   Beziehung   noch   zu 

^^^rvollständigen  und   gern  würde  ich  die  Verötrenthchung  des  Ganzen 

*^i^i;  zu  ditiser  Vervollständigung  verschoben  haben,  um  nicht  wieder- 

hf_>it    auf    die   Zukunft    desshalb   verweisen   zu   müssen,  da  manche, 

^olion  hier  zu  berührende  wichtige  Puncte,  sowohl  was  Methoden  als 

Hci^sullate  anlangt,   noch  nicht  hinreichend   erledigt  sind,    wenn   nicht 

ilt^v  Wunsch,  durch  Veröffentlichung  dieses  ersten   Theiles  als   YvtM- 

•sc^lirift  einen  Beitrag  zu  einer,  für  die  königliche  Gesellschaft  wich- 

tiijen,  Feier  zu  geben,  mit  dem  Bedürfnisse   und    dem  Wunsche  zu- 

Sci luniengetrofren  wäre,  dadurch  die  Fortsetzung  der  Versuche  selbst 

iix    fördern.    Jene  Feier  belrilft   das  fünfzigjährige  Ordinariatsjubiläum 

dc^>i  liochverehrten    Seniors    der   Leipziger  Universität   und    Secretärs 

dc3r  mathematisch  -  physischen    Classe    der    könighchen    Gesellschaft, 

Professors  Ernst  Heinrich  Weber  ''am  8.  Januar  1871).    Abgesehen 

van  seinen  anderweiten   hohen  Verdiensten   war   derselbe  seit  Gali- 

lei^'s  Zeiten  wohl  der   erste,   welcher   (durch  seine   bahnbrechenden 

psychophysischen   Versuche)   das   Gebiet  exacter   Untersuchung  über 

-scheinbare  Gränzen  desselben  hinaus  erweitert  hat,    und    zwar  nach 

einer   Richtung,  in  welche  nach  der  im  folgenden  Eingange  gemachten 

Beinorkimg   die  jetzige    Untersuchung  aus    gewissem    Gesichtspuncte 
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hineintritt,  worin  die    Darbietung  der  Schrift   bei  dieser  Gelegenheit 
ein   Motiv   finden   konnte.     Die    Hoffnung    und   das  BedUrfniss  aber, 
durch   diese    Veröffentlichung   des  Anfanges   der    Untersuchung  den 
Fortschritt  derselben  selbst  zu  fördern,  ruht  darin,  dass  dadurch  eiae 
grössere   Geneigtheit    für   Betheiligung    an    den   dazu   nöthigen  Ver- 
suchen henorgerufcn  werden  könnte ,  als  ich  bei  der  Fremdarligkeit 
der   Gesichtspuncte ,  die  der  Untersuchung  unterliegen,  bisher  zu  er- 
zielen vermochte. 

Jedenfalls  hat  diese  Untersuchung    keinen    Vorwurf   Seitens  de^  ^ 
Sprüchwortes:    wNonum    prematur   in    annum«    zu   fürchten,    da   sL  ^ 

schon   im   Jahre   1861    begonnen,    und,    freilich   mit    langen  Unter 

brechungen  und  oft  ziemlich  schliifrigem  Betriebe,  bis  jetzt  fortgeset^sst 
worden  ist,  wobei  ich  einer  Unterstützung  Seitens  der  Herrn  Grabs^^u 
und  Dr.  Nies  dankbar  zu  gedenken  habe ;  nur  dass  theils  die  mangelod^He 
Gelegenheit,    eine  hinreichende  Zahl  von  Versuchssubjecten  dazu  za^- 
sammenzubringen ,  theils    die   Nöthigung,  frühere,    zum   Theil  schczzDn 
lungere    Zeit    fortgesetzte,    Versuchsreihen    wegen    unzweckmässi^ ^r 
Einrichtung  wieder  fallen  zu  lassen,  wie  diess  in  einem  ganz  neu^K?D 
Versuchsfelde    wohl    erkliirlich    ist,    keinen    raschen   und   ergiebig ^n 
Fortschritt  gestattete  und  für  die  Entscheidung  mancher  erst  spät  a^Ljf- 
tretenden  Fragen  noch   kein  hinreichendes   Versuchsmaterial  hat  ^^e- 
winnen  lassen.     Eine   voiläufige   Anzeige  des    allgemeinen   Gesielt  ts-. 
punctes  und  Hauptresultatos  der   Untersuchung  ist  gelegentlich  eiKr^Jer 
dahinointretondcMi  Spociairrage  im    Naumann-Weigelschen  Archive        Tür 
zeichnende  Künste   (18G5,  XI)   gegeben. 

Nach  Allem  meine  ich  nicht,   wenn  ich  im  folgenden  Einga^Kig^ 
die    Anfiinge    einer    exarten    Behandluni<  der    Aesthetik    in    AussS^  cht 
stelle,   dass  die    Exactheil  der  Uesultate    in    dieser    Lehre    überh«^    "pt 
so  weit  getrii^ben  werden  könne,  als  in   Astronomie  und  Physik;        i^*l* 
meine    aber,    dass    durch    Anwendung    und    weitere   Ausbildung        der 
hier   auseinanderzusetzenden    Methoden  der   Genauigkeit  und    Sick  i^^r- 
h(Mt  so  nahe  wie  möglich  gc^konmien  werdim  könne.    Es  giebt  üfc-^*'*' 
haupl  in  dieser  Hinsicht  Unterschiede  zwischen  verschiedenen  Lek  ^'^o 
und  zwischen  verschicHlenen  Aufgaben  jeder  einzelnen  Lehre.     J^^uch 
die    Physiologie    kann    hinsichtlich   der  filxactheit  ihrer  Resultate      a/i- 
gemeingesprochen    nicht    mit   Astronomie,    Physik  und    Chemie  v^^Glt- 
eifern,  weil    sie  die  Bedingungen,    die  es  zu  untersuchen  gilt,  t\icbt 
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el)en  so  isolirt  vorfindet  oder  eben  so  leicht  isoliren  kann.    Und  diese 
Schwierigkeit    der    Isolirung   trifft   auch    unsere   Lehre.     Aber    man 
thut  in  dieser  Hinsicht,  was  man  kann,  und  erreicht  damit  doch  mehr 
.   Sicherheit  im  Allgemeinen,  als  wenn  man  sich  überliaupt  nur  an  ali- 
gemeine  Apercus  hält  oder   aus    complicirten   Bedingungen    einfache 
Schlüsse  zieht,  und  kann  selbst  über  viele  Specialpuncte   mit  Sicher- 
heit entscheiden. 


I.  EingaDg. 

Unstreitig  kann  es  nur  erwünscht  erscheinen,  wenn  für  ein 
Gebiet,  was  sich  bisher  einer  exacten  Untersuchung  zu  entziehen 
schien,  Angriffspuncte  und  Anfänge  einer  solchen  gefunden  werden. 
Aus  diesem  Gesichtspuncte  mag  das  Folgende  beurtheilt  werden,  was 
sich  auf  eine  Lehre  bezieht,  welche  bisher  fast  blos  eine  Sache  philo- 
sophischer Speculation  und  künstlerischer  Apergus  war,  d.  i.  die 
Aesthetik;  indem  hier  Seiten  und  Wege  derselben  aufgesucht  sind, 
Wodurch  sie  ins  Bereich  des  Experimentes,  des  Masses  und  der 
Rechnung  tritt.  Insofern  diess  aber  der  Fall  ist,  kann  sie  als  ein 
Zweig  der  äussern  Psychophysik  gelten,  die  sich  nach  dem  von  mir 
aufgestellten  Begritfe  derselben,  welchen  ich  wohl  als  acceptirt  an- 
rollen darf,  mit  den  Massbeziehungen  zwischen  Reiz  und  Empfin- 
dung oder  allgemeiner  zwischen  äusseren  körperlichen  Anregungen 
und  innern  psychischen»  Folgen  zu  beschäftigen  hat.  Denn  auch  die 
Lust  und  Unlust,  die  man  bei  der  Wahrnehmung  eines  äussern  Ge- 
genstandes empfindet,  d.  i.  das  Gefallen  und  Missfallen  daran,  womit 
die  Aesthetik  zu  thun  hat,  tritt  unter  diesen  Gesichtspunct.  Ein 
triftiger  Weg  der  Untersuchung  hat  aber  in  diesem  wie  in  jedem 
Felde  mit  den  elementarsten  Verhältnissen  zu  beginnen,  und  so  macht 
^uch  unsere  Untersuchung  nic^ht  im  Entferntesten  den  Anspruch, 
^iolpuncte  der  Aesthetik  festzustellen,  sondern  nur  Elemente  dazu 
*^i2utragen.  Sie  ist  noch  unvollkommen  und  unvollständig,  enthält 
^bcir,  wie  ich  glaube,  den  Keim  zu  fruc^htbarer  Fortentwicklung,  und 
^^hr  wird  man  von  einem  Anfange  •  nicht  verlangen  können. 
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Die  Frage,  die  hier  zunächst  in  Angriff  genommen  werden  soll, 
ist   die,    ob   gewisse    Dimensions-   und   Abtheilungsverhüitnisse   der 
Gegenstände   einen   Vorzug   der   WohlgeRUligkeit  vor   andern   habcn^ 
und  im  Fall   der  Bejahung,  welche  es  sind.     Nun  sind   die  Formen, 
der  meisten  Gegenstände  durch   Idee,    Zweck,    Bedeutung  derselbe 
bedingt   oder    doch   mitbedingt;  jede  Form    kann    durch    ihre   Ange^ 
messenheit   dazu   gefallen,  jede   durch    ihre    Unangemessenheit  dazi 
missfallen,  Ersteres  namentlich,  wenn  der  Zweck,  die  Bedeutung  de 
Gegenstandes  selbst  uns  zusagen,  indem  sich  das  Wohlgefallen  dara 
unwillkührlich  auf  die   Form   des   Gegenstandes   übertragt.     Da  nu 
die   Zwecke  und  Bedeutungen  der  Gegenstände  die  allerverschiede 
sten  sind,  so  können  auch  die  allerverschiedensten  Formen,  je  nac 
dem  sie  dazu  passen  oder  nicht  passen,  wohlgefällig  oder  missfiillmg 
werden,  und   erscheint  hienach   unsere   Aufgabe    als   eine  ganz  ii 
bestimmte.     Aber  es  fragt  sich,  ob  die  Angemessenheit  oiler  Una 


gemessenheit   einer   Form   zu   etwas  ^   was    über   die  Form   an    sifL^h 


hinausliegl,  der  einzige  Grund  des  Gefallens  oder  Missfallens  dan 
ist,  nicht  in  den  Formverhältnissen  an   sich  selbst   Bedingungen    A  «r 
Wohlgeftilligkeit   und  MissRilligkeit   liegen,   welche   bei   den   Verwc?^»- 
dungen    und    im    ästhetischen    Urtheil    Mitrücksicht    erfodern.      M  ^ 
man  es  nun  auch  bei  den  Verwendungen  vor  Allem  als  Regel  setzc^sn, 
der  Angemessenheit  Rechnung  zu  tragen,  so  lässt  aber  diese  sehr  ^3ft 
noch    die    Wahl    zwischen    verschiecU^nen    Dimensions-    und    Ablli  ^'i- 
lungsverhältnissen  frei,    und    sollte    (»s    also    ül)erhau|)t   gewisse    V  ^m- 
hällnisse  gelxMi,  die  an  sich  wohlg(»fiilliger  sind,  als  andere,  so  könn  •  <*» 
sie  in  solchen  Fäll(»n  praktisch  bevorzugt  und  bei    ästhetischer  Be?^»'- 
theilung  ein  Grund  (U'v  WohigefiilligkcMt    darin. gefunden    werden;     '^vo 
aber    Zweck    oder    Bedeutung   bcvstinunte    FodtMungen    an    die    Fo«**^^ 
stellen,  könnte  die  Wohlgefälligkeit  wachsen,  w(»nn  ein  an  .sich  wc:>l*^' 
gefölliges   Verhältniss   das     [)assende    ist    und   (Muen    Abzug  erfahr^^**'*' 
wenn   es    ein  an  sich  ungef^llige^s   ist.      (leh^genheilen    aber,    uujtJ^^**'^* 
Frage  aus  diesen    Gesichlspuncten  zu  (Mli(?b(m,  bieten    sich    in    Fli"** 
dar.     Z.  B.    es    gilt,   ein    Haus  zu   bauen:  welches    Verhältniss   >-%■''" 
man  seiner  Breite  zu  seiner  Höhe»,  und  der  Mauerhöhe  zur  Dachli^>'^^' 
zu  geben  haben,  damit  es  sich  architektonisch  gut  ausnehme?     N'/'- 
gends  häutiger  spricht  man  ja  von  schönen   Verhältnissen  als  in   lA*^ 
Architektur,    aber   welches   sind   sie?    Welche    Höhe   hat   man  e/ncr 
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Statue  im  Verhältniss  zu  ihrem  Postament  zu  geben?  wie  hoch  den 
Querbalken  eines  Schmuckkreuzes  zu  steilen,  wie  lang  ihn  im  Ver- 
hältniss zum  Ldngsbalken  zu  machen?  u.  s.  w.  Jeder  fühlt  in  der 
unmittelbaren  Anschauung,  dass  es  hier  überall  ein  Zuviel  und  ein 
Zuwenig  giebt;  aber  welches  ist  die  rechte  Mitte?  Giebt  es  über- 
haupt allgemein  gültige  Bestimmungen  in  dieser  Beziehung?  Inso- 
fern jede  Form  überhaupt  ausser  von  den  Verhältnissen  der  Ge- 
radlinigkeit,  Ebenheit,  Eckigkeit,  Krümmung  ihres  Umrisses  oder  ihrer 
Oberfläche  durch  die  Verhältnisse  ihrer  Dimensionen  und  Abtheilungen 
als  bestimmt  angesehen  werden  kann,  gewinnt  auch  unsere  Frage 
in  allgemeinster  Fassung  die  allgemeinste  Bedeutung,  nur  dass  es  be- 
merktermassen  gilt,  zuerst  die  einfachsten  Fälle  vorzunehmen. 

Dabei  bleibt  zuzugestehen,  dass  sie  für  die  höhere  Aesthetik  in- 
sofern nur  ein  untergeordnetes  Interesse  hat,  als   die  Schönheit  aus 
höherem    Gesichtspunct    immer    an  der    Erfüllung    von    Federungen 
hängt,  welche  über  den  Gesichtspunct  einer  Formwohlgefölligkcit  an 
sich  weit  hinausgreifen.     Aber  denken  wir  an   das  Gedicht,  dessen 
höhere  Schönheit  auch  an  solchen   Federungen  hängt ;  doch  trägt  der 
Wohllaut  des  Reimes  und  Versmasses  wesentlich  zur   vollen   Schön- 
*heit  des  Gedichtes  bei,  ja  mehr  bei,  als  man  nach  der  Wirkung  für 
sich  (bei  einem  Gedichte  in  fremder  Sprache)  vermuthen  sollte,  indem 
nach  einem  bisher  freilich  in  keinem  Lehrbuch  der  Aesthetik  zu  fin- 
denden, doch  von  uns  mehrfach  zu  erwähnenden,  ästhetischen  Principe, 
M^elches  ich  das   ästhetische    Hülfsprincip    nenne,    der    niedere    und 
höhere    Reiz  sich   bei  widerspruchslosem   Zusammentreffen    wechsel- 
tet ts  steigern;  oder  denken  wir  an  die  Musik,  deren  höhere  Schönheit 
*n     Melodie    und    Harmonie   ruht,    doch   tragen    die    untergeordneten 
Momente,  Wohllaut  der  einzelnen  Töne  und  Tact,   die   für  sich  (bei 
S'^ichartigen  Tönen)  nicht  viel  sagen  wollen,  zur  vollen  Schönheit  einer 
-^^usik  nach  demselben  Principe  viel  bei.     Also  werden  auch  an  sich 
"^^ohlgeftillige     Dimensions  -    und    Abtheilungsverhältnisse ,    giebt    es 
^*^ders  solche,   unstreitig   zwar  nicht  reichen,   ohne   Zutritt   höherer 
*^^otoren   höhere  Schöpheit  zu  erzeugen,  doch  aber  im    Zusammen- 
•-•"CifTen  mit  solchen,  als  Basis  der  höheren  Beziehungen  selbst,   nach 
em  Principe  wichtigen  Antheil  an  der  vollen    Schönhßit  gewinnen 
Änen.     Um  so  mehr  wird  ein  Vortheil  davon  bei  Gegenständen  zu 
Narten  sein,  die  keine  höhere  Bedeutung  überhaupt  beanspruchen, 
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die  man  doch  aber  auch  wohlgefällig  he]*zuslellen  wünscht,  als  na- 
mentlich den  Werken  der  sog.  Tektonik,  d.  i.  Kunst  der  Gefäs;d:»e, 
Geräthe,    Möbel,  Waffen,  Kleider,  Tei)piche,  Schmucksachen  u.  c1^|. 

bis  in  die  allerdings  auch  höherer  ideeller  Bezüge  nicht  ermangelnde 
Architektur  hinein, '^)  endlich  in  der  Ornamentik. 

Insofern  der  Eindruck,  welchen  Formen,  Farben,  Töne,  so  wie  diV 
Verhallnisse  von  Formen,  Farben,  Tönen  durch  ihre  eigene  BeschafTen- 
heit  machen,  von  dem  Eindruck,  den  sie  als  Träger  gewisser  Be- 
deutungen, im  Dienste  gewisser  Zwecke  oder  Ideen  machen,  jeden- 
falls zu  unterscheiden  ist,  nenne,  ich  der  Kürze  halber  ersteren  den 
directen,  letzteren  den  associativen  Eindruck,  oder,  insofern  beide 
zu  einem  einheitlichen  Eindruck  verschmelzen,  ersteren  den  direclefi, 
letzteren  den  associativen  Factor  des  Eindrucks;  und  spreche,  wo  ei^^ 
jVlitspiel  des  letztern  zum  erstem  in  Betracht  kommt,  von  einer  as»' 
sociativen  Mitbestimmung  desselben.  Man  bringt  sich  nämlich  leict^^ 
zum  Bewusstsein,  dass  Bedeutung,  Zweck,  Idee,  nicht  an  sich  selh^^^ 
aus  den  Formen  heraus  sprechen  und  wirken,  Sondern  nach  Gesetz^^** 
der  Vorstellungs  -  Association  von  Innen  daran  angeknüpft  werde 
Die  Bedeutung  der  Formen  will  so  gut  erlernt  sein,  als  die  d 
Worte;  brächten  sie  ihre  Bedeutung  von  selbst  dem  Geiste  entgegen 
so  bedürfte  es  des  Erlernens  nicht  für  den  nur  eben  operi 
Blindgebornen ;  aber  erst  nach  wiederholter  Eifahrung  über  den  Z  "^^* 
sammenhang  der  Formen  mit  gewissen  Bedeutungen  oder  Zweck^^^^^ 
'knüpft  sich  allmälig  ini  Geiste  eins  an  das  andere.  Unsere  Aufga  '^'^^ 
nun  ist  hier  nur,  zu  ermitteln,  was  die  einfachsten  Formverhältnis^^  =^^ 
abgesehen  von  associativer  Mitbestimmung  in  üsthetiscl^»  ^=^'' 
Beziehung  wirken;  w^ozu  es  .Mittel  zu  finden  gilt,  sie  von  dieser  >■  i  ^' 
bestimmung  zu  emancif)ircn  oder  dieselbe  zu  compensiren.  Der  ^E^^' 
sociative  Einfluss  wird  dann  seinerseits  in  möglichster  Abstract  i  <  ^'^ 
vom  directen  zu  untersuchen,  und  endlich  die  Untersuchung  auf    ^"Ü^ 


*)    Böttgor,  dor  meines  Wissens  den  Ausdruck  Teklonik  zuerst  in  seiner   »Te-t*-*^ 
nik  der  Hellenenc  t^ehrauchl  hat,  rechnet  die  Architektur^selbst  mit  zur  Tektonik  :    «i-^"w* 
in  einem  engeren  Sinne  setzt  man  auch    wohl   (he  Architektur  als  höhere  Kunsl     «^^z* 
Tektonik  als  der  Gesammtheit  der  ohgenannten,  wesentlich  auf  gleichen  Principien   #><*- 
ruhenden,   doch   niedern  ,    Künste  gegenüber,    welchem  Gebrauch   ich  mich    hier  i»^- 
schliesse ,    weil  das  Bedürfniss  dieser  Unterscheidung  aus   gewissem  Gesichtspuif^''** 
wirklich  vorliegt. 
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Verhältnisse  ihres  Zusammentrefiens ,  wonach  beide  einstimmig  oder 
in  Conflict  wirken  können,  zu  richten  sein;  wir  beschäftigen  uns 
aber  hier  nur  mit  der  ersten  dieser  drei  Aufgaben. 

Welcher  Art  und  welchen  Ursprungs  auch  der  ästhetische  Ein- 
druck einer  Form  sei,  so  kann  er  durch  die  Zusammensetzung  oder 
Zusammenstellung   mit  andern   gleichen    oder    verschiedenen  Formen 
eine   Abänderung  erleiden,    was    ich    den  combinatorischen  Einfluss 
nenne.     Derselbe   kann  direct   oder  associativ  sein;   ersteres,   wenn 
durch  die  Verhältnisse  der  Zusammensetzung  oder  Zusammenstellung 
neue   Bedingungen   der  Wohlgefalligkeit   oder  Missfölligkeit  an    sich 
erwachsen,   wie    z.  B.  ein  Kreis  sich  ohne  nachweisbare  associative 
Mitbestimmung  besser  in  einem  als  um  ein  Quadrat  ausnimmt;  letz- 
teres, wenn  neue  Bedeutungen,  Zweckbeziehungen,  ideelle  Beziehun- 
gen dadurch  hervorgehen.     Hienach  kann  etwas,    was  für  sich  oder 
in    gewisser  Zusammenstellung  wohlgefällt,   in    andrer   missfällig  er- 
scheinen  und  umgekehrt;    obwohl   es    auch    ästhetisch    gleichgültige 
Combi nationen  giebt.     Seiz.  B.  bei  einem  Fenster,  wenn  es  für  sich 
betrachtet  wird,   ein   gewisses   Verhältniss  der  Höhe   zur  Breite  als 
das  vortheilhafleste  erschienen,    weil  es  mit  dem  ästhetisch  vortheil- 
haflesten   Verhältniss   eines    isolirten  Rechtecks    überhaupt    überein- 
4»Ummt,    so  folgt  daraus  noch  gar  nicht,  dass  es  denselben  Vortheil 
Buch  in  der  Zusanmienstellung  des  Fensters  mit  den  andern  parallel 
angebrachten  Fenstern  behauptet,   und   lässt  sich  denken,   dass  sich 
die  Verhältnisse  der  Fenster  mit  nach  den  Verhältnissen  der  Häuser- 
fronte,  worin  sie  angebracht  sind,  zu  richten  haben,  das  Verhältniss 
der  Häuserfronte  aber  durch   die  Verhältnisse   des  Daches  ästhetisch 
oailbestimmt   ist.      Wonach    sich    überhaupt   fragen  lässt,    was  damit 
gewonnen    sei,   den  ästhetischen  Werth   eines  Verhältnisses   für   sich 
Erkannt  zu  haben,    wenn  dieser  Werth  sich  in  jeder  andern  Zusam- 
a:*ensetzung  und  Zusammenstellung  abändert.     Hierauf  aber  ist  zu  er- 
^^iedern:   erstens,    dass   in   vielen  Fällen  zusammengesetzter  Formen 
doch  ein  gewisses  Verhältniss  die  Hauptgestalt  des  Gegenstandes  be- 
^t:iniint,  hienach  einen  dominirenden  Einduss  gewinnt;  dass  zweitens 
'^i  vielen  Gegenständen,  namentlich  Kunstgegenständen,   durch  Um- 
rahmung oder  absichtliche  Herstellung  einer  gleichgültigen  Umgebung 
^■ne  Isolirung   von   äussern  Einflüssen    künstlich    bewerkstelligt,    hie- 
'^^il  der  Einfluss   der  Zusammenstellung  seiner  Form  mit  andern  For 
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nK*n  merklich  lieseiligt  wini;  das«  ilritlens  hei  vielen  GegenstänJai 
die  Umgebung  nach  ^urall  wechselt ,  was  den  KintlwiS  im  Gaozei 
conipensirl,  Iiitioteni  aber  der  betreffende  Einlluss  im  Allgemeine 
doch  weder  üliztdeugncD  noch  zu  unleri^chitlzen,  nicht  überall  zu  tM 
seitigen,  vielmehr  möglichst  vorlheilhalt  zu  verwenden  ist,  wird  A 
Autgabe  unserer  Untersuchung  dadurch  nicht  auigehobeu,  sondi^« 
erweitert,  indem  es  nun  auch  den  Einfluss  der  Zusammonsii^llun^« 
und  ZusHtiniiensulzungen  zu  urmittehi  gilt.  Sind  aucli  deren  uneti« 
lirh  vielf!,  so  sind  doch  der  Geseizc,  welchen  sich  dieser  KinlliH- 
unlerordnel,  nicht  unendlich  viele,  umi  hauptsächlich  auf  deren  IS 
mittelung  ist  die  Abeicht.  zu  richten.  Dabei  bleibt  aber  der  Ausgaa 
immer  von  üntei'suchuDg  des  ästbctischcu  VVerthes  möglichst  einfach  js 
isolirtei'  Kurmeo  zu  nehmen,  als  welcher  so  zu  sagen  central  f^ 
alle  durch  die  verschiedenen  ZuäHmmCHselzuiigcn  und  Zusanmicnät^ 
lungen  beding!«-!)  Abweichungen  lileibt,  und  nach  Massgabe  rein^ 
hervortritt,  als  das  betreuende  Formverhaltniss  mehr  dnminirl  uH 
girh  vollkommener  isolirt,  überhaupt  der  combinatorische  Uinflus:«  meJ 
zurücktritt.  Wie  denn  in  unserm  eben  so  als  in  jedem  ande-i 
Unlersuchungsfelde  nur  dadurcli  Klarlieit  und  Erfolg  zu  enitäM 
ist,  dass  man  unlersuchl .  was  i<'dc  Kcdingung  für  sich  leistet,  urt 
was  an  der  Zusammensetzung  derselben  h&ngt.  So  ist  es  in  d* 
Physik,  so  wird  es  auch  in  der  Aesthetik  sein.  Nun  wird  mS 
freilich,  so  weit  man  auch  die  Regeln  der  Zusammensetzung  treibs 
mag,  kein  schönes  Bauwerk  oder  schönes  sichtbares  KunslweM 
übertiaupt  nach  diesen  Regeln  zu  Stande  bringen;  nur  das  GefUi 
des  Künstlers  ist  (Uhig,  alle  im  Sinne  einer  Aufgabe  liegenden  B* 
dingungen  der  Wohlgeßklligkeit  zum  vorlheilhaflesten  Resultat  a 
combiniren.  Aber  ist  diess  wohl  anders  bei  der  musikalischen  Caai 
Position;  und  ist  desshalb  eine  Lehre  von  den  Tonleitern,  den  dia 
sonirenden  und  consonirenden  Accorden,  den  Auflösungen  der  Diä 
sonanzcn,  dem  Tact  und  Rhythmus  u.  s.  w.  Überflüssig?  Es  wUrdt 
lästig  sein ,  auseinanderzusetzen ,  warum  sie  nicht  überflüssig  ist 
genug,  man  kann  die  Anwendung  davon  auf  unser  Gebiet  machen. 
Dabei  kommt,  in  Rücksicht,  dass  der  associative  Factor 'über 
haupl  in  der  Musik  nur  dte  Nebenrolle,  der  direcle  die  Hauptroll 
spielt ,  indess  in  den  höhern  Künsten  der  Sichtbarkeit  die  Hauptroll 
dem  associativen  Factor  anheimfttllt.     Aber   der  Unterschied  isl   nu 


^ 


M]  ZUR    EXPERIMENT ALEN    AeSTHETIK.  563 

relativ;  denn  auch  in  Malerei  und  Plastik  kann  nicht  Alles  auf  den 
associaliven  Factor  geschrieben  werden,  und  die  Tektonik,  in  der 
sich  allgemeingesprochen  beide  Factoren  die  Wage  halten  oder  mit 
dem  Uebergewicht  wechseln,  so  wie  in  der  Ornamentik,  wo  der  di- 
recte  allgemeingesprochen  das  Uebergewicht  hat,  wollen  auch  beide 
Factoren  bis  zu  den  elementarsten  Bestimmungen  herab  berücksich- 
tigt werden. 

Nach  Allem  ist  unnöthig,  das  Interesse  unserer  Frage  erst  weit- 
läufig zu  beweisen,   nachdem   es   sich  schon  hinreichend    historisch 
bewiesen  hat,   sofern  eine    Mehrzahl   nan)hafter  Aesthetiker,    Kunst- 
schriflsteiler,   insbesondere   auch   Architekten,    worüber  Näheres    im 
folgenden  Abschnitte,  sich  damit  ernsthaft  beschäftigt  »hat.     Darunter 
giobt  es  allerdings   einige,  welche,  wie  Böttger  in   seiner  Tektonik 
der  Hellenen,  die  Frage  in  negativem  Sinne  dahin  beantworten,  dass 
es  an  sich  wohlgeföllige  Formverhältnisse  in  unserm  Sinne  überhaupt 
nicht  gebe;    abgesehen   von  Rücksichten   der  Verwendung  sei  jedes 
Verhältniss   ästhetisch  gleichgültig.      Ja    im  Gespräch    mit    Künstlern 
wird  man  diesen  Satz  zumeist  als  einen  Fundamentalsatz  ausgespro- 
chen finden.*)     Inzwischen   wird   demselben  schon  durch  die  Sym- 
metrie  widersprochen,  die  freilich  durch  Unangemessenheit  zur  Idee, 
dem  Zweck  oder  der  Bedeutung  der  Gegenstände,   kurz   in  Wider- 
spruch mit  dem  associativen  Factor,   auch  missfallen  kann,  daher  in 
den  Künsten  der  Sichtbarkeit  über  Ornamentik,  Tektonik  und  Archi- 
tektur hinaus  zumeist  missfällt,  hingegen  bei  fehlendem  Conflict  oder 
einträchtigem  Zusammengehen   mit  dem   Sinne  der   Darstellung  ihre 
Wohlgefälligkeit  unzweideutig  zu  erkennen  giebt.     So  namentlich  im 
Kaleidoskop,  wo  gar  keine   Rücksichten   der  Verwendung  ins   Spiel 
kommen,    der  associative  Factor  des  Eindruckes  überhaupt  ganz  zu- 
Tücklritt.  **)    Nun  bleibt   freilich  der  wohlgefällige  Eindruck  der  kal- 

*)  Gerade  enlgegengeselzl  Kaiil,  Schiller,  llerbart ,  welche  dem  associativen 
Factor  bei  der  Beurtheilung  der  FornieiisohÖnheit  keine  wesentliche  Bedeutung  Zuge- 
slehen. Die  Streitfrage  in  dieser  Hinsicht  bis  in  ihre  Wurzein  zu  verfolgen  und  zu 
<)i%utiren,  kann  hier  nicht  die  Absicht  sein.  Indem  ich  mich  überall  auf  factische 
Verhältnisse  bezielie,  glaube  ich,  dem  Zweck  unserer  Aufgabe  zu  genügen.  Der 
Äreit  würde  schwerlich  entstanden  sein,  wenn  man  überhaupt  einen  klaren  Unter- 
srhicd  zwischen  directer  und  associaliver  Seite  des  Eindrucks  gemacht,  und  ge- 
iiaiier  als  bisher  untersucht  hätte,   was  auf  jede  Seite  zu  legen. 

**)  Oersted    führt   in   einer  seiner    ästhetischen  Schriften    oder   Abhandlungen 
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eidüskopisclien  Figur,    obschon  intensiv    genug,   doch  eben  desshalb, 
weil  er  sich  vom  associativen  isolirt  und  in  keine,  höhere  Zusammen- 
setzung eingeht,  niedrig  und  arm ;  aber  das  gilt  überhaupt  von  jeder 
isolirten  Grundbedingung  der  Wohlgefölligkoit ;  und  man  muss  doch  jede 
mögUchst  isoliren,  um. zu  wissen,  was  auf  sie  an  sich  zu  rechnen;  in 
Verwendungen  kann  dann  jede,  insoweit  sie  nicht  andern  Bedingungen 
der  WohlgeföHigkeit  widerspricht,   nach  dem   ästhetischen  Hulfsprin- 
cip   mit  gesteigertem   Reize    eintreten.      Die   Symmetrie    aber  musi», 
um  nicht  in  solchen  Widersi)ruch  zu  gcrathen,  in  den  meisten  Ver- 
wendungen,  sei   es  von   der  Reinheit  oder  Vielseitigkeit  oder  Buiii- 
heit  nachlassen,   auf  deren  Zusanunentrefien   im  Kaleidoskop   ihr  io- 
tensiver  Eindruck    beruht,    oder    gar    merklich    ganz    zurücktreten. 
Inzwischen  wird  selbst  noch  in  der  Malerei  eine  gewisse  Abwägu^Bg 
der   Massen,  welche  an    die  Symmetrie    erinnert,    zu  jedem  gutern 
Bilde  verlangt,    ohne  durch  den  Sinn  der  Darstellung  an   sich   geFo- 
dert  zu  sein;    man   will   weder   in   einem  Landschalls-   noch  Genre- 
bilde,    welche  der  Svnmielrie  am  meisten  zu  widerstreben  scheinen, 
die  Hauptmasse  des  Inhalts   fast  ganz  auf  eine  Seite  verlegt  sehen; 
um  so  mehr  strebt  die  Darstellung  des  Malers  der  vollen  Symmetrie 
zu,  wo  diese  Annäherung   mit  dem  Sinne  Hand  in  Hand  geht,  wie 
bei    vielen   religiösen  Bildern,    indem  die   Vorstellung    einer    hohem 
Ordnung   dadurch   unterstützt  wird.      Eine    reine   Durchführung    der 
Symmetrie  aber  ist  ohne  missfölligen  Widerspruch    mit  dem  Charak- 
ter einer  lebendigen  Darstellung  iiberliau|)t  nicht  wohl  in  der  Malerei 
möglich ;    daher   eben  die  vorlheilhatteiv  und   reinere  Anwendbarkeit 
derselben  in  Tektonik  und  Architektur  nach  horizontaler  Richtung,  w^^ 
dieser  Widerspruch  wegfi^llt,   indess  nach  veiticaler  Richtung  Z\>eck-' 
rücksichten    zum    Unterlassen    der    Symmetrie    drangen.       Wogegen 
nicht  spricht,    dass    in   manchen  Bauwerken    sogar  nach  horizontal^*' 


folgoiidos,  vi(»lloi('ht  schon  sonst  bekannlos,  K\p(Minient  an.  Man  inaclit  mit  Tili*** 
auf  ein(M*  Seile  eines  in  eine  Falte  zusaninien^ebroihenen,  doch  wieder  au fgesclil*'*  ^ 
jfenen  Papiers  irj;end  einen  unreijjehnUssiiien  Krakel .  der  bis  an  die  Theilunf^slii»  •  ^ 
beider  Seilen  des  Blattes  reicht,  und  faltet  daiu)  das  l^ipier  wieder  so  zusamino«'- 
dass  sich  der  Krakel  s\nnnetrisch  auf  der  andern  Seite  abdruckt.  Man  erstand'' 
über  den  GeNNiiui  \in\  VVohlf,'enillii?keit ,  den  man  trotz  der  iiiireinlichen  Yr^' 
mischun^  der  Zii|j;c  beim  Abdruck  solcheri;t»stalt  erhält,  und  kann  sich  wie  n*'' 
deui   Kaleidosko])  durch  Abänderung  des   Versuchs  längere  Zeil    unlerlialten  lindf'- 
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Richtung  die  Symmetrie  mit  Vortheil  verlassen  wird,  indem  sich  dann 
immer  associative  Momente  angeben  lassen,  welche  in  diesem  Sinne 
überwiegen;  es  würde  nur  hier  zu  weit  fuhren,  in  weitere  Erörte- 
rungen darüber  einzugehen. 

Lolze  hebt  in  seiner  Geschichte  der  Aesthetik  den  Unterschied,  den  ich 
zwischen  directen  und  associativen  Eindrücken  mache,  gewissennassen  auf, 
iodem  er  den  Eindruck  der  Symmetrie  so  wie  fast  Alles,  was  ich  sonst  als 
direclen  Eindruck  fasse,  in  der  Hauptsache  auf  ein  associatives  Moment 
zurückzuführen  sucht,  ncimlich  die  directe  Wirkung  zwar  nicht  ganz  leugnet 
aber  als  von  wenig  Gewicht  gegen  das  associative  Moment  zurücksetzt.  (Vergl. 
insbesondere  Gesch.  S.  74  ff.  und  232  ff.)  Des  Näheren  kommt  nach  Lotze 
die  Wohlgefälligkeit  und  Missfdlligkeit  objectiver  anschaulicher  Raumformen 
und  AaumverhflUnisse,  Bewegungen,  Stellungen,  wesentlich  dadurch  zu  Stande, 
dass  sich  darin  Formen  und  Verhältnisse,  Bewegungen,  Stellungen  unsers 
eigenen  Körpers  wiederspiegeln,  solche,  worin  unser  Wohl  und  Wehe,  Freude, 
T^d,  Behagen,  Misshehagen  einen  Ausdruck  findet.  Die  Lust  und  Unlust, 
die  sich  darin  im  Laufe  unsers  bisherigen  Lebens  ausgesprochen  hat,  kehrt 
uns  nämlich  beim  objectiven  Anblick  durch  associative  Erinnerung  an  die 
früher  erfahrene  in  einem  Abklänge  wieder.  Wir  fühlen  die  Lust  und  Un- 
lust so  zu  sagen  in  die  objectiven  Formen,  Veriiiiltnisse,  Bewegungen,  Stellungen 
hinein  auf  Grund  unserer  fiüheren  Erlebnisse  yon  Lust  und  Unlust  unter  ent- 
sprechenden Formen,  Verhaltnissen,  Bewegungen,  Stellungen  unseres  eignen 
Körpers;  und  nur  diess  macht  die  objectiven  ästhetisch  wirksam  und  ver- 
^ndlich  für  uns.  Im  Sinne  dieser  allgemeinen  Auffassung,  verstehe  ich  an- 
ders Lotze  recht,  ist  es  das  befriedigende  Gefühl  des  durch  Selbstlhiltigkeit  ver- 
■nittelten  oder  durch  Gunst  äusserer  Umstünde  erhaltenen  statischen  Gleich- 
gewichts des  eignen  Körpers,  was  sich  associalionsweise  auf  den  Anblick 
*^>ner  symmetrischen  Figur  übertragen  muss,  um  Wohlgefallen  daran  zu  finden. 

Aber  so  wenig  ich  bestreite,  dass  derartige  Associationen  eine  unter  Um- 
sUlnden  wichtige  Rolle  bei  objectiven  Eindrücken  überhaupt  spielen,  kann  ich 
*'och  nicht  zugeben,  dass  sie  bei nr  Eindruck  der  Symmetrie  die  wesent- 
liche, die  Hauptrolle  spielen.  Denn  zuvörderst  wüsste  ich  nicht,  warum 
^Urch  die  Anschauung  einer  symmetrischen  Figur  nicht  so  gut  im  Gebiete  des 
^^isichtes  als  durch  den  Genuss  einer  wohlschmeckenden  Speise  im  Gebiete 
^^s  Geschmackes,  direct  Bewegungen  in  unsrer  Organisation  sdllten  ausgelöst 
^^rden,  die  uns  zusagen,  indem  sie  nach  Lotze's  anderwärts  entwickelter  tieferen 
^^ssung  den  Eindruck  »eigener  Vortrefflich keita  gewähren,  warum  vielmehr 
^■^i  associative  Erinnerung  an  frühere  lustvolle  Bewegungen  oder  Gleichge- 
wichtszustände unsers  eigenen  Körpers  nöthig  sein  sollte,  den  Eindruck  er- 
**^hlich  lustvoll  zu  machen.  Dieser  Umweg  schiene  mir  nur  zu  nehmen, 
W^hd  er  sich  als  nöthig  erweisen  sollte.  Suche  ich  mir  aber  klar  zu  machen, 
W'ozu    Lotze  selbst  auffodert.  ohne  dass  ich  dieser  Auffoderung  von  ihm  selbst 
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nach  WuDsch  entsprochen  finde,  wie  die  Wohlgeßilligkeit  der  Syminelrie  nach 
seinem  Princip  zu  Stande  kommen  soll,    so  treten    mir  Schwierigkeiten  ent- 
gegen,   die   ich  nicht  zu  überwinden   weiss,    und  die   mir  unter  seiner  hier 
wie  überall  sinnigen  und  stilvollendeten  Darstellung  sich  vielmehr   zu  verber- 
gen, als  dadurch  beseitigt  zu  sein  scheinen,  worüber  ich  gern  bereit  bin,  an- 
derwärts in  Eröiterungen  einzugehen;  hier  würden  sie  zu  weit  führen.    Doch 
konnte  ich  nicht  umhin,   meine  Abweichung  von  einer,    mit  unserer  Frage  in 
Beziehung  stehenden,  fundamentalen  Ansicht  der  vorzüglichsten  Autorität,  (h 
wir  jelxi  in  der  Aesthetik  haben,    mit  einigen  Worten   zu  bezeichnen.    Sollte 
aber  Lotze's  Ansicht  gegen  die  meinige  doch  Recht  behalten,    so   würde  sich 
nicht  sowohl  unsere  Aufgabe  als  der  Ausdruck  derselben  wesentlich  zu  iindern 
haben. 

Die  Symmetrie  beweist  nun  jedenfalls,  dass  es  im  Gebiete  der 
Sichtbarkeit  mindestens  ein  Verhältniss  giebt,  welches  einen  Vor- 
theil  die  Wohlgefälligkeit  an  sich,  ohne  Rücksicht  auf  die  Weise  der 
Verwendung,  nur  nicht  in  Widerspruch  mit  Rücksichteti  der  Ver- 
wendung, vor  davon  abweichenden  Verhaltnissen  voraus  hat.  Die 
Frage  ist  blos ,  ob  mit  diesem  einen  Beispiel  das  Gebiet  an  sich 
ästhetisch  bevorzugter  Verhältnisse  ül)erhaupt  erschöpft  ist.  In  der 
Musik  giebt  es  eine  Mehrheit  consonirender  Verhaltnisse,  die  einen 
Vortheil  die  Wohlgefölligkeit  an  sich  vor  allen  dissonircnden  haben; 
könnte  nicht  etwas  Entsprechendes  im  Felde  der  Sichtbarkeit  statt- 
linden?  Ohne  nun  die  Frage  in  voller  Allgemeinheit  zu  behandeln, 
wobei  namentlich  auch  die  Verhaltnisse  der  Geradlinigkeit,  Ebenheit, 
Eckigkeit  und  Krümmung  in  Untersuchung  zu  nehmen  würen,  fassen 
wir  sie  hier  nur,  nach  der  oben  ausgesprochenen  BesclnUnkuug  J^'*' 
Aufgabe,  bezüglich  der  einfachsten  Dimensions-   und  Abtheilungsvcr- 

• 

haltnisse  ins  Auge,  und  überblicken  zunächst,  was  in  dieser  Bezu'- 
hung  bis  jetzt  von  Hauptansichten  vorliegt,  um  zu  wissen,  woraul 
wir  die  Prüfung  hauptsachlich  zu  richten  haben,  unter  Angabc  der 
Gründe,  welche  eine  neue  Prüfung  nölhig  erscheinen  lassen. 
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n.  Historisches  und  Kritisches. 

Vielfach  hat  man  gemeint,  im  Felde  des  Sichtbaren  könne  über- 
upt  kein  anderes  Princip  der  WohlgeRilligkeit  gelten,  als  im  Gebiete 
s  H()rbaren,  und  hieraus  folge  von  selbst,  dass  die  einfachsten 
chtestfasslichen  rationalen  Verhältnisse,  welche  als  Schvvingungs- 
rhöltnisse  die  Consonanzen  in  der  Musik  geben,  auch  als  Dirnen- 
HU5-  und  Abtheilungsverhaltnisse  sichtbarer  Gegenstände  einen  ästhe- 
chen  Vorzug  haben;  zieht  man  doch  sonst  ül)erall  die  leichtere 
sslichkeit  der  schwierigem  vor.  Insbesondere  bevorzugt  Wolff  in 
inen  Beiträgen  zur  Aestbetik  der  Baukunst  als  Dimensions-  und 
>theilungsverhältniss  in  der  Architektur  vor  Allem  das  Verhältniss 
:  1 ,  was  als  Verhältniss  der  Länge  zur  Breite  das  quadratische 
5bt,  findet  auch  dasselbe  im  Bau  des  menschlichen  Körpers  vor- 
gsweise  befolgt.  Heigel  in  in  seinem  Lehrbuch  der  höhern  Ban- 
nst, T  hier  seh  in  seinem  Lehrbuch  der  Aesthetik,  der  Engländer 
ly  in  seinen  Schriften:  »The  geometric  beauty  of  the  human 
ure  defmed  etc.  (1851)«  und  »The  natural  principles  of  beauty 
'-  1852«  bevorzugen  die  einfachen  rationalen  Verhältnisse  über- 
upl,  letzterer  ausdrücklich  in  Uebertragung  von  der  Musik.  ^)  Und 
adestens  für  die  Gliederung  des  menschlichen  Köipers  sind  fruherhin 
»t  immer  die  einfachen  rationalen  Verhältnisse  als  natürliche  wie 
Fetische  Normal  Verhältnisse  in  Anspruch  genommen  worden. 

Hiegegen  hat  neuerdings  Zeising,  Professor  der  Philosophie  in 
inchen,  für  die  Architektur,  den  meiischlichen  Körper  und  überhaupt 
s  unten  näher  zu  bezeichnende  sog.  goldne  Schnittverhältniss  als  ein 
enso  von  der  Natur  voi-zugsweise  eingehaltenes  wie  ästhetisch  vor 
lern  andern  Verhältnisse  bevorzugtes  Normalverhältniss  geltend  ge- 
wicht. Der  goldne  Schnitt  ist  nach  ihm  *^)  »dasjenige  Verhältniss,  wel- 
cs  der  ganzen  Gliederung  der  Menschengestalt,  dem  Bau  der  edleren 


*)   Dabei  hat  jedocli  liay  violmelir  Winkolvorhiiltiiisso  als  DimtMisioiis-  und  Ab- 
-iluiigsverh'altiiiss«'  im  Aiij^e.    Kiii  Berichl  darüber  findot  sich  in  Zeisin^s  N.  L.  S.  6i. 

**)  S.  seine  Sclirift  über  das  NorinaKerhUltniss  der  chemischen  und   morphologi- 
hen  Proportionen  S.  \ . 


t 


TliicR!.  der  Conslriiction  ik-r  Pllanzoii.  iiiKiKüillicIi  in  Gestell  ihrer  lii)i»l- 
stelluHg,  den  Foriuen  verschiedener  Kryslalle,  dt^'  Anordnung  des  PI  a- 
nelensyslems .  den  Proportionen  der  anerkannt  schönsten   archilekL«h 
nischen   und  plastischen  Kunstwerke,  den  befriedigendsten  Accord^an  , 
der  musikalischen  Harmonie  und  so  iioeh    anderen  Ei-scheinungen      in  , 
Kunst   und   Natur  als    Normal verliältniss   zu   Grunde  liegt  ;>•    und  lA^le 
Krage    nach    der    Gültigkeit    des    goldnen    Schnitts    berührt    hiena^c:h 
»die   gesaimnie  Anlhropologie,   namentlich    die  Anatomie,  Physiolu^^iQ 
und  Ethnographie,  temer  die  Zoologie.  Botanik  und   Mineralogie,  (■■»' 
Geographie    und   Astronomie,    die    Mathematik.    Physik    und   Chem^Se," 
kurz  alle  Gebiete  der  Nalurwissenschafl,    und    nicht    minder  die  a^ — ^ 
äammle  Aesthetik,  namentlich  die  Theorie  und    Praxis  der  Uaiikun;=£äi^.' 
Bildliaiierkunst  und  Malerei,  der  Musik,  Poesie  und  .Mimik" .  ja    Z^eir 
sing  erwartet  von  einer  zusammenfassenden  Behandlung  der  Lelirc  Tczawn 
goldnen    Schnitt:    »sie   dilrfle  vielleicht  geeignet  sein,  nacli  und  na.  «ili  | 
eine   Wisseuschaft  begründen  zu  hellen,  die  am  Iretfendsten  mit  d^^an  1 
Namen  einer  »"vergleichenden  Naturwissenschaft«»  zu    bezeichnen  u  mid 
.  .  .  zumeist    berufen    sein    irifichte,    an   dii'    Stelle  der  apriorisliscU  ^ 
Natui'philosophie  zu  treten.« 

Nach  dieser  so  ausserordenllictien  Bedeutung,  welche  der  golil'^** ' 
Sehnitl  liat.  nuiss  man  sich  fn'ilicli  wundern,  dass  dieselbe  so  lan.^s^ 
hat  verborgen  bleiben  können,  und  diess  möchte  von  vorn  berein  f^S^ 
eignet  sein,  einiges  Bedenken  dagegen  zu  erwecken ;  ja  wenn  Zeisi^^^S 
Andeutungen  des  goldnen  Schnittes  sogar  in  mehreren  Stembildei  "^^ 
in  den  Plane  tenabständen  und  der  Gliederung  von  Land  und  Heer  a^^**^ 
der  Erde  u.  s.  f.,  Spuren  davon  sogar  »in  den  rein  geistigen  Sphären  d'  -^^ 
Wissenschaft,  sowie  in  den  athischen  und  religiösen  Beziehungen''*' 
findet  und  Alles,  was  nur  leidlich  zu  passen  scheint,  dazu  herbeizielT'* ' 
so  wird  sich  Jeder  von  vorn  herein  sagen,  dass  seine  Lehre  miic* 
destens  an  Uebertreibung  und  Mängeln  der  Kritik  leiden  muss. 

Inzwischen   hat  Zeising  Fleiss  und  Eifer  nicht  gespart ,  dieselLtf  ' 
zur  Anerkennung  zu    bringen,    indem  er  seine  Ansicht   darüber  i 
einer  ganzen  Reihe  von  Schriften   und  Abhandlungen  entwickelt    h»** 
wovon    folgende,    künftig    kurz    als   N.  L.    und   als   N.   V.    zu  cit,<V 
rende,  Hauptschriften  den  Titel  fuhren.*} 

*)  Die  weitere  Literatur  von  Zeiüitigs  Abliandtuiigen  über  den  goldneu  Scliaill,  ss     ' 
weil  sie  mir  bekannt  ist,  s.  im  folgenden  Abschnitte. 
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\.  N(Mie  Loliro  von  den  Proportionen  des  menschlichen  Körpers 
>  eincMn  bisluM*  unbekannt  gebliebenen,  die  ganze  Natur  und  Kunst 
rchdringendim  mor[)hologischen  Grundgesetze  entwickelt  und  mit 
ler  vollstiindigen  historischen  Uebersicht  der  bisherigen  Systeme 
ü;l(Mtet  von  Prof.  Dr.  A.  Zeising.  Mit  1 77  in  den  Text  gedruckten 
»Izschnilten.     Leipzig,  Rud.  Weigeh   1854. 

|[.  Das  Norinalverhältniss  der  chemischen  und  morphologischen 
oporlionen.     Leipzig.  Rud.  Weigel.   1856. 

Bei  den  Naturforschern  hat  nun  freilich  Zeisings  Streben,  die 
lerkonnung  des  goldnen  Schnittes  durchzusetzen,  wenig  Erfolg  ge- 
bt; man  hat  sich,  wenig  Ausnahmen  abgerechnet,  um  sein  allge- 
nnes  Gestaltungsprincip  der  Natur  nicht  gekümmert.  Doch  ist  seine 
ihre  in  dem  Handbuche  der  Anatomie  von  Harless  wesentlich  be- 
cksicht igt  worden  und  Dr.  Hagen*)  will  durch  seine  Messungen  den 
itz  des  goldnen  Schnitts  im  Kopf-  und  Gehirnbau  sogar  im  grössten 
Hail  bestätigt  finden.  Auch  beweist  die  Aufnahme  mancher  Ab- 
mdlungen  Zeisings  in  naturwissenschaftlichen  Zeitschriften  wenig- 
:>ns,  dass  man  ihr  einen  Platz  nicht  überall  hat  versagen  wollen. 

Den  meisten  Naturforschern  aber  sind  die  Bestrebungen  Zeisings 
gut  als  unbekannt  geblieben.  Grössere  Aufmerksamkeit  hingegen 
d)Pn  sie  iisthetischerseits  gefunden;  man  darf  sagen,  dass  seine  An- 
'ht  nach  dieser  Seitc^  Aufsehen  erweckt  und  grösstentheils  Beistim- 
ung  gefunden  hat,  obwohl  es  auch  an  einzelnem  Widerspruch  nicht 
i fehlt  hat.  Jedenfalls  dürfte  man  in  keiner  neueren  ästhetischen 
'hrift  von  allgemeiner  Tendenz  eine  Rücksichtsnahme  auf  den  gold- 
en Schnitt  vermissen.  Von  einer  gründlichen  Prüfung  der  Zei- 
ngschen  Ansichten  freilich  habe  ich  nirgends  etwas  gefunden. 

L^ns  geht  nun  überhaupt  hier  blos  die  Frage   nach   der    ästheti- 

■hon  Bedeutung  des  goldnen  Schnittes  an;  ich  glaubte  nur  die  viel 

Isomeinere  Bedeutimg,  welcher  dieselbe  von  Zeising  untergeordnet 

ird,  nicht  unerwähnt   lassen   zu   dürfen,   ohne  sie   aber   über   das 

^^hetische  Gebiet  hinaus  verfolgen  zu  wollen. 

Der  BegritV  des  goldnen  Schnittes  beruht  darin,  dass  die  kleinere 
"Hension  eines  Gegenstandes  sich  zur  grösseren,  also  z.  B.  bei 
'*<Hii    Rechleck    die   kleinere   Seite   zur   grösseren,    verhält  wie  die 


*.\ 


']   Müiu-hn.  Ahoiidt)!.  IS'iß.   Nr.  27..  auszuf^sweisp  in  Zeising  FI.  S.  24. 
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grössere   zur  Summe   beider;  oder,   wenn  es   sich   um  Ablheilung^w 
handelt,   dass  die  kleinere  Abtheilung  sich   zur  grösseren  Abtheilu^«3g 
verhalt,  wie  die  grössere  zur  Summe  beider,  oder  zum  Ganzen.     E^ie 
kleinere  Dimension  oder  Abtheilung,  welche  in  das  Verhältniss  eingel*"!!, 
wird   von   Zeising   Minor,    die  grössere   Major  genannt.     Untersuch  lü 
man  nun,  welches  Verhältniss   der   Minor    zum   Major   haben   nuit=-=5S, 
um  obigem  Begriffe  zu  genügen,  so  findet  man,   dass   es   eigentli^ch 
ein  irrationales  Verhaltniss,  wie  das  des  Kreisdurchmessers  zurKreSs- 
Peripherie  ist,  welches  aber  für  das  Augenmass  schon   nahe   zuläiM.  ^- 
lich   durch    5:8,*)    weniger    zulänglich    durch    3:5,    mit    steigend,  ^r 
Approximation   in  ganzen  Zahlen    aber  diu-ch  13:21,  durch    21:3^  4, 
durch  34:55  u.  s.  w.  dargestellt  werden  kann,  in  Decimalen  dur<:;h 
1:1,01803  oder  0,61803:1,  oder  in  Bruchtheilen  der  Einheit  dui^^h 
0,38197  :  0,61803.     (Ueber  die  allgemeine  Regel,  nach  welcher  cüe 
Approximation  beliebig  gesteigert  werden  kann,  vergl.  den  folgend 
Abschnitt.)     Mit    musikalischen    Schwingungsverhältnissen    verglicta 
lässt  sich  der  goldne  Schnitt  als  eine  unreine  Sexte  betrachten,  ind^sMi 
er  zwischen  der  grossen  Sexte  3  :  5   (=  1 ,6667)  und  kleinen  Se:^^*^^ 
5:8   (1,6000)  inne  liegt,  naher  aber  der  letzteren  als  ersteren. 

Die    eiiiftU'lHMi    ralionaltMi  VcMlUiltnisso    lässl    Zeisintj;    nur    in         ^^ 
fern  i!;eU(m,  als  sio  in   das  (rüfkwilrts  \on  .*}  :  5  v(M'roli^t(0    System  (^*^' 
ApproxiinaliontMi    an    dcMi    i^oichuMi   Schnitt    (wovon  im   lc)l,yenden  .W  '>' 
schnill     hincMnlrotcMi   und  sich   dtMnscIhon    sc^lhst    mehr    oder   wenis^T^^' 
niilicMn.      Da  er  alxM-  die»  Ansicht   tluMJt,  dass  im  Felde  divs  Sichlbai"^'^ 
und    llörharcMi    dassc^llx*    Princij)    dcM*    \V()hlü;(»(lilligkeit   igelten    müs2r=5^N 
ühcrhaupt    dcM*  Macht    dcvs    goidncMi  Schnittes  nichts    (»ntzogen   wis^^s^^^ 
will,  so  (indet  er  sich,   in   Widerspruch    freilich   mit  dem   allgemeim  ^^'^ 

')  Durch  Vcrsnclii'  mit  zwei,  in  dor  Vorliini^'orniiij  \oii  einander,  doch  in  einiii^    *'* 
Ahstjnuh'  von  einjnuh'r ,   sehr  i;<Miau   (h'ni  Irnriss  nach  Nerzeiehneten  Heehteeken  .    ^^^ 
^|>e(li\e  \on  (>0  n.   90  und  Non  (>l)  und    97  Mill.  Seile,  (U»ren  ersleres  also  das  SeiU^  ^' 
Nerhiihniss     'i  :  S    oih'i'    I  :i,()0()0,    das   andere   das  ini'rkheli    i^'enaue  Verhidtniss   M ^'^ 
i^ohhien  Schnittes  niinilich   I  :  l.iJHI.i  statt  i^anz  i;enau    I  :  I,(JI80  hat,    hal)o  ieli  \\\\\^^ 
Zuziehunij   rnehren'r  Personen    zu   (h'ii   VersuchiMi     hei   senkrechter  nnd    horizontak*^' 
LaL:e  (h'i*  Ilechl<'ck<*  icefuiuh'n,  dass  in  (h'r  Mehrzahl  i\\yx  Fidle  letzteres  Hechlock    nch" 
lii;  als  das  schlanker«'  heurlheilt  wird,  dass  aher  auch  nicht   wenige  Verwechselunj^ei] 
in  dieser    Hinsicht    Noikonunen.    JcMleidalls    steht   hienach    das    Verhidtniss    5  :  s  noch 
nicht  an  kV^v  \ ollen  Grunze  (Jim*  Nichtunlerscheidbarkeit  \oni  genauen   goldnen  Sclinill. 
Beslinuntere  llechenschal't  \on  diesen  Versuchen  künftig. 
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Lrtheil,  durch  die  Consequenz  geniHhigt,   die   beiden  Sexten  für  die 
musikalisch  wohlgefäihgsten  Verhaltnisse  zu  erklären,  wofür  er  Gründe 
in     den    musikalischen    CompositionsverhUltnissen    zu    finden    glaubt 
(N.   L.  S.  414  ff.).*)     Durcli    die    volle   Consequenz   freilich   würde 
er  genöthigt  sein,  statt  der  reinen  Sext«  die  unreine  Sexte,   welche 
dem  goldnen  Schnitt   genau   entspricht,   für  das  allerwohlgeftilligste 
musikalische    Yerhältniss  zu  erklären;   und  da  diess  doch  nicht  wohl 
angeht,  so  nimmt  Zeising   hier  wie  überall,    wo   der  goldne  Schnitt 
nur  in  grober  Annäherung  passt,   (N.  L.  431)  seine  Zuflucht  zu  dem, 
bis  zu  gewissen  Gränzen  freilich  zuzugestehenden,  Satze:  »dass  über- 
haupt die  realen  Erscheinungen   die  Idee  nie  ganz  erreichen  und  ge- 
wisse iVbweichungen   sogar   nothwendig   werden,    wenn   der  innere 
Keichthum   der  Idee   in   mannichfacher  Erscheinung  zu   Tage   treten 
soll.«     Nur  kann  man  fragen,  wie  ein*  Verhältniss  noch  als  Idealver- 
h^ltniss  der  WohlgefUlligkeit  gelten  soll,   wenn  Abweichungen  davon 
es  an  WohlgefölUgkeit  übertrefl*en.     Denn  jenes  Princip  würde  doch 
nicht  hindern,  dass  wo  der  Idealfall  unter  so  vielen,  wenn  auch  noth- 
wendigen,  Abweichungen  einmal  eintritt,  auch  ein   besonders  ausge- 
zeichnetes Wohlgefallen  daran  sich  geltend  mache. 

Diess  dahingestellt,    so   hat   die  lieber  tragbarkeit   einer   ästheti- 
schen Bedeutsamkeit  gewisser  Zahlenverhältnisse  aus  dem  Gebiete  des 
Hörbaren    ins    Gebiet  des  Sichtbaren   überhaupt   nichts  so  Selbstver- 
ständliches, um  sich  den  Zwang  derselben  a  priori  aufzuerlegen,  da 
Schwingungsverhältnisse    nicht    eben  so    ins  Gehör  als   Abtheilungs- 
UD(1  Dimensionsverhältnisse   ins  Gesicht   fallen,   und   man   zwar  jede 
Musik  den  Zahlenverhältnissen  ihrer  Schwingungen  nach  ins  Sichtbare 
durch  eine   Reihe   von   Linien   oder  Rechtecken   von   entsprechenden 
Verhältnissen    der    Dimensionen   oder  Abtheilungen  übersetzen,    aber 
iiichts  einem  musikalischen  Eindruck  Analoges  damit   erreichen  kann. 
Inzwischen,   um  den  wenig   durchschlagenden  theoretischen  Erörter- 
ungen zu  Gunsten   dieser  Uebertragbarkeit   nicht  mit  eben  so  wenig 
<lurchschlageuden  Gegenercirterungen  zu  begegnen,  wird  es  am  besten 
sein,  die  Erfahrung  direct  zu  befragen. 


*)  Insbesondre  macht  er  gellend ,  dass  die  Sexten  und  ihre  Complementc  die 
Terzen  die  einzigen  Zweiklänge  seien ,  mit  denen  sich  eine  musikalische  Periode 
schliessen  lässt  und  in  welchen  sich  der  improvisirte  zweistimmige  Yolksgesang  und  die 
eiofache  Musik  zweier  Waldhörner  bewegt. 
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Diess  haben  nun  zwar  auch  die  Vertreter  der  einen  und  andern 
Ansicht  nicht  versäumt,  ohne  dass  aber  bisher  eine  sichere  Entschei- 
dung  damit   gewonnen  ist,  weil    man  sich  an   zu   complicirle   Bei- 
spiele,  als  namentlich  den    menschlichen    Körper    und    Architektur- 
gegenstände,  gehalten  und  das  Experiment  unter  einfachst  möglichen 
Bedingungen   nicht    angewandt    hat.     Bei  jenen   Beispielen  ist  aber 
die  Gestalt  jedenfalls  noch  durch  andere   als  ästhetische  Rücksichten 
und   ästhetischerseits   durch   die  Zusammensetzungsweise  der  Formen 
so  wie  Vorstellungen  des  Zwecks  oder  der  Bedeutung,  kurz  combina- 
torisch  und  associativ  mitbestimmt,  und  nicht  leicht  zu  scheiden,  was 
auf  Rechnung  dieser  Umstände   oder  auf  einfache  Formwohlgenillig- 
keit  an  sich  zu  schreiben.    Die  Dimensionen  dieser  Gegenstände  sind 
ungleichförmig,   der  menschliche   Körper  z.  B.   an    manchen   Stellei 
breit,    an   andern     schmal,    cfas   Bauwerk    mit    allerlei  -Ausladungei 
versehen   und  zum  Dache   zugespitzt,   der  Abtheilungen   und    Unter- 
abtheilungen aber  an  diesen  Gegenständen  so  viele  und  zum  Theil  sc 
unbestimmte,  dass  im  Allgemeinen  eine  gewisse  Willkühr  bleibt,  was 
man   als    llauptdimension   oder    Hauptabtheilung   betrachten    und   a 
welchen  Gränzpuncten   man  das  Mass  anlegen  will.     Natürlich   zie 
dann  jeder  die  Anlegungsweise  der  Masse  vor,  welche  am  besten  z 
seiner  Voraussetzung  passt,  und  werden  nun  noch  Uberdiess  unter  de 
verschiedenen  Gegenständen  die  herausgesucht,  deinen  Massverhältniss— ^ 
am  besten  zur  Ansicht  stimmen  und  die  vernachlässigt,    welche  g 
nicht  dazu  stimmen,  oder  hält  man  es  schon  genug,  dass  unter  d 
schwankenden  Massangaben,  wie  sie  namentlich  bezüglich  des  mensc 
liehen   Körpers   vorliegen,  sich  solche  finden,   die   mit    der    Ansicl'^ 
zusammentrefl'en,  ohne   Rücksicht,  ob  auch    das  Mittel  der  Angabe^n 
dazu  stimmt,  so  kann  man  leicht  eben   so  gut  die    eine   als    ande 
Ansicht   bewährt   linden,  und  der  Beweis  dafür  ist,  dass  man  wirt- 
lich die  eine  wie  andre  auf   diesem   Wege   bewährt  gefunden  hat. 

So  findet  Wolff,  nachdem  er  seine  Ansicht  durch  allgemeine 
Gründe  zu  stützen  versucht  hat,  bei  den  griechischen  Säulenstel- 
lungen  glücklich  übcMull  das  Quadrat  heraus,  indem  er  den  Abstand 
(»iner  Säule  von  der  je  zweiten,  oder,  passt  das  nicht,  den  Abstand 
derselben  von  der  je  dritten  mit  der  Säulenhöhe  vergleichen  lässt; 
wo  aber  der  Abstand  der  Mittellinien  der  Säulen  diess  Verhältniss 
nicht    giebt,    den    Abstand    einer  Mittellinie   von    einer  Seitenlinie  in 
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Betracht  nehmen  lässt;  wo  diess  wieder  nicht  reicht,    nöthigenfalls 
auch  noch   die   Hölie    des    Gebälkes    zur   Säulenhöho  rechnen    lässt. 
Hiegegen  ist  Z  eis  in  g,  nachdem  er  den  goldnen  Schnitt  philosophisch 
begründet  hat,  eben  so  glücklich,  in  den  Säulenstellungcn  des  Par- 
thenon die  Durchbildung  des  goldnen  Schnitts  zu  finden*),  indem  er 
darauf  hinweist,   dass   unten  zwischen  der  Säulendistanz    (von    Cen- 
irum  zu  Centrum  der  Säulendicke)  und  dem  Säulendiameter  das  Ver- 
haJtniss  7  :  5,  oben  das  Verhältniss  12:7  besteht,  wozwischen  das 
arithmetische  Durchschnittsverhältniss  19:12  =  0,631  **)  dem  gold- 
nen   Schnitt  sehr  nahe  komme,   und    dass  namentlich    dieses   Ver- 
hältniss sehr  genau  getroffen  werde,  wenn  man    die  Säulendicke  in 
einer  Höhe,  wo  die  Säulcnlänge  nach  dem  goldnen   Schnitt   getheilt 
ist,  mit  dem  Zwischenräume  der  Säulen  vergleicht. 

Ausser  dem  Parthenon  führt  er    (N.  L.  S.  396)    noch  acht  an- 
dere griechische  und  römische  Tempelgebäude  und  Propyläen  an,  die 
*^^oh  ihm  (S.  397)  »namentlich  in  der  Gliederung  der  Höhe«,  für  die 
^l>erhaupt    das    Proportionalgesetz    des    goldnen   Schnittes   von   be- 
^or^drer  Wichtigkeit  sei,   »so  genau  mit  dem  Parthenon  übereinstim- 
'^^n,  dass  ihre   Uebereinstimmung  mit   dem  Gesetz  nicht  besonders 
^^cjhzuweisen  sei«,   und  bezieht  sich   dabei   auf  die  Aufrisse    dieser 
^^bäude  im  Atlas  zu  Kuglers  Kunstgeschichte  oder  den  Denkmälern 
r  Kunst  von  Voit,   Guhl   und  Kasper.      Ich    habe    diese  Aufrisse 
ersterm  Ort  nachgemessen,  finde  aber  nur  bei  zweien  eine  gute 
^Übereinstimmung  betreffs  der  Höhengliederung   mit   dem   Parthenon 
^^d  leidliche  Annäherung  an  den  goldnen  Schnitt.     Indess  nun  aber 
^^ch  Zeising  das  Parthenon  im  Verhältniss  von  Breite  und  Höhe  wie 
überhaupt  ganz  nach  dem  goldnen  Schnitt  gegliedert  ist,  findet  Hei- 
^elin,    der  vom  goldneo  Schnitt  noch  nichts  wus^te,    im  Parthenon 
^fast   genau«   und  »in  sehr  vielen  Gebäuden   aller  Zeiten  zum   Theil 
Vollkommen  genau,   immer  mit  grosser  Befriedigung«  das  Verhältniss 


»)  Deutsches  Kunslbl.  1857.  Nr.  49  fl*. 
**)  Das  ariIhruelLsche  MiUoKerhältniss  von  Brüchen  kann  freilich  eigentlich  nicht 
durch  Division  der  Summe  der  Zähler  mit  der  Summe  der  Nenner  erhalten  werden, 
und  ist  bei  obigen  Brüchen  vielmehr  0,6488  ;  das  geometrische  oder  Verhältnissniittel 
aber,  woran  man  sich  nach  späterer  KrÖrterung  7a\  halten  hätte,  ist  0,6455,  wobei 
zuzugeben ,  dass  die  Approximation  an  den  goldnen  Sc^hnitt  durch   diese    Aenderung 
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2:1  als  das  von  Breitu  uml  Höhe.  Dabei  lili'ilil  ziizugpüen.  liass  in 
Zo'isings  Rpgislriritng  genauer  Messungen  namentlich  des  Parltieiion 
und  Cölner  Doms  viel  Beachtenswerlhes  lileihl,  nur  etwas  Durch- 
schlagendes für  unsere  Frage  kann  ich  aus  den  angegebenen  G<!- 
sichtspunclen  nicht  darin  fltiden. 

WoUr,  indem  er  den  Hau|)lHchnilt  de»  menöchliclieii  Körpprs 
Hin  den  stark  niarkirten  Abschnitt,  wo  sich  die  Reine  von  dem  Ruiiipf(> 
trennen"  legt  (Beilr.  S.  I  i),  fhidi't  dadurch  den  Körper  in  zwei 
gleiche  Theile  getheilt,  Zeising,  indem  er  ihn  in  die  Njthe  ilfs 
Nabels  legt,  Hndet  den  goldnen  Schnitl,  Woll'f  lindet,  dass  otlie  i 
um  meisten  hervorgehobene  Horizontallinie  (des  Kogires)  durch  die 
Augenwinkel  die  Mitte  des  Kojifes  bildet«,  und  Zeising  (N.  L.  t8«3), 
indem  er  die  Theiluugslinie  seiner,  vom  Scheitel  bis  zur  imgeRlhi~«o 
Halsmitte  gerechneten  Ko|)ri)artie  dureli  dio  Augenbrauenbogen  It^S*» 
findet  den  goldnen  Schnitt.  WolTf  lindel,  dass  »die  Entfernung  v^*»' 
jener  Horizonlaltinie  aus  bis  zu  dem  Knde  der  Nase  in  den  reg;-«-''! 
massigsten  Gesichtei-n  der  untern  bis  zum  Conlour  des  Kinnes  gleä  o' 
sei«,  und  Zeising  findet  (S.  1S7j,  indem  er  die  TheiJungsli*"^ 
seiner  untern  Koplpartie  (von  den  Augenbraucubogen  l)is  »m  «-" 
Halsniitte)  ebenfalls  durch  diis  untere  Nasenende  legt,  den  gnldr»  <" 
Schnitt.  Während  sonst  überhaupt  niemand  eine  Abtheilung  c9^ 
menschlichen  Kürpcrs  um  die  Mitte  des  Halses,  eben  so  wenig  ei  **' 
solche  in  der  Kaiebucht  (der  Einbiegung  unter  dem  Knie)  gesuc^*^ 
hat,  findet  Zeising  durch  jene  obwohl  nicht  die  genaue,  so-"*" 
dem  eine  von  ihm  proportional  genannte,  Mitte  den  obern  Körp^^'' 
theil,  durch  diese  den  untern  Kürjiertheil ,  beide  von  der  Nabelg"^ 
genti  an  (obwohl  nicht  genau  vom  Nabel  an) ,  respective  bis  zi^*-' 
Scheitel  und  zur  Sohle  gerechnet,  nach  dem  goldnen  Schnitte  g*^ 
theilt.  Und  irgend  wohin  muss  freilich  der  goldne  Schnitt  treffe^^ 
nur  dass  er,  so  gelegt,  mit  keiner  wirklich  ausgesprochenen  Abth^^ 
lung  des  Körpers  zusammentrilft.  Denn  der  Hals  ist  eine  Art  Stii^&- 
durch  dessen  beide  Grenzen  vielmehr  als  durch  dessen  wirklicl^^ 
oder  in  Zeisings  Sinne  proportionale  Mitte  man  sonst  Abtheilange^^ 
bestimmt  hall ;  und  Zeising  selbst  wurde  eine  Abtheilung  nicht  u^* 
die  Mitte  eines  Schwanenhalses  suchen  wollen;  noch  dürfte  er  e^ 
bequem  finden,  trotz  dem,  was  er  (N.  L.  S.  164)  zur  Vertheidigun^' 
des  Schnittes  durch  die  Kniebucht  sagt,    dass    hienach    der  goklic^ 
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Schnitt  beim  Knieenden,  Sitzenden  und  Schreitenden  einen  Knick 
im  Knie  erhält,  indess  jeder  durch  keine  Voransicht  Befangene  eine 
deutliche  Abtheihing  der  Gliederung  im  Knie  selbst  finden  wird,  wo 
auch  Zeising  selbst  sicher  eine  solche  suchen  würde,  wenn  der  goldne 
Schnitt  damit  zu  finden  wUre.  Carus  findet  für  die  Proportionen 
der  drei  Glieder  des  knöchernen  Mittelfingers  7,  5,  3,  Schmidt 
findet  für  dieselben  5,  3,  2,  und  Zeising  findet  zwischen  dem 
Hintergliede  und  den  beiden  Vordergliedern  den  goldnen  Schnitt, 
indem  jeder  die  Masse  zwischen  andern  Puncten  nimmt,  und  die 
wirklich  gefundenen  Masszahlen  bis  zum  Passenden  abrundet,  oder 
unler  den  schwankenden  Massen  die,  welche  ihm  am  besten  pas- 
sen, vorzieht. 

Nach  Zeising  (N.  L.  S.  413)  entsprechen  bei  der  Sixtinischen 
Madonna  von  Raphael  in  Dresden  die  Hauptabtheilungen  der  Höhe 
»genau  dem  Gesetze  des  goldnen  Schnittes«.  Doch  habe  ich  in 
einer  Abhandlung  im  Archiv  f  Zeichenkünste  (XI.  1865.  S.  100)  ge- 
zeigt, dass  das  nur  bei  einer  sehr  willkührhch  vorgezogenen  An- 
legungsweise der  Masse,  auch  da  nicht  genau,  passt,  dass  es  nicht 
passt  bei  ganz  entsprechenden  Massnahmen  von  andern  Raphaelschen 
Gemälden,  noch  bei  der  mit  der  Sixtina  analog  gruppirten  Holbein- 
schen  Madonna  in  Dresden. 

Man  hat  hierin  Beispiele,  die  sich  leicht  vermehren  Hessen,  wie 
je  nach  Anlegungsweise  der  Masse,  Auswahl  und  Vcrwerthung  der 
Beispiele  verschiedene  Verhältnisse  als  massgebend  für  die  mensch- 
lichen Bauwerke,  den  Bau  des  menschlichen  Körpers  und  Werke 
der  bildenden  Kunst  erscheinen  können,  ohne  dass  man  in  den  ge- 
führten Untersuchungen  selbst  ein  sichres  Princip  findet,  sich  viel- 
DiiBhrnach  einer  als  der  andern  Seite  zu  entscheiden,  und  ohne 
dass  durch  das  Statthaben  der  betreffenden  Verhältnisse,  in  so  weit 
Solches  anzuerkennen  sein  mag,  für  den  ästhetischen  Werth  dersel- 
ben schon  hinreichend  bewiesen  ist,  da  ja,  wie  schon  oben  be- 
Kierkt,  die  Dünensions-  und  Abtheilungsverhältnisse  des  menschlichen 
Körpers  und  der  menschlichen  Bauwerke  gar  nicht  blos  durch  ästhe- 
tische Rücksichten,  sondern  auch  Zweckrücksichten  bestimmt  und  bei 
Werken  der  bildenden  Kunst  durch  ideelle  Rücksichten  der  Bedeu- 
tung mitbestimmt  sind,  wo  sich  dann  noch  fragt,  wiefern  die  einen 
Rücksichten  mit  den  andern  Hand  in  Hand  gehen.     Wenn  man  also 


auch  Anwen  i!  iingcn  tlor  Goselze  reini-r  Foriiivv()li!i<('niHinkcil  in 
organischen  und  unorganischen  Bauwerken  ftnilon  kuiin ,  nHcliilcs  m 
diese  Gesetze^  schon  fcstgestelll  sind,  und  si'lbst  AnxnJchoii  dariM  iit 
in  solchen  Werken  suchen  kann,  wozu  Zeising  jedenfaÜR  ein  reicl»  ■«- 
res  Maleria!  als  alle  seine  Vorganger  gel>oten  hat .  so  ist  doch  cii^o 
sichre  Feststellung  der  Gesetze  selbst  nicht  aul'  diesem  Wege  zu  j^  »■  , 
winnen.    Viehnehr  wird  es  in  dieser  Beziehung  mit  den  »gtiielisch^csn 

Gesetzen  wie  mit  den  physikalischen  sein.    Die  Gesetze  der  S<!hwei 6, 

der  Tragkraft,  kann  man  nicht  nur  auf  die  organischen  und  uno  -^^ 
ganischeu  Bauwerke  anwenden;  sondern  muss  sie  darauf  luiwe^^nt- 
den;  eine  fundamentale  Knniltlun^  und  Rrwiiliiung  derselben  jili^  -et- 
ist  nicht  darauf  zu  gründen. 

D(fr  Erfolg  selbst  beweist  es;  denn  willirend  die  HesuUate  d^  Iw 
folgends  auseinanderzusetzenden  Methoden ,  denen  ich  gtatibe  eir:v  w 
verhaltnissniassige  Sicherheil  beilegen  zu  küiiaen,  Zeisinys  Ansiciit  ii 

gewissen  Grenzen  entschieden  Recht  und  der  gegimlheiligen  Aiisirl  — r^l' 
entschieden  Um'echt  geben,  werden  sie  doch  eben  so  entschiede-» '•' 
beweisen,  dass  das  Recht  von  Zeisings  Ansicht  ein  viel  beschränK  ^^1 
teres  ist,  als  er  nach  seiner  Unlersuchungs weise  anzunehmen  \m  -^' 
lass  fand  und  dass  aurli  die  «eiji'ntheilif^e  Ansicht  bis  zu  g;ewissei^-*f 
Gränzen  Recht  behält. 

Entschieden  bestutigt  gefunden  habe  ich  nändfch  den  Vorzi»-*  "i 
des  goldnen  Schnitts  als  DimensionsverhUltniss  filr  einfache  Rech  ä^** 
ecke,  was  zugleich  der  einfachste  und  fundamentalste  Fall  ist,  de»* 
sich  untersuchen  liess,  ohne  dass  daraus  schon  sichere  Folgern  nge*"^;^'' 
für  das  Verhaltniss  der  Hanptdimensionen  von  Ellipsen  und  comjdi:  J  * 
Girieren  Formen  zu  ziehen,  was  vielmehr  besonders  untersucht  werde'*^^ 
rauss.  *)  Hingegen  hat  sich  für  eine  fundamentale  üsthetische  fiedei«-»  ■* 
tung  des  goldnen  Schnittes  als  Abtheilungsverhttltniss  nach  denselbe  i^^'* 


')  Die  Uetterlragiintt  der  WolilgcnilligkcitsverliUltriisse  von  Rechlt.'cken  axjf  ^' 
Ellipsen  isl  jedcnfalt'i  gar  niclil  so  sei l>stv(;r.stilu(l lieh,  als  es  für  den  ersten  Anbliir.»  ■ 
scheinen  möchte,  weil  sich  mit  den  Diniensiünsvcrliiiltiiissen  zugleich  die  Krüiix"*^* 
mungsverhUitnisse  und  Excenlricilätsverh^illnissc  der  Ellipsen  ündem ,  und  ma^— * 
niclil  a  priori  voraussehen  kann,  was  daran  hUngt.  Um  so  weniger  kann  dB  *■'' 
Ueberlragung  von  Rechlecken  auf  coraplicirlere  Formen  ohne  ausdrücklich  daraL^  * 
gerichtete  Versuche  gerecht  fertigt  sein.  Hit  Versuchen  über  Ellipsen' bin  ich  doc^^-^^ 
beschäftigt,   ohne  schon  jetzt  ein  sicheres  Resultal  nussprcclien  zu  wollen. 
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Alothoden,    welche    zur   Anerkennung    der  Bedeutung   des   goldnen 
Schnittes  als  DimensionsverhJiltniss   geführt  haben,    überhaupt  keine 
Bestätigung   finden    lassen,    ungeachtet  Zeising    seine   Bedeutung   in 
clieser  Beziehung  noch  stärker  hervorhebt,  als  in  jener,  und  ein  noch 
jiiassenhafteres  Material  von  Belegen  dafür  beigebracht  hat.     Nun  ge- 
r?telie  ich  selbst,  dass  ich,    ohne  diese  Belege  den  früher  erhobenen 
Hinwürfen   im  Allgemeinen   entzogen  zu  halten,    doch  namentlich  in 
den  architektonischen  Verwendungen,  die  Zeising  geltend  macht,  nicht 
Weniges   finde,    was    für  den  Werth  des  goldnon  Schnittes  als  Ab- 
iheilungsverhältniss  insofern  zu  sprechen  scheint,  als  wenigstens  nicht 
bestimmt  nachzuweisen,    mithin   nicht  sicher  zu  behaupten  ist,   dass 
jene  Einwürfe    in  Bezug  darauf  durchschlagen,    wonach    ich    einige 
Scheu  trage,   die  Bedeutungslosigkeit  dos  goldnen  Schnittes  als  Ab- 
theilungsverhältniss  überhaupt  entschieden   auszusprechen.      Aber  da 
ich  doch  den  von  Zeising  behaupteten  'Werth  in  dieser  Hinsicht  nicht 
unter  den  einfachsten  Bedingungen,    in  den  einfachsten  Verwendun- 
gen wiederfinden  kann,   wo  zu  erwarten,  ja   nach  Zeisings  Theorie 
zu  verlangen  war,  dass  er  am  reinsten  henortreten  müsse,  so  kann 
ich  nicht  anders  als   glauben,   dass   der  goldne  Schnitt  zwar  durch 
gewisse    Mitbedingimgen    oder    in    gewissen    Zusammensetzungswei- 
sen,   die   es   aber   erst  genauer  zu   bezeichnen    und    zu    formuliren 
gölte,   ein    wohlgefälliges  Abtheilungsverh^ltniss  geben  kann*),    ohne 
dass  ihm  aber  eine  so  durchgreifende  und  überwiegende  Usthetische 
Bedeutung,  als  Zeising  demselben  beilegt,  zukommt. 

Mein  Urtheil  in  dieser  Beziehung  ist  sehr  unbefangen.  Von 
Vorn  herein  gestehe  ich,  mit  dem  grössten  Misstrauen  ge^en  eine 
ästhetische  Bedeutung  des  goldnen  Schnittes  überhaupt  an  die 
tTul^rsuchung  darüber  gegangen  zu  sein,  einmal,  weil  es  mir  nach 
^chon  gemachter  Bemerkung  seltsam  schien,  dass  sich  seine  Bedeu- 
tung, wlire  sie  so  gross,  wie  Zeising  will,  nicht  lilngst  vor  Zeising 
tollte  geltend  gemacht  haben,  nachdem  die  von  Zeising  doch  viel 
geringer  geschätzte  Symmetrie  ihren  Vortheil  von  jeher  hat  empfin- 
^len  lassen,   zweitens   aus  den  angegebenen  kritischen  Gesichtspunc- 


*;•  Von  einer  noch   nicht  hinreichcMid  {geprüften  Möglichkeit   in  dieser  Hinsicht, 

^vciche  dem  goldnen  Schnitt  immerhin  auch  als  AbtheiUingsverhältniss  eine  wichtige, 

'inr  nicht  die  von  Zeising  beigelegte  fundamentale,  sondern  gegen  die  Symmetrie  ent- 

•'^"hicilen  zurücksleluMide,  Bedeutung  lassen  würde,  spreche  ich  selbst  unten    (S.  30.) 
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4»  ^uble  ich,    ZiMijings   Anisicht   durch    die    eiurachsteo 
B^^  mtk  Jkv   fulgendä    anzugebcndea  Methoden    leicht  widcr- 
■  a  fcwiw *      fand  mich  aber  ühcrraschl,   sie  vielmelir  in  Be- 
^  UüfeMBBWiuverhältQiäse  ächiageod  dadurch  bcstaiigi  zu  limlcn; 
Vorlheil  der  Symmetrie  viel  entschiedener  als  der  des 
Si-^Ues   bleibt,    so    dass  kleine,    nicht   durch  Zweck    »«ler 
in^'l'odertc ,    Abweichungen   von    der  äynimelrie    viel  luiAr 
iiuiifunden    werden,   als    solche    vom    goldnca  Schnitte,   \'^'a8 
^w   «H*i*ti  Zeising:s  Ueberhebung    des    goldnen   Schnittes    nicht    rcH'- 
mwUk'U  sullle,  indess  es  allein  erklärt,    dass   dessen  Werlh  so  lan^ 
MiKH-kaunt   i<eblieben.       Nachdem    ich    ab<>r   betreffs   der  Dimensioris- 
tvihaltitissc  keinem  Zweifel  mehr  Raum  geben  konnte,    da!>s  Zeising  ' 
«(•stnitlich    im  Rechte   sei.    erwartete    ich    natürlich    durcli    dieselben 
Mt'lhudcn   eine   gleich    schlagende    Besimi^unL;    l'ur    den    Werth    (las 
^tklneu  Schnittes  als  Aljtheihuigsvcrhtlltniss  zu  finden,  und  fand  riiit'^ 
nun  gegunthoils   Überrascht,   sie   nicht  dadm-ch   finden    xu    künn<3n. 
Krsl  aber,    nachdem    ich    durch  mehrfach  abgeänderte  Versuche  tief- 
Knltlluschung  in  dieser  Hinsiciit  zu  begegnen  gesucht,  habe  ich  w^^^' 
oder  llbcl  bei  dem  obigen  UrthcÜe  stellen  bleiben  müssen. 

Nnii  kann  m  freilich  aufl^llig  erscheinen,  und  hat  mich  sol***' 
brnviiidcl.  djiss  für  Abtheilungsverhallnisse  nichl  dassell)e  Prin^"'I 
der  Wohlgcl^lligkeiL  gelten  soll,  als  fUr  Dimensionsverhallnisse ,  ^^' 
mal  man  meinen  sollte,  der  goldne  Schnitt  müsse,  als  AbtheÜun^?^' 
verhaltniss  in  einer  und  derselben  Richtung  verfolgt,  noch  leich*-*' 
fasslich  sein  als  durch  die  Rechtwinklichkeit  der  Dimensionen  ^^^ 
brechen.  Doch  werde  ich  weiterhin  von  einer  möglichen  ErklänL**^ 
dieses  Umstandes  sprechen,  und  jedenfalls  konnte  folgender  s^^^^** 
einfache  erfahmngsmässige  Gesichtspunct  schon  ohne  weitlSufi.  ^S' 
Versuche  darauf  führen,  dass  factisch  nicht  dasselbe  ZahlenpriDC^^^I 
nach  beiden  Beziehungen  gleich  fundamentale  Geltung  hat. 

Trotz  Allem  was  Wolff  zur  Begründung  des  quadratischen  Vc^^i 
hJlltnisses  als  ästhetischen  Normalverhältnisses  vorgebracht,  sieht  m-^^ 
das  Quadrat  in  allen  Verwendungen,  wo  es  nicht  durch  besondt^^*' 
Mitbedingungen    oder  Zuaammensetzungsweiscn    mit   andern   Form— "^ 


*)  tliftrin  lue  überhnupl  der  Ausgangspuncl  dieser  gaiizca  CntersucltUDgeo. 
ich  faiiil,  Jn.ss  sich  nut  »olclien  Wt'geii  etwas  finden  lasse. 
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ertraglich  oder  selbst  wohlgefällig  gemacht  wird,  als  monotonste, 
trockenste,  steifste,  so  zu  sagen  einfältigste  Form  vermieden; —  man 
gehe  in  dieser  Hinsicht  nur  die  Werke  der  Tektonik  durch ;  —  auch 
Fenster,  Grundrisse  von  Gebäuden,  Dimensionen  von  Gemälden  u.  s.  w. 
sind  nur  ganz  ausnahmsweise  quadratisch;  und  was  so  in  den  Ver- 
wendungen jedem  unbefangenen  Blicke  offen  liegt,  wird  sich  durch 
naeine  Versuche  am  abstracten  Quadrat  in  Vergleich  mit  abstracten 
Rechtecken  bestätigt  zeigen;  nur  in  den  ihm  zunächst  stehenden  wie 
anderseits  den  gestrecktesten  Rechtecken  hat  es  Rivale  der  Unge- 
fölligkeit,  so  dass  man  sagen  kann,  das  quadratische  Verhältniss, 
d.  i.  1:1,  sei  als  Dimensionsverhältniss,  \vcnn  nicht  das  ungefälligste 
überhaupt,  doch  sicher  eins  der  ungefälligsten.  Hiegegen  wird  man 
bei  Abtheilung  eines  horizontal  gestreckten  Gegenstandes,  abge- 
^^hn  von  Rücksichten  der  Verwendung,  die  wir  hier  überall  aus- 
^chliesscn,  keine  Theilung  der  symmetrischen,  d.  i.  im  Verhältniss 
1  •  1  vorziehen ;  —  man  versuche  es  auch  nur  an  der  einfachsten  Linie ; 

an  horizontalgestreckte  Gegenstände   aber  muss  man   sich  hiebei 

bulten,  um  allerlei  associative  Mitbestimmungen  auszuschliessen,  welche 
^^  der  verticalen  Lage  hängen,  sei  es  die  Mitbestimmung  durch  die 
Vorstellung,  dass  oben  etwas  Leichteres  sein  müsse,  als  unten,  oder 
^^ss   das  Untere   als  dienender  Träger   sich   nicht  so  hoch  erheben 
^^Urfe,  als  das  davon  Getragene,   oder  dass  es  gegentheils  zu  dienen 
bebe,  etwas  seiner  Bedeutung  nach  Hohes,    seinem  eigenen  Höhen- 
^asse  nach  Kleines  recht  hoch  über  die  niedre  Welt  zu  erheben,  um 
^s  aus  grosser  Höhe  darauf  herabblicken  zu  lassen  und  dem   objec- 
tiven  Blicke  aus  grossem  Umkreise  frei  zugänglich  zu  machen ;  woraus 
^ach  Umständen   die  Fodcrung,   dass   der   obere  oder  dass  der  un- 
tere Theil  der  kleinere  sein  müsse,  hervorgeht.      Aber  die  eine  wie 
hindere  Federung   ist  schon    der    reinen  Formwohlgefälligkeit  fremd, 
und  wo  weder  die  eine  noch  andre  Vorstellung  mit  besondrer  Kraft 
auftritt,  wie  bei  den  gewöhnlichem  Fensterkreuzen,  den  Ordens- 
kreuzen, Medaillons  u.  s.  w.  kehrt  die  Symmetrie  selbst  in  verticaler 
Richtung  wieder ;  ja  wer  möchte  eine  kaleidoskopische  Figur  unsym- 
metrisch in  verticaler  Richtung  sehen.     Als  Abtheilungsverhältniss  ist 
also  das  einfachste  rationale  Verhältniss   im   grössten  Vortheil,   wäh- 
rend CS  als  Dimensionsverhältniss  in  eminentem,  wenn  nicht  grösstem 
Nachtheil,    hingegen  ein   irrationales  Verhältniss  in  grösstem  Vortheil 


■all-     Y 
las*     U 


isl.  Ein  so  fundamentaler  Unterschied  lässt  weitere  Onterscliiitl« 
voraussehen,  und  f^iebl  den  Beweis,  wie  vorsichtig  man  mit  Verall- 
i^emeinerungen  in  unserm  Gebiete  seiii  inUsse,  Auch  erkennt  Zci- 
siiig  selbst  einen  Hsllicliüchen  Vorllieil  der  Syinmelrie  ani  nur 
er  ihn  dem  de»  t^oldnen  Schnittes  sehr  nachsetzt.  Und  zuzugeben 
ist,  dass  der  goldne  Schnitt  als  Gleichheit  zweier  Verhältnisse  etwa^ 
Höheres  als  die  Sj'tnmelne  uder  blosse  Gleichiieit  nach  zwei  Seiten 
ist;  aber  damit  ist  noch  nicht  bewiesen,  dass  er  in  Hslhetischem 
Vortheil  dagegen  isl. 

Nun    hiktte    sirli    recht    wohl    denken    lassen ,    dass    der    gohl  t»? 
Schnitt,  wenn  nicht  abslrad  von   Milliewliiiuuuagen   Überhaupt,  doch 
unter  den  tiinfaclisten  Mithesfimmuni^en,  wie  sie  duich  die  scnkreelile 
Lage*)   eingefUlirt    werden,    oder    allgemeiner,   unter  solchen  Mitfcie- 
dingungen,  welche   eine  ungleiche  Ttieiliiug    /war   begünstigen   oder 
fodem ,    aber  das  Mass  derselben    in  gewissen    GrUnzen    frei    lus»«n, 
den    grüssten   Vortheil  behaupte;  aber  auch  hiefllr  habe     ich    wec^er 
an   der   abstracten  Linie,  noch  an  solchen  einlachen   Verwendnn^^Q' 
deren    Wahl    zwischen    diesem    («1er  jenem  VerhUltnisse   der    Höh*;n- 
abtheihingen    wesentlich    nur   durch    WohlgeRilligkeitsrllcksichten    t"^ 
stimmt  scheint,  eine  Bestüligung   erhallen  kfiimen,    sei    es,    dass      ^^ 
Kreuze,  ohne    Kdc^ksiclit   auf  Verwendung  und  Bedeutung,  oder       '* 
Schmiu'kkreuze  vorgestellt,  auf  die  vorlheilhafleste  Uöhenstellung  «r"^'-'*  ■! 
Querbalkens  unltirsuditc,   —    wobei   sich  zeigt,  dass  diese  Stelli^"8 
sich  nachkder  Lunge  des  Querbalkens  ändert,  dass  aber  bei  dein  v^^^ 
theilhafteslen  Langenverhaltnisse  desselben  die  vortheilhaOaste  Höhest"' 
stelluna;  nicht  die  des  goldnen  Schnitte  ist**),  —  oder  dass   ich  ^^^"^ 

']    llnliT  spnkredil  sclilpclilliin  versiehe  iclidpr  Kürze  liatber  liier  wie  fol^teH  -^"^ 
überhuu|)l  eine  auf  ilie  Verbindungslinie  der  Augen  senlirecliteLage,  unler  horizo    ^^^ 
tHi  eine  iJaniil  parallele La^.  Erslcre  kann  freilicli  auch  in  einer Korizonlalebene  slj*^~^ 
linden,  doch  macht  die  Senkrcchli'  in  unserm  Sinne  als  Bild  des  Verlicalen  hier  eic:^^ 
analogen  Eindnick  als  dieses,  wogegen  die  Horizontale  in  unserm  Sinne  in    voll»' 
Gegensalzc  dazu  sieht. 

'*)  Zeisiug  meint ,  bei  ganz  verschiedenen  Längen  Verhältnissen  des  Querbatk^^ -'^ 
zum  Lüngsbalken  die  Ilöhenslcllung  des  Querbalkens  narh  dem  goldnen  Scimitte  all^^^  '^ 
mein  als  Nornialstellung  beibehalten  zu  können,  was  eben  so  entschieden  uariclitig  l#  ^^ 
als  dass  diese  HO  heu  Stellung  überhaupt  die  vortheil  haftest  mögliche  ist.  Er  hat  S.  I  ^** 
und  S.  i!i  seiner  N.  L.  sechs  Kreuze  a  priori  nach  dem  Princip  des  goldnen  Schnil'  ^"^ 
als  eine.\rt  Normalkreuze  cmistruirt,  indem  er  bei  variirter  Anwendung  dieses  Princ*  "'P* 
auf  das   Liingenverliiiltniss    ton  Querbalken    zum    Längsbalkeji    ülKrall  (wenn    ni^^^^ 
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vortbi^ilhafl^ste  Abtheilungsweise  eines  Fensters  nach  der  Höhe  durch 
die  ^^uerleiste  des  Fensterkreuzes,  oder  (He  vortheilhafteste  Theilung 
eines  denkmalartigen  Steines  in  einen  Untersatz  und  darauf  gesetz- 
ten Stein  von  gleicher  Querdimension,  oder  die  vortheilhafteste  Stel- 
lung eines  Punctes  über  einem  einfachen  senkrechten  Striche,  als  J 
gedacht,  an  schematischen  Zeichnungen  oder  Herstellungsobjecten  in 
vei'schiedenen  Abänderungen  nach  den  anzugebenden  Methoden 
untersuchte.  *) 

Hält  nun  der  goldne  Schnitt  als  Abtheilungsverhältniss  weder  an 
der  abstracten  Linie,  welche  associativen  und  combinatorischen  Mit- 
bestimmungen so  viel  als  möglich  entzogen  ist,  noch  in  den  einfach- 
sten Verwendungen,  wo  der  Zweck,  die  Bedeutung  kein  Hinderniss 
gegen  die  Erfüllung  reiner  Formwohlgefälligkeit  ist  und  keine  Will- 
kuhr  in  Anlegung  des  Masses  stattfindet,  Stich,  so  ist  nicht  wohl  ab- 
zusehen, wie  durch  die  von  Zeising  geltend  gemachten  complicirten 
Beispiele  dafür  bewiesen  werden  kann,  bei  welchen  Mitbestimmungen 
mannichfacher  Art  und  Willkühr  in  der  Anlegungsweise  der  Masse  ein 
unbereclienbares  Spiel  treiben. 

Hiegegen    erinnert   man   vielleicht,    dass  eben    die    Einfachheit 

dieser  Beispiele  den  goldnen  Schnitt  verhindere,  seinen  Vortheil  dabei 

Sehend  zu  machen.     Sei  er  doch  an  sich  ein  höheres  complicirteres 

*^^rhultniss  als  die  Symmetrie,  also  könne  er  auch  seinen  ästhetischen 

'^^rth  erst  in  höheren  Zusammensetzungen,  mithin  in  complicirteren 

**^ispielen  entwickeln.     Aber  zuvörderst  weiss  ich  nicht,  auf  welches 

''^tionale  oder  Erfahrungsprincip  man  den  Satz  stützen  will,  dass  ein 

''^^rhältniss,  je  zusammengesetzter  es  ist,  um  so  mehr  des  Eingehens 

^^lleicht  bei  Fig.  56  Gleichtheilung  gemeint  ist)  die  Höhenabtheihing  nach  dem  goldnen 
^^bnitte  beibehält.    Nach  meinen  Versuchen  sowohl  an  linearen  Kreuzen  wie  Kreuzen 
^On  verschiedenen  Balkenbreitcn  kann  ich  jedoch  diesen  Constructionen  gar  keinen  ästhe^- 
^^hen  Normalwerth  zuschreiben,  und  das  Kreuz,  was  Zeising  nach  seiner  Theorie  unter 
^llen  am  meisten  vorzieht  (Fig.  55)  ist  thatsächlich  nicht  das  am  meisten  Vorgezogene. 
*)  Abänderungen   sind    namentlich   bei   den   schematischen   Figuren,    wodurch 
Kreuze,  Fenster  und  Steine  \orgcstellt  werden,  aus  dem  Gesichtspunctc  nöthig,    dass 
das  Abtheilungsverhältniss  eine  combinatorische  Mitbestimmung  durch  das  Verh'altniss 
von  Höhen-  und  Breitenausdehnung  der  Figur  erleidet,  wo  dann  zu  prüfen  ist,  wie- 
fern sich  der  Vortheil  oder  Nachlheil  eines  gegebenen  Abtheilungsverh'altfiisses  durch 
die  Variationen  des  Verhältnisses  von  Hohe  und  Breite  forterhält.      Beim  J- Versuche 
fällt  eine  solche  Complication  weg ,   und  der  Versuch  ist  nur  mit  verschiedenen  abso- 
luten Längen  des  senkrechten  Striches  vorzuneinnen. 


in  noch  zusammengesetztere  Verhältnisse  bedürfe ,  um  einen  ästhet»  — 
sehen  Vorzug  vor  einem  einfacheren  merkbar  werden  zu  lassen.  Ei:^ 
Accord  beweist  doch  seinen  Vortheil  vor  dem  einfachen  Tone  sehe 
ohne  in  ein  Musikstück  einzugehen.  Entschieden  aber  wird  dieser  Ai 
weg  dadurch  abgeschnitti^n,  dass  dann  auch  der  Vortheil  des  goUB- 
nen  Schnittes  als  Dimensionsverhältniss  nicht  an  ganz  abstracten  eii^- 
fachen  Rechtecken  hätte  constatirt  werden  können,  wie  mir  do(^% 
gelungen  ist.  Man  beweist  nichts,  wenn  man  zu  viel  beweist.  Dass;s 
der  Vortheil  des  goldnen  Schnittes,  in  so  weit  ein  solcher  überhaufpt 
anzuerkennen  ist,  durch  Eingehen  in  Verwendungen  überhaupt  g^3- 
steigert  werden  könne,  habe  ich  selbst  schon  bemerkt;  nur  ma^^s 
ein  Vortheil  schon  ohne  Rücksicht  auf  Verwendungen  da  sein,  wsu; 
man  sich  an  den  früher  (S.  5)  gebrauchten  Beispielen  von  Reisu 
und  Versmass  im  Gedichte,  oder  Wohllaut  und  Tact  in  der  Musik 
erläutern  kann.     . 

Hiezu    noch   folgender  einfacher  Versuch,  den  ich  vorwegnebncke, 
da  er  mit  dem  entschiedensten   Ergebnisse  von  jedem  sofort   ange- 
stellt werden   kann.      Nach   Zeising  beruht    die    menschliche   Form- 
schönheit   (abgesehen  von   dem   dieselbe   erhöhenden  Ausdruck  vor- 
theilhafler  körperlicher  und  geistiger  Eigenschaften)   wesentlichst  aimf 
der  Durchbildung   des  goldnen   Schnittes   in   Hauptabtheilungen   urKl 
Unterabtheilungen.     Nun  stelle   man  die  Hauptabtheilungen   des  K(>^' 
pers  nach  dem  goldnen  Schnitt  mit  den  nächsten  Unterabtheilunger^  ? 
wie  sie  Zeising  für  den  menschlichen  Körper  statuirt,  in  einem  st^^ 
henden  Rechtecke*)  schematisch  durch  horizontale  Theilstriche  dar-y 
gebe  demnach  der  obem  Uauptabtheilung  zur  untern  das  Verhältnis^ 
5:8  oder  8:13,  was  merklich  identisch  ist,  und    wiederhole   diese:? 
Vorhällniss   der  Theilung    in    der   untern    wie   obern   Hauptabtheiliinij; 
durch    eine    Unterabtheilung,   so   dass  in   der   obern  Abtheilung  der 
Minor,    in  der'  untern    der   Major  die   obere    Stelle  hat,    mithin  der 
Major   in  beiden  Abtheilungen   dem  Trennungsstriche    beider  anliegt: 
das  gicbt  ein  Rechteck  mit  vier  einfachen  Höhenabtheilungen,  welche 
durch  drei  Querstriche  getrennt  sind.    Daneben   stelle  man  ein  übri- 
gens ganz  gleiches  Rechteck,  nur  dass  alle  vier  Abtheilungen  einander 
gleichgemacht  sind,   mithin    das   Ganze   nicht    minder  in  der  Höhen- 


*)   Ich  habe  iheils  ein  solches  von  dem  Seitenverhältnisse  des  goldnen  Schnittes, 
theils  von  2  :  1  dazu  verwandt. 
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richtung  als  Breitenrichtung  symmetrisch  erscheint.  Nach  der  obigen 
Hypothese  sollte  der  goldne  Schnitt  durch  seine  zusammengesetzte 
Durchführung  einen  Vorzug  der  Wohlgefiilligkeit  vor  der  Abtheilungs- 
weise in  gleiche  Theile  entwickeln,  wenn  ein  solcher  nicht  schon 
bei  der  einfachsten  Theilung  nach  dem  goldnen  Schnitte  spürbar  war; 
aber  eher  kann  man  sagen,  dass  sich  ein  Nachtheil  entwickelt;  man 
findet  diese  Abtheilung  principlos,  unmotivirt,  sozusagen  liederlich, 
und  giebt  der  gleichen  Theilung  den  entschiedenen  Vorzug,  ein  Beweis, 
dass  das  ästhetische  Urtheil  beim  Vergleich  dieser  abstractesten  Thei- 
lungsweisen  doch  nicht  mUssig  ist;  nur  ist  es  eben  nicht  der 
goldne  Schnitt,  für  den  es  sich  entscheidet.  Uebrigens  fällt 
es  mir  nicht  ein,  die  Schönheit  des  menschlichen  Körpers  auf  die  ge- 
suchte Durchführung  einer  Höhen-Abtheilung  in  gleiche  Theile  zu  be- 
ziehen; sie  hängt  in  etwas  an  der  zweiseitigen  Symmetrie  und  dem 
später  zu  besprechenden  Princip  der  Mitte,  unterstützt  durch  einen 
allgemeinen  Vortheil  rundlicli  fliessender  vor  steifen  eckigen  Formen, 
in  der  Hauptsache  an  instinctiven  und  associativen  Mitbestimmungen, 
Wovon  aber  hier  kein  Anlass  ist  zu  sprechen. 

Schliesslich  ist  das  allgemeinste  und  Hauptresultat,  wozu  ich 
duixih  die  Gesammtheit  meiner  bisherigen  Versuche  geführt  bin,  — 
^'on  so  manchen  interessanten  Nebenbestimmungen  spreche  ich  hier 
^icht  —  dieses: 

Als  Dimensionsverhältniss  hat  nur  ein  VerhUltniss  einen  funda- 
mentalen ästhetischen  Werth  an  sich  selbst,  der  sich  in  den  Dimen- 
sionen einfacher  Rechtecke  einfach  herausstellt,  der  goldne  Schnitt;  in- 
dem nach  Massgabe  als  er  verlassen  wird,  das  Verhnitniss  ungeßllliger 
wird,  ohne  dass  die  bei  der  Abänderung  mit  unterlaufenden  ein- 
*  fachen  rationalen  Verhältnisse  1:1,  1:2  u.  s.  w.  irgend  eine  Erhöhung 
der  WohlgefUlligkeitscurve  mitführen;  ja  das  einfachste,  an  der  einen 
Gränze  der  Abwandlung  stehende  Verhältniss  1:1,  was  als  Dimen- 
gionsverbältniss  das  Quadrat  giebt,  theilt  sich  mit  den  nächst  stehenden 
sehr  kurzen  und  der  anderen  Gränze  (1  :  oo)  zustrebenden  sehr 
langen  Verhältnissen"^)  in  den  grössten  Nachtheil.  Ebenso  hat  als 
Abtheilungsverhältniss  nur  ein  Verhältniss  einen  fundamentalen  ästhe- 


*)  In  Kürze  bezeichne  ich  hier  und  folgends  als  langes  iinil  kurzes  Verhältniss 
oder  Rechlect  respeclive  ein  solches,  wo  die  eine  Seile  ein  grosses  Verhältniss  zur 
andern  hat,  oder  <üch  der  Gleichheit  damit  nähert,  wenn  nicht  dieselbe  erreicht. 


tischen  Wer th,  dasselbe,  was  als  Diiuensionsverhühniss  zu  den  unvortheiK — 


haftesteil  gehört,  das  VerhUltniss  1:1,  was  die  Symmetrie  giebt,  nn* 
sich  frei  von  associativen  Mitbestimmungen  an  der  einfachen  horizontale 
Linie  als  vortheilhaflestes  rein  und  klar  herausstellt,  indem  naefti 
Massgabe  als  es  verlassen  wird ,  das  Verhältniss  ungefälliger  winft  , 
ohne  dass  der  bei  dieser  Abllnderung  mit  unterlaufende  goldik  ^e 
Schnitt  eine  Erhöhung  der  Wohlgefiilligkeit  mitführt.  Aber  dun*  "Bi 
associative  und  combinatorische  Mitbestimmungen  können  die  vorige  ^« 
Sätze  Abänderungen  erleiden,  deren  allgemeine  Gesetze  noch  zu  stuHi- 
diren  sind.  Doch  scheint  mir  nach  meinen  bisherigen,  nur  in  diest^^r 
Beziehung  noch  nicht  hinreichend  ausgedehnten.  Versuchen  unter  B^^ 
dingungen,  welche  eine  Ungleichheit  der  Abtheilung  begünstigen  odd^r 


fodern,  ohne  einen    bestimmten  Grad   derselben  zu  fodern,  das  Ve?  ^- 
haltniss  1  : 2  einen  merkbaren  Vorzug  vor  dem  goldnen  Schnitt  ur^rf 
andern  Verhältnissen  zu  zeigen,  was,  wenn  es  einen  allgemeinern  nmnd      L 
sicherern  Ausdruck  zulassen  sollte,  als  ich  ihm  schon  jetzt  zu  gel>«o 


.1! 


vermag,   in   gewisser   Weise   als   eine   Ausdehnung  des    Princips  der      |>f^ 


I 


r 


einfachen   rationalen   Zahlen   angesehen   werden   könnte,  und  darauf 
deuten  würde,  dass  die  Leichtigkeit,  mit   der   wir  durch    das  An^e       l^i 
(he  Abtheilung  2  in  zwei  Unterabtheilungen  zerlegen,  deren  jede  der       |^ 
Abtheilung  1   gleich  ist,  wodurch  die   Symmetrie  in   der  Vorstellung 
hergestellt  wird,  eine  Holle  bei  diesem  Vortheile  spielt. 

V'on    anderer   Seite    halte    ich  es   noch    für  möglich,    dass  de 
goldne  Schnitt  auch  als  Abtheilungsverhältniss  einen  Vortheil  geltend    -^ 
macht,   wenn  man    ihn  mit  sich  selbst  in  solcher  Weise  zusammen-  — 
setzt,    dass    die  Störung   der   Symmetrie   dadurch    wegfUUt,    welche 
jedenfalls  die  obere  Rücksicht  in  Anspruch  nimmt;  und  manche  Bei- 
spiele, (He   Zeisiuij^  anführt,  Insten  unter  diesen  Gesichtspunct.     Man 
verwirklicht  diesen    Fall,    wenn    njan   mit   einei'    nach    dem  goldnen 
Schnitte    zweigelheilton    Form    die    ents[)rechen(le    Form    symmetrisch 
verbindet,  oder  in  anderer  Weise,  wenn  man  von  einer  dreitheiligen 
Form  dem  mittleren  TIhmIc  das  VerhUltniss  des  goldnen  Schnittes  zu 
jedem  beider    ScMtentheile    i<i(»bt.     Einige    nicht    ausdrücklich    darauf 
gerichtele  Versuche   mit    in    einand(M'  geschachtelten    Rechtecken   aus 
friihenM-   Zeit,    deren  ich    in   d(»r   oben    (S.   21)    citirten   Abhandlung? 
im    Archiv  für  zeichnende  Künste  beiläufig   gedachte,  würden  freilich 
einiM'    solchen    Vernuilhung     widerspnH'hen ;     doch    kann    ich    ihnen 


n 
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d  kein  Gewicht  mehr  beilegen,  da  ich  mich  eines  Versehens  an 
em  '  Probeobjecte,  auf  das  ich  bei  jenen  vorläufigen  Versuchen 
wicht  legte,  schuldig  bekennen  muss.  Die  Frage  ist  vielmehr 
3h  als  intact  anzusehen,  und  ich  werde  selbst  neue  Versuche 
rauf  richten.  Zeising  freilich  misst  dem  goldnen  Schnitte  als  Ab- 
'ilungsverhältniss  nicht  blos  eine  solche,  der  Symmetrie  untergeord- 
^,  Bedeutung  bei,  sondern  eine  höhere  übergeordnete,  die  sich 
lon  bei  der  einfachen  Theilung  danach  aussprechen  soll.  Auch  ist 
iht  ausgeschlossen,  dass  Zeising  noch  ein  anderes  combinatorisches 
incip  finde,  nach  welchem  der  goldne  Schnitt  ohne  Mitwirkung 
r  Symmetrie  durch  Eingehen  in  gewisse  Zusammensetzungen  einen 
Ihetischen  Vorzug  erhält,  nur  ist  es  eben  erst  noch  zu  finden. 

Wenn    die   vorhin   aufgestellte   Vermuthung    Bestätigung    finden 
Ute,  was  ich    doch    bis  jetzt    noch    ganz  dahinstelle,   so  würden 
2h  Dimensions-  und    Abtheilungsverhältnisse  allerdings    unter  einem 
n\issen   einheitlichen  Principe  vereinigen.    Die  Synmietrie  hat   hie- 
ich    abgesehen    von     allen  Mitbestimmungen,  sei  es,  dass   es  sich 
11  Dimensionen  oder  Abtheilungen    handelt,   das    ästhetische  Prin- 
pat ,    und    will    vor    Allem    gewahrt    sein  ,    was    bei    Rechtecken 
>en  so  wohl  der  Fall  ist,  als  beim  Quadrat,  den  erstem   aber  den 
cjrlheil  einer  grössern  Mannichfaltigkeit  der  Formbestimnmngen  lässt ; 
iher  allgemeingesprochen  der  Vorzug  der  Rechtecke  vor  dem  Qua- 
pale.     Bei   sehr   verlängerten  Rechtecken  jedoch  kehrt  die  Monoto- 
ne des  Quadrats  in  anderem  Sinne   wieder,    indem  das  Auge   statt 
^i  der  Wendung  derselben  Länge  wieder  zu  begegnen,  dieselbe  Rich- 
ing  lange  zu  verfolgen  hat.     Wird  nun  aber  der  goldne  Schnitt  so 
:igewandt,  dass  er  die  Symmetrie  nicht  stört,  so    macht   er  seiner- 
Mts   einen  ästhetischen   V^ortheil  vor   andern   Verhältnissen    geltend, 
mmt  in  so  fern  die  zweite  Stelle  nach  der  Symmetrie  ein  und  kann 
^n  Vortheil  der  Symmetrie  wesentlich  erhöhen.     Hieraus  würde  sich 
^rtreflflich   erklären,    warum   der   im   Rechteck    gebrochene    goldne 
:^hnitt  einen  Vorzug  verräth,  indess  er  ihn  als  eine  einfache  Abthei- 
ng  in   continuo   verfolgt    nicht  verräth.     Als  Seitenverhältniss  eines 
echtecks  stört  er   die  Symmetrie   nicht,    als    einfaches  Abtheilungs- 
irhältniss   stört  er  sie.     Doch   wie  gesagt   ist   über  die  Richtigkeit 
fc^r  hier  aufgestellten  Vermuthung  noch  nichts  entschieden. 

So  wenig  ich  mich  hienach  mit   der  Ausdehnung,    welche  Zei- 
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siiis  ilci"  asilu'tisi-lii-ii  IJodeiiluiif;  dt^s  i;.il»liu'ii  Sdmitts  fiioi)t,  mil  dei 
lleUütieibiinf!;  der  Wirbtigkpit  diesRr  liwliMiliin«   und   mit  der  unai- 
lilnglichen  Weise,    wi»  oc  dieselbe  zu  btifi'riliidca  suchl.  einversleheri 
kann,  bia  icli  doch  weil  onlforiit.    das  Vcrdiciisl,  ilajc«;  fr  dicsi-.  liis 
zu  gRwissmi  üranzen  j^osic^lierlc.  Beiieuliiiij;  ubt'rlniii|il  ciildcckl  liut. 
zu  iintPrsciimzen ;    ich  halle  es  für  die  crsU'  ciHcntlicIie  KnUlcTkum!, 
die  llberhauiil  iu  der  Aes(bi-lik  i;<'iii;i<  hl  isl.  sir  «ird /,eisiims  Naincn 
in  der  Geüfiiiii'hle  dei-  Acslhelik  rilhiiiüchsl   lorlerliaUeii.  und  leiclilvr 
Ijst  es,  eine  Kiildockiing  zu  conslnliren.  /.»  besehrauken  »ml  zu  vpr- 
lificharfen,  als  sie  zu  machen.     Selten  wird  Überhaupt  vom  Autur  i'ini'r 
PKiildockung  von    vurn    lierein    der  m-htim'  M»ssstab  an  dii\selhc  j,"!"- 
"\eal.  uml  der  HVi,%'aur  dem  sie  gcmachl  wird,    ist  selten  auch  »In 
We},'.    auf  dem    sie   sich    forlerhall.    ialls  sie    Überhaupt   hallbar  i'sl. 
Auch    darin    ist    ein    besonderes    Verdienst   Zeisings    auznerkennwt. 
dass  er,  so  viel  sicli  an  seiner  Weise  das  Krfahrungf^material  zu  vfr- 
^■werthen,    mUkcin    lassen   inap,    ilech   ilas  Bedllrfniss,  solches  seinfi» 
allgenumien  Ansichten  zur  BesUitifj;imj;  uiitci/idnciu-n,    mehr  als  all* 
früheren  Bearbeiler  emprunihm  und  ihirch  die  llcrbi'isciiall'mijj  i-im^^ 
reichen  SchaUes  desselben  zu  befrii'diKcn  gfwuchl  hal. 


TTT.    Ueber  einige  der  interessanteren  Eigenschaften  des 
goldnen  Schnittes.    Literatur  der  Zeisingschen  Unter- 
suchungen darüber. 

Bei  der  Wichtigkeit,  welche  der  ferner  kurz  mit  O  zu  bezeicli- 
nende  goUtne  Schnitt  fiir  uns  hat,  durfte  es  nicht  ohne  Interesse  sein, 
vor  weiterem  Eingehen  in  unsere  UntersuchungeD,  einige  der  inter- 
essanteren Eigenscliaften  und  Verhaltnisse  desselben  hier  2usammPD' 
fj;estelll  zu  finden,  welche  zu  grösserem  Theile  schon  von  Zeisiog  be- 
uK'rkt  sind,  wozu  sich  jedoch  hiei'  noch  einige  habea  fUgen  lassen. 
Man  rauss  in  der  That  gestehen,  dass  nächst  dea  Verbaltaissea  n 
und  e  (nach  gewlihnlichcr  mathematischer  Bezeichnung)  das  Ver- 
halliiiss  0  das  merkwürdigste  sein  möchte,  was  die  matbeniatische 
Analyse  Überhaupt  darzubieten  hat. 
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1)  Als  Approxiniationsverhültnisse  in  ganzen  Zahlen  zu  dem 
eigentlich  irrationalen  Verhültnisse  des  0  sind  oben  geltend  gemacht 
3:5,  5:8,  8:13  u.  s.  w.  I^ach  folgender  Regel  lässt  sich  diese 
Approximation  leicht  beliebig  weiter  treiben  oder  auch  zu  unvoll- 
kommenem Approximationen  in  ganzen  Zahlen  zurückgehen.  Man 
setzt  die  grössere  der  beiden  Zahlen  einer  gegebenen  Approximation 
mit  der  Summe  beider  in  Verhaltniss,  wodurch  man  von  13:  21  suc- 
cessive  auf  21:3i,  34:55,  55:89  u.  s.  w.  kommt,  oder  man  setzt 
die  Differenz  beider  Zahlen  mit  der  kleineren  von  beiden  in  Ver- 
hältniss,  wodurch  man  zu  den  unvollkommenem  Approximationen 
kommt.  Hienach  erhält  man  alle  mögHchen  Approximationen  in 
ganzen  Zahlen  durch  Bezugsetzung  von  je  zwei  aufeinanderfolgenden 
Zahlen  nachstehender  Reihe  zu  einander: 

0,  1,  1,  2,  3,  5,  8,  13,  21,  34  u.  s.  w. 

Dabei  ist  nicht  nöthig,  die  Reihe  wie  hier  mit  0  und  1  anzu- 
fangen, sondern  mit  welchen  zwei  Zahlen  iT]an  sie  anfangen  mag, 
wofera  man  nur  jedes  folgende  Glied  als  Summe  der  zwei  vorher- 
s^ehenden  nimmt,  erhlllt  man  dadurch  im  Verhältniss  je  zweier  auf 
einander  folgenden  Zahlen  wachsende  Annäherungen  an  den  goldnen 
Sclmitt,  z.  B.") 

1,    5,    6,    11,    17,    28,    45,    73,    118,     191   etc. 
welchem  decimal  entspricht: 
5:1,200;   1,833;   1,545;   1,647;   1,607;   1,622;   1,616;   1,618 

2;   Auf  eine  grössere  Reihe  von  Decimalen  verfolgt  ist  das  Ver- 
hüllniss  des  Minor  zum  Major  dieses: 

1  :  1,618033988750  oder 

0,618033988750  :  1   oder 

0,381966011250  :  0,618033988750 
ableitbar  aus  dem  genauen  Ausdmck  des  ©  =  ^  -  KA_,  wovon  das 
obere  Vorzeichen  das  Verhältniss  des  Major  zum  Minor,  das  untere 
das  umgekehrte  Verhültniss  giebt.  Von  den  successiven  Approxima- 
tionen  in  ganzen  Zahlen  aber  giebt  abwechselnd  die  eine  einen  zu 
grossen,  die  andere  einen  zu  kleinen  Werth  fdr  das  Verhliltniss.  Um 
den  dadurch  zu  gewinnenden  Grad  der  Approximation  zu  beur- 
theilen,  diene  folgende  Tabelle: 


';  Aiiüen»  Beispiele  s.   bei  Zeising  \.  V.  S.  M. 


Minor 

Uli,., 

1  ■■III 

= 

1,0000 

:  1,6180  .  .  . 

= 

2,0000 

*  ' 

= 

- 

1 ,9000 

»  i 

= 

1.1)067 

&I    8 

= 

1,6000 

•    1» 

= 

- 

1,6260 

n:ii 

= 

- 

1,615t 

ilU 

= 

1,6191 

34  :  5.-, 

= 

- 

l,Cm  i'li-.. 

k   iM  «M^hsl  mö^lictien  «{uadrulisi-lior)  (jl(>ii-liiin{i;eii  nill  rnillcii 
^^_^  «f^Mt  «tun  ^»auen  AuMlruck  dt^s  O  Iht.  d.  i. 

X^  —  X  —  1=0    1111(1 

x'  +  X  —  1  =  II. 
\aHi  ihin  BegrilTe  des  0  nUniticIi  soll  sich  der  Minor  =  1  gf- 
^t^  ftuH   .Major  ^  X  «esclzt  voilialtfii  wio  der  .Major  \  zur  Suinuit' 
l^-^lfT    nIsh  /ti.1  +  V.    Dii'Sä  gi('i>t  die  i'm|>urlion 

1   :  \  =  \  :  \  +   I 
Mli*r.  tt*'»"   ii'i'"    ''•'"    Miiiiii-  =  \,    di'ii    .Major  =   I  selzl ,    die  Viiy 

^  X  :  I   =   I   :  I   +\: 

iliorliori  [(dirl  zni'  t'rsicii  Glficliuiiii  nul  ik'iii  \\'i'illii' 
die  andere  zur  /vveitoii  (ileicliuiig  niil  dem  Wertl»' 
Ausdrücke  von  x  aber  geben  den  Wertii  von 
0  aJ.s  VerliUlliiiäü  von  Major  zu  Minor  odui'  von  Minor  zu  Major  uiil 
jwsitivein  oder  aegaliveiii  Vorzeichen. 

4)  Einen  andern  genauen  Ausdruck  für  den  ©,  als  Verliältniss 
von  Minor  zu  Major  gefasst,  erhalt  man  (nach  einer  mir  von  Prüf. 
Mtibius  gemachten  Bemerkung)  durch  den  einfachst  möglichen  Ketlen- 
biuch,  oämlich 


1»«' 


i'isle    I't 


,  .-'±-K«  ■  beide 


^ 


1 


■  i 


i  +  1 

i  ■+■  1   etc. 
welcher   ins  Unendliche  fortgesetzt  zugleich  alle  in  obiger  Reihe  ent- 
haltenen  Aunaherungsverhultnisse    hergiebt .    wenn  man   eine    wach- 
sende Zahl  seiner  Glieder  zuzieht. 


rv 
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5}  Man  kann  das  Verhältniss  des  goldnen  Schnitts  auch  durch 
ine  geometrische  Construction  darstellen.  Um  nämUch  eine  gerade 
inie  a  nach  diesem  Verhältnisse  zu  theilen,  hat  man  nur  nöthig, 
ne  zweite  halb  so  lange  Linie  b  rechtwinklig  an  ein  Ende  von  a 
izusetzen,  die  freien  Enden  beider  Linien  durch  eine  Gerade  c  zu 
•rbinden ;  dann  die  Länge  der  ersten  Linie  a  auf  dieser  Verbindungs- 
lie  c  von  einem  Ende  derselben  an  abzutragen,  dann  den  Rest  von 
als  Major  auf  a  zu  übertragen;  wozu  der  Rest  von  a  alsdann  den 
inor  bildet.  Inzwischen  dürfte  man  es  mmier  praktischer  finden,  sich 
nes  der  obigen  Zahlenverhältnisse  zur  Darstellung  des  goldnen  Schnitts 
1  bedienen,  da  die  principielle  Genauigkeit  der  Construction  doch  auch 
\  der  Ausführung  verloren  geht  und  diese  jedenfalls  umständlicher  ist. 

Auf  Grund  der  Irrationalität  des  goldnen  Schnitts,  welche  keine 
bsolut  genaue  Darst^^llung  desselben  in  ganzen  Zahlen  gestattet,  stellt 
eising  (N.  V.  S.  4)  die  Ansicht  auf,  dass  eine,  wenn  auch  noch  so  geringe, 
bweichung  vom  genauen  Verhältnisse  des  goldnen  Schnitts  auch  bei 
luinlicher  Darstellung  desselben  [)rincipiell  nothwendig  sei,  und  leitet 
araus  die  Nolh wendigkeit  solcher  Abweichungen  für  Natur  und  Kunst 
b;  diess  jedoch  ist  ein  Irrthum.  Die  Unmöglichkeit,  ein  Verhältniss 
I  ganzen  Zahlen  genau  auszudrücken,  steht  seiner  genauen  Dar- 
Lellung  im  Räume  nicht  im  Mindesten  im  Wege,  und  es  steht  der 
oldne  Schnitt  so  wie  das  Verhältniss  der  Kreisperipherie  zum  Durch- 
nesser  in  der  Möglichkeit,  sich  räumlich  genau  darstellen  zu  lassen, 
nit  den  rationalen  Verhältnissen  genau  auf  gleicher  Stufe. 

6)  Damit,  dass  der  Minor  sich  zum  Major  verhält  wie  der  Major 
zur  Summe  des  Minor  und  Major,  ist  zugleich  mathematisch  gegeben, 
dass  der  Ueberschuss  des  Major  über  den  Minor  sich  zum  Minor 
verhält,  wie  der  Minor  sich  zum  xMajor  verhält ,  so  dass  man ,  beide 
Proportionen  verbindend,  sagen  kann :  im  goldnen  Schnitte  sei  eine  ste- 
ige Proportion  zwischen  dem  Ueberschuss  des  Major  über  den  Minor, 
lern  Minor,  dem  Major  und  der  Summe  des  Minor  und  Major  ge- 
eben, der  Art,  dass  jede  dieser  vier  Grössen  durch  Multiplication 
lit  derselben  bestimmten  Zahl  (1,618)  aus  der  vorherigen  hervor- 
eht.  Hieraus  sind  dann  weitere  Folgen,  dass  das  Product  aus  Minor 
od  Major  gleich  der  Differenz  der  Quadrate  von  Minor  und  Major 
t,  so  wie  gleich  dem  Producte  aus  der  Differenz  in  die  Summe 
es  Minor  und  Major. 
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7)  In  einem  regelmässigen  in  den  Kreis  einjfesohriebenen  Für 
verhall  »ticli  <)ie  Seite  des  Fünfecks  zum  Hadius  wie  Major  zum 
nor,  tind,  sofern  diß  Seite  des  i-egelmassigen  Sechsecks  gleich 
Hadiiis  dos  iinisrhriebenen  Kreises  i.st,  verhält  sidi  auch  die  ' 
des  regelmassigen  Fünfecks  zu  der  des  regelmässigen  Sochsecka 
Major  zum  Minor.  Weitere  Anwendungen ,  welch«  der  gc: 
Schnitt  in  der  Polygoiionietne  ündel,  bes|inchl  Zeisitig  in  i 
unten  unzufuhivuden  Abhandlung. 

Schon  den  Allen  war  das  Verhaltniss  des  goldnen  Sehn 
unter  diesem  Namen  bekannt  und  der  Name  selbst  deulel  (ii 
dass  schon  sie  ihm  einen  gewissen  Voi-zug  vor  andern  Vcrhfijtni 
beilegten.  Indess  scheint  dieser  nur  der  ma thematischen  Eigentli 
lichkeit  des  goldnen  Schnittes  gegolten  zu  haben,  die  ja  der  Art 
dass  man  sich  wohl  denken  kann,  es  sei  auch  von  dieser  Seile 
Voning  daran  geknüpft  worden;  wenigstens  hal  sich  keine  Nachi 
von  einer  ästhetischen  Bedeutung,  die  sie  demselben  beigelegt  hüi 
erhalten;  imd  insoweit  sich  eine  Anwendung  des  goldnen  Sctm 
iu  ihi-en  Werken  findet  «nd  derselbe  wirkhch  ästhetisch  massgel 
ist,  kann  itiess  nur  einer  unbewus.slen  Wirkung  ihres  Schfinheitssii 
zugeschrieben  wei'den.  In  neueren  Zeiten  ist  auch  die  Beach 
des  goldnen  Schnittes  mathematischerseils  ganz  zurückgetreten,  n 
dem  die  neuere  Ausbildung  der  Mathematik  zur  Inbetrachtna 
vieler  anderer  Verhaltnisse,  von  zugleich  interessanter  und  nützlii 
Anwendung  gefuhrt  hat,  ohne  dass  sich  vor  Zeising  eine  bemerki 
werthe  Anwendung  vom  goldnen  Schnitte  dargeboten  hatte. 

Die  allgemeine  Betrachtung,  durch  welche  Zeising  (N.  L.  133 
zum  irrationalen  Verhaltnisse  des  O  als  Normalverhaltniss  für  N 
und  Kunst  gelangt ,  lauft  nach  Zusammenfassung  etwas  weit  he 
holter  philosophischer  Vorerürterungen  über  den  Begriff  der  Schön 
kurz  etwa  auf  Folgendes  hinaus. 

uDas  Schöne  ist  die  als  sinnlich-geistige  Anschauung  zur  i 
senz  gelangende  Harmonie  der  Einheit  und  unendlichen  Mann 
fattigkeitu  Insofern  also  ein  Gegenstand  durch  seine  Form  (o 
Rücksicht  auf  angekntjpfte  Bedeutungen)  den  Bedingungen  der  Sei 
heit  entsprechen  soll,  muss  er  auch  jener  Bestimmung  entsprect 
Auf  einer  niedern  Stufe  geschieht  diess  nun  schon  durch  Gleit 
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mass  uijd  strenge  Kogelmüssigkeil  der  Form,  und  es  ist  diess 
»die  einfachste  und  fasslichste,  aber  eben  desshalb  auch  die  ober- 
fläehlichsie  und  dem  tiefei*en  Bedürfniss  nicht  genügende  Erfiilhmg 
der  Schönheitsbedingungen.«  Auf  liöherer  Stufe  erfolgt  diese  Erfül- 
lung dadurch,  dass  an  die  Stelle  der  Gleichheit  der  Theile  die 
Gleichheit  von  Verhältnissen  bei  Ungleichheit  der  Theile  tritt;  und 
zwar  ist  die  vollkommenste  Weise  der  Erfüllung  die,  »dass  das 
Verhältniss  zwischen  dem  Ganzen  und  den  Theilen  kein 
andres  ist,  als  dasjenige,  durch  welches  die  Theile  sel|)st 
unter  einander  verbunden  sind.  Hiedurch  wird  inmitten  der 
Verschiedenheit  zugleich  die  Einheit  zur  Anschauung  gebracht  und 
ein  wirklich  stetiger  Zusammenhang  zwischen  dem  Ganzen 
und  seinen  Gliedern  hergestellt.«  »Da  aber  das  Ganze  bei  der 
Voraussetzung,  dass  die  Theile  selbst  von  ungleicher  Grösse  sind, 
unmöglich  zu  beiden  Theilen  in  demselben  Verhältnisse  stehen 
kann,  so  springt  in  die  Augen,  dass  unter  den  Verhältnissen  des 
Ganzen  zu  den  Theilen  nur  das  Verhältniss  des  Ganzen  zum  grösse- 
re n  Theil,  dagegen  unter  den  Verhältnissen  der  Theile  zu  einander 
nur  das  Verhältniss  des  grösseren  zum  kleineren  Theile  genieint  sein 
kann.«  In  einer  derartigen  Proportionalität  sieht  Zeising  »die  Ver- 
inittlerin  der  Einheit  und  Mannich  faltigkeit,  der  Gleichheit  und  Ver- 
schiedenheit, der  Nothwendigkeit  und  Freiheit«,  findet  dadurch  »den 
Gegensatz  von  Einheit  und  Unendlichkeit,  von  Gleichheit  und  Ver- 
schiedenheit zur  Harmonie  aufgehoben«  u.  s.  w.,  wie  es  im  Begriffe 
höherer  Schönheitsfoderung  liege. 

Als  Vorzüge  dieser  Proportion,  welche  mit  dem  Begriffe  der 
Vollkommenheit  zusammenhängen,  hebt  Zeising  (N.  L.  1 63.  N.  V.  4) 
hervor:  1)  dass  sie  (in  Betracht  ihrer  Irrationalität)  mit  der  grösst- 
D^Öglichen  Bestimmtheit  und  Realisirbarkeit  die  vollkommenste  Un- 
ßiricJlichkeit  und  Idealität  vereinige; 

2)  dass  sie  nicht  nur  alle  Vorzüge  einer  stetigen  Proportion 
'^^»itze,  sondern  jede  andere  stetige  Proportion  darin  übertreflfc, 
^Äss  eins  ihrer  Glieder  zugleich  die  Summe  der  beiden  übrigen  sei, 
^^ss  sie  mithin  eine  Gleichheit  und  Continuität  der  Verhältnisse 
^Vvischen  dem  Ganzen  und  seinen  Theilen  herstelle,  und  somit  auf 
^Äs  Vollkommenste  dem  BegrifiF  der  Proportionalität  überhaupt  ent- 
^pi^eche,   welcher   eine  Uebereinstimmung   der  Verhältnisse  verlange, 


>.  • 


in  welrbeii  diu  Theile  (unerscils  zu  tMniimk'i',  atlllL■^.s('il^  ziiiii  (»anzcn        ** 
stehen ; 

3)   dass   sie   nifht    blos  eine  Vermillclung   zwi.when    zwei    will-  -^ 

ktihrlich  ziisamiut^Qf^ebiachtcn  Grössen,  sondern  zwischen  dem  Ganzi*u  * 

und    dem    kleinprn    Ciliedc    durch    das    grössere   herslelle,    also   den  < 

Charakter  einer    zum   Ganzen    und    seinen   Theileu    beziehiinysvolli-n  ' 

Noihwendigkeit  trage; 

i]  dass  dun;h  sie  die  befriedigeiidsle  haririonist^he  Vormittelung 
zwischen  der  völligen  Gleichheil  und  einer  ailzugrosscn  Ver- 
schiedenheit der  Theile  von  einander  und  vom  Ganzen  geseUt, 
der  natürlichste  Uehergang  von  der  Einheit  zur  Zweiheit  um!  Mehr- 
heit hergestellt  werde  (wie  in  N.  L.  S.  164  weiter  ausgeführt 
wird)  : 

5)  dass  dasselbe  Verhaltuiss  sich  in  Tnlergtiederungen  sehr 
leicht  weiter  verfolgen  und  fortsetzen  lasse,  wozu  ebenfalls  weitere 
Ausführungen; 

6)  dass  »das  VerhUltniss  des  goldnen  Schnitts  ah  die  vollkom- 
menste Vermittelung  und  Ausgleichung  aller  übrigen  denkbaren  V<»r- 
hältnisse,  und  hiemit  als  das  nalurgemässe  allgemeine  Duxch- 
Mchnitts-  und  Nornialverhitltniss  anzusehen  sei.« 

Zeisinghal  den  goldnen  Schnitt  an  so  vielen  Orl«n  besprochen,  dass 
ich  zweifle,  die  Literatur  darüber  vollständig  geben  zu  können,  \n- 
dess  ich  auf  die  Anführung  der  Besprechungen  Seitens  Andrer  in 
der  Hauptsache  um  so  mehr  ver^icliten  riiuss,  als  unsre  Unter- 
suchungen keine  BerUhrungspuncte  damit  haben,  und  sie  zu  zerstreut 
sind,  um  sie  nur  mit  annähernder  Vollständigkeit  registrirea  zu  kön- 
nen. Ausser  den  schon  S.  1 5  angeführten  zwei  Hauptschriflen  sind  »^ " 
mir  folgende  Abhandlungen  Zeisings  Über   den  goldnen  Schnitt  mio-  '' 

destens  ihrem  Titel  nach  und  zum  Theil  durch  eigene  Einsicht  darein.«^^. . 
bekannt. 

Die  ünlerscliicdc  in  den  Proportionen  der  Racentypen,   in  Vierordt's  Arch.    "Xsssx 

physiolog.  Heilk.   1R56. 
Der   menschliche   Kopf    im  Profil,'   im  Abendbl.    zur    neuen  MUncbn.   Ti  iUi^      "L 

18.^6.     Nr.  18.  19.  20. 
Die  Proportionen  von  4  antiken  Statuen,  in  E^crs  Kunsü>l.   1856.  S.  182. 
Die  Proportionen  des  Parthenon  nach  den  Penrose'schen  Messungen,  im  dei^    ^^ 

sehen  Kunstbl.   I8Ö7.     Jahi^.  8.     Nr.   i8— 5t. 
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Z\MT  Lehre  vom  menschlichen  Gcsichiswinke] ,  in  der  Ilalle^schen  Zeilschr. 
»Natura.   1857. 

Uc?^])cr  die  Metamorphosen  in  den  Verhältnissen  der  menschlichen  Geslalt  von 
der  Geburt  bis  zur  Vollendung  des  Längenwachsthums,  in  den  Verband!, 
der  Kaiserl.  Leopold.  Carol.  Akad.  der  Nalurf.  XVllL  1858.  S.  783. 

Ueber  den  subjectiven  und  objcctiven  Charakter  des  Schönen,  im  Morgenbl. 
1859.     Nr.-  32.  33. 

morphologische  Studien,  in  Fichtc's  philos.  Zcitschr.   1866.  N.  F.  L.  S.  82. 

Oi€3  c^gulären  Polyeder,  in  der  Deutschen  Vierteljahrsschr.  Dec.  1869. 
S.  262. 

Di«  Vorhältnisse  des  Kölner  Domes  nach  dem  Grundriss  von  Franz  Schmilz, 
in  d.  Beil.  z.  Augsb.  allg.  Zeitung.   1869.     Nr.  216  bis  218. 

Ausserdem  hat  Zeising  das  Allgemeinste  seiner  Lehre  vom 
^oldnen  Schnitte  auch  in  seinen  »Jisthetischen  Forschungen«  vorge- 
trstgen,  und  eine  Discussion  darüber  mit  Prof.  Seydel  in  Leipzig  ge- 
fliinrt,  welche  sich  in  folgenden  Aufsätzen  bewegt: 


ydel:  Noch  einmal  der  goldne  Schnitt,  Sendschreiben  an  Zeising,  in 
Fichte's  Zeitschr.  LL  2.  Heft  (S.  301,  Z.  3  v.  u.  lies  derselben  für 
denselhen). 

Z  ^^  ising:  Antwort  von  Zeising.     Daselbst  LH.     1.  Heft. 

^  ^  ydel:   Die  geistige  Deutung  des  goldnen  Schnittes,    Rückantwort  an  Zei- 
sing daselbst.  LHI.     2.  Heft. "") 

Zur  geschichtlichen  Vervollständigung  möge  noch  folgender,  mit  Zeising 
R^^ 'Wissermassen  rivalisirender,  Versuche,  Normalverhaltnisse  der  Geslaltung 
^tii-  Natur  und  Kunst  in  bestimmten  Zahlen  aufzustellen,  für  Liebhaber  solcher 
^^^rsuche  gedacht  werden ,  ohne  dass  jedoch  diese  Versuche  eine  geschieht- 
^'^^he  Bedeutung  erlangt  haben  oder  Aussicht  haben,  solche  zu  erhalten. 

F.  G.  Röber  beweist  in  einem  Quartwerke  mit  6  grossen  lithographir- 
^^n  Tafeln**)  aus  aprioristischen  Gründen,  durch  die  Masse  des  menschlichen 
^*^dets  und  aller  Bauwerke,  »dass  das  Siebeneck  (oder  das  zur  Construction 
^^^  regelmässigen  Siebenecks  dienende  gleichschenklige  Dreieck,  in  welchem 
ler  Winkel   an   der  Basis   das  Dreifache  des   Winkels  an   der   Spitze)    die 


*)   Persönlich  hat  mir  der  Verf.  bemerkt ,  dass  ihm  erst  hier  die  volle  Klarheit 
t"  Darstellung  gelungen  sei. 

**)   Elementarbeiträge  zur  Bestimmung  des  Naturgesetzes  der  Gestaltung  und   des 

iderstandes  und  Anwendung  dieser  Beiträge  auf  Natur  und  alte  Kunstgestaltung  von 

•"i^dr.  Gottlob  Röber,   ehemaligem  königl.  sächs.  Professor  der  Baukunst  und  Land- 

^^imeister,  nach  s.  Tode  herausgegeben  von  s.  Sohne  Friedr.  Röber,  mit  6  lith.  Taf. 

^^ipzig.  1861. 


Rasis  des  hflvhsteo  Gefllallungsi'lu  nie  Dies  iu  diT  or^iinidcht-n  NaUir  ibt,  lld^<.  ' 
in  dieser  Erkenulniss  Rllein  dpr  uahtr  Gniiid  dt-r  iliirch  das  ganz«!  AlK^rlhiiiii 
gehend«!!  hohitii  Voiiihning  und  lleitigbultunj;  dk-sor  wichligcii  Nutui-zahl  (<1(y 
Sieben]  liegt«,  und  diiss  difvie  ErkeiinlnisH  iiiich  niiiNtigetx-iid  fUr  die  Cun- 
slruclioti  ilgypliMibLT  Utuikmitlcr  der  Baukutisl  ^t'NM'soii  isl.  Mclil  iiiiiidur  ah 
/eisiiig  das  Prinrip  des  guldiicti  Sclinitli'n  lliidi'l.  Hülicr  das  IVtm-ip  des  Ki«^- 
iieueok-Dreiocks  hucIi  in  den  Vfrliiillnisson  der  l'(liin/tiit;i'sliilli;iig  uiul  drs 
PtanctPiiNyslcms  wieder. 

In  einem  noch  fji'tissern  Qiiiirlwerke  mit  norh  uielir  lithographirteii  Tafeln 
(Zahleulofoln)  ')    suclit   der   kürzlich   verslorbenc   Dr.   Liharzik    (in  Wien)  mit 
(•ineni  AiifWdndt^  »lU-r  ihm  lU  (ieboU'  siehenden  elhnographist^hen,  uiatheDiü-    | 
ti§i'.beD,  liisloriauheri  und  »othropologiscben  HUlfsmiltel  zu  beweisen,  dass  der   : 
Schlüssel  des  Zahlengebtliidcs ,  welches  die  Geslaltunf;  und  Enlwickelun(!  der 
Well,    insbesuiiderr  mich  dos  Menschen,    beherrsch I ,    in   den  sof;.    ningischeii    1 
oder  /auberquadiiileii  zu  linden  sei,  ohne  dass  er  jedoch  auf  eine  Ssthelisehe 
Xedeutuiig  diese»  Znhlensysteiis  liei<onili  rs  eingegangen   ist. 

In  diesem  Werke,  in  t'.M  ich  gestehe  mich  mit  einem  .sehr  tlUehttgen 
Kinlilick  begnügt  zu  luiben,  isl  S.  -i  eine  im  Journal  "Tbo  futureu  von  Lake 
Hiirki'  im  Mal  IHIiä  erschienene  philasnphische  Abhandlung  unter  dem  Titel: 
'The  plan  of  Uie  universeu  iiViL  der  Bemerkung  erwjibnl,  es  sei  darin  die  Be- 
hauptung iiurgcstellt  und  duivh  philosophische  h'orschun;;  zu  beweisen  ge- 
.siiehl,  dass  die  Zahlen  \.  S.  :i.  ii.  7.  '.K  IS  dem  Bau  des  Universums  vor- 
sltihn;  ferner  werde  darin  gezeigt,  wk-  alle  Naturerscheinungen  im  Wellall 
sieb  in  gewissen  Gruj'pen  bewegen,  weiche  dun-h  die  genannlen  Zahlen  be- 
herr.schl  erscheinen;  wie  durch  sie  auf  die  (icsetnc  der  Akustik,  die  Classi- 
flcalionen  der  Natui^eschichtc ,  die  Thatsachen  der  Anatomie,  der  Physiolo- 
gie u.  s.  w.  der  wichtigste  Einlluss  geilbl  werde. 


*)  »Das  Quadrat,  die  Grun(lhi(;e  aller  ProportionalilUt  in  der  Nalur  und  das  Qua- 
drat aus  der  Zahl  Sieben  die  Uridee  des  menscliliclien  Körperbaues ,  von  Franz  Lihar- 
zik,  Dr.  der  Medicin  ti.  s.  w.   Wien  I  86fi.fl 
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rV.  Principien  der  experimentalen  Untersuchung,  Mass 

und  Methoden. 

Folgendes   die   Betraclitung,    von    der    ich     l>ei    diesen    Unter- 
es uchungen  ausgegangen  bin. 

Gesetzt,  es  gälte  zu  beweisen,  dass  die  Symmetrie  an  sich  wohl- 
j^efölliger  als  die   Nichtsymmetrie  ist,   so   hätte   man    nicht   an   Bau- 
^werke   und   den  menschlichen  Körper  zu  appelliren;   da  möchte  der 
fieweis  immer  zweifelhaft  bleiben,  so  viel  man  messen  w^ollte.     Nach 
liorizontaler  Richtung  herrscht  die  Symmetrie  in  diesen  Beispielen  vor, 
nach  verticaler  fehlt  sie,  ausnahmsweise  selbst  nach  horizontaler;  und 
A>aglich  bleibt,  was  dabei  auf  WohlgePalligkeit  an  sich,  was  auf  Zweck- 
fiiässigkeit  und  andere  Mitbestimmungen  zu  rechnen.     Aber  man  kann 
criie    Entscheidung    durch     die     einfachste    vergleichsweise    Vorlage 
fc=5ymmetrischer  und  nicht  symmetrischer  Figuren  erhalten,  von  denen 
M  nöglichst  Alles  abgesondert  ist,  was  ausser  der  Symmetrie  und  Nicht- 
^svmmetrie  noch  auf  den  Vorzue:  des  Gefallens  Einflusfe  haben  kann. 
Jedes  nicht  gar  zu  kleine  Kind  wird  die  einfache  symmetrische  Figur 
der  nicht  symmetrischen,  die  kaleidoskopische  Ordnung  bunter  Stein- 
€L*hen  ihrer  Untereinanderwürfelung  vorziehen,  jeder  Ei'wachsene  bei- 
sstimmen.  Warum  nun  nicht  eben  so  einfach  über  den  Vorzug  des  gold- 
nen  Schnittes   oder  der  einfachen  rationalen   Verhältnisse  vor  andern 
Terhältnissen  entscheiden?  Thut  es  der  goldne  Schnitt  der  Symmetrie 
«n  Wohlgefölligkeit  gleich  oder  überbietet  er  sie  gar,  so  muss  sich  diess 
5iuch  schon  bei  Versuchen  mit  einfachen  Rechtecken  und  Abtheilungen 
^»infacher  Längen  oder  Streifen  zeigen,  wo  keine  Wahl  zwischen  einer 
>erschiedenen   Anlegungsweise    der  Masse   und  keine   Mitbestimmung 
durch  Zweckrücksichten  u.  s.  w.    statt  findet,   oder    alle   philosophi- 
sche Begründung  und   empirische  Berufung  auf  complicirte  Beispiele 
fruchtet  nicht. 

Auch  wenn  der  Vorzug  directer  Wohlgefälligkeit  des  Tactes  vor 

der  Tactlosigkeit,  d.  i.  der  Regel   vor  der  Regellosigkeit  in  Wieder- 

^lolung  von  Toneindrücken  oder  Bewegungen,  bewiesen  werden  sollte, 

vürde  die  Berufung  auf  die  Leistungen  des  Tactes  in  der  Musik  und 

eim  Tanze    nicht   entscheiden,   da  es  gegentheils  manche  Geschäfte 


(1.    T.    KtCHNKB. 

giehl,  die  ihrer  Nalur  dhcIi  Ijesser   ohne  heäliiniiiten  Tacl  ausgetäl^i^ 
werden,  wo  uns  die  gesuchte  Durchfuhrung  des  Tacles  vielmehr  mii**- 
fälll.  so  schon  bei  der  freien  Rede;  denn  hienach   könnle  man   um- 
gekehrt auf  Missfölligkeit  des  Tacles  sohhessen.     Aber  der  einfachi^le 
Vergleich  eines  bcdeulung^tosen,  sei  es  rhythmisch  gegliederten  otl'T 
seihst  ganz  einffirmigen,  Taetächlages  mit  einem  das  Zcitinass  regellos 
wechsehiden  Schlage  oder  Geräusche    (^wozu  laclförmiges    und  regel- 
loses Tt'onimeln    mit    den  Fingern  dienen  kann),    fuhrt  zur  Entschei- 
dung, bei  der  nidil  mehr  die  Krage  ist,  ob  es  das  Eingehen  in  eine, 
das    ästhetische    Gefühl    aus   andern    Gesichlspuncten    interei>sirende, 
Beschäftigung  und  die  Förderung  dieser  Beschäftigung,  oder  die  Be-  , 
schSfligung  durch  den  Tacl  selbst  ist,    was  denselben    \%ohIgelUlligar': 
als  die  Tactlosigkeil  erseheinen  Ittsst.'i      Ist  aber  die  Entscheidung  nil' 
den  Vortheil  des,  von  üsliieiisrhen  Mitbestimmungen  entleerten.  Tacles 
solchergestalt    gewonnen ,    so    kann    man   dann    seine    l^istung    aucb 
beim  Zutritt   von  solchen  voraussehen,   nicht    freilich    nach  eintacher 
ZufUgung   dessen,     was   er    für   sich    leistet,    zur   Leistung    der    Mit- 
bestimmungen, aber  unter  Zuziehung  des  ästhetischen  Hulfsprincipes ; 
wonach  er  die  Woh Igelit lligkeit  jedes   Geschäftes,  in  das  er  fördernd 
oder  Yerträ!,;;lirh  hineintrilt,  sogar  mehr  steigern  wird,  als  man   nacli 
seiner   abstracten  Leistung    voraussetzen  könnte,    indess    seine  Wohl— 
geßtlligkeil  sonst  durch  die  Missllllligkeit  der  Hinderung  des  Geschäftes 
leicht  überboten  wird. 

Ich  habe  hier  Beispiele  vorgeführt,  bei  denen  die  Entscheidung 
über  den  Vortheil  directer  Wohlgel^lligkeit  nach  einer  bestiiumlem 
Seite  leicht  und  einfach  ist,  weil  der  Vortheil  verhältnissinässig  gross» 
ist.  Das  ist  aber  nicht  überall  der  Fall.  Niemand  von  gesunder 
Emjilänglichkeit  wird  die  Asymmetrie  der  Symmetrie,  die  Tactlosigkeil 
dem  Tacte  bei  reinem  Vergleiche    ihrer   direclen  Wirkung  vorziehen, 


•)  Man  bemerkt  vielleiclil  hiege^en ,  dasü  ein  tortfiesetzter  leerer  Tactsct>lag  er- 
müdend lan^eilig  sei.  Das  isl  wahr,  aber  aucli  das  schönsle  Kunstwerk  langweill. 
wenn  man  es  forlgeselzl  betrachten  soll;  ein  regellos  den  Tact  wechselnder  bedeu- 
lungsleerer  Schlag  al>crwirdauf  die  Länge  mclU  blos  langweilig,  sondern  unausstehlich 
und  greift  die  Nerven  an.  Uag  man  also  den  Vet^loich  des  Tacles  mit  dem  regellos 
wechselnden  Geräusche  oder  Schlage  auf  kurze  oder  lange  Zeit  ansHelinen,  immer  wird 
der  erete  in  Vortheil  bleiben,  nnd  dieser  Vortheil  constatirl  werden  li:onuen,  ohne  dass 
man  ein  tactmässiges  Geschäft  mit  einem  tacüosen  vei^eichl. 
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wSLhrend  nichts  weniger  als  alle  bei  entsprechendem  Vergleiche  den 
goldnen  Schnitt  als  Dimensionsverhältniss  den  davon  abweichenden 
Verhältnissen  vorziehen ,  weil  sein  Vortheil  verhultnissmässig  minder 
gross  ist,  ungeachtet  er  einen  Vortheil  hat.  Aber  das  ändert  das 
Princip  möglichster  Isolirung  directer  Wirkung  bei  den  Versuchen 
nicht,  soll  überhaupt  über  die  directe  Wirkung  ins  Klare  gekommen 
werden,  sondern  lässt  um  so  mehr  auf  der  Isolirung  bestehen,  und 
führt  nur  mit,  dass,  während  es  bei  obigen  Beispielen  keiner  grossen 
Anzahl  von  Stimmen  bedarf,  um  die  Entscheidung  sicher  zu  stellen, 
sofern  Alle  sich  in  derselben  Richtung  und  Entschiedenheit  des  Vor- 
zug vereinigen,  man  hier  auf  wenige  Stimmen  nichts  Sichres  bauen 
kann,  weil  ohne  festgebotene  Mitbestimmungen  doch  zufällige 
Mitbestimmungen  von  Innen  und  Aussen  ins  Spiel  treten,  welche 
einen  geringen  Vortheil  der  WohlgefUlligkeit  an  sich  eben  so  leicht 
gegenwirkend  überbieten  als  gleichsinnig  wirkend  steigeni,  hiemit 
AsLS  Vorzugsurtheil  leicht  auch  auf  ein  an  sich  minder  wohlgePdlliges 
V^^rhältniss,  dem  aber  günstigere  zufällige  Mitbestimnmngen  zu  statten 
krommen,  fallen  lassen  können.  Also  hat  man  das  Urtheil  möglichst 
Vieler  zuzuziehen,  wobei  Folgendes  in  Rücksicht  konuiit. 

Je  grösser   allgemein  gesprochen   die  Wohlgefiilligkeit   eines  be- 
st, immten  Verhältnisses  an  sich  ist,  desto  schwerer  werden  es  gegen- 
rkende  ^ufUUige  Mitbestimmungen  finden,  die  Wirkung  dieser  Wohl- 
fälligkeit zu  überbieten,    desto  leichter  die  gleichsinnig  wirkenden, 
d^Äs  Uebergewicht    seiner    Wohlgefiilligkeit    über    andre    Verhältnisse 
f^^rlzuerhalten,  indem  sie  es  sogar  steigern;  also  werden  desto  mehr 
V^^rsonen  es  andern  vorziehen ;  die  meisten  aber  dasjenige  unter  allen 
vorziehen,  welches  unter  allen  das  an  sich  wohlgefälligste  ist.  *)    Wenn 
A\e  Wohlgefälligkeit  eines  bestimmten  Verhältnisses  an  sieh  sehr  über- 
^viegend  gegen  die  Wohlgefölligkeit  der  mit  ihm  concurrirenden  Ver- 


*)  Die  Wahrscheinlichkeit  nämhch ,  üass  zufällige  Einflüsse  in  gleichem 
Sinne  bis  zu  einem  gewissen  Werthe  zusammentreflen ,  wird  um  so  geringer,  je 
grosser  dieser  Werth  ist ;  und  hängt  nach  einem  gewissen  Gesetze  von  dessen  Grösse 
ab.  Also  haben  auch  die,  einem  Ueberschusse  directer  Wohlgefälligkeit  entgegen- 
wirkenden, zufälligen  Mitbestimmungen  um  so  weniger  Wahrscheinlichkeit,  bis  zu  der 
Grösse  zu  gelangen,  wodurch  sie  diesen  Ueberscliuss  über  ein  concurrireudes  Verhält- 
niss  com|>ensiren  oder  überbieten,  und  mithin  das  concurrirende  Yerhältniss  vorziehen 
lassen,  je  grösser  der  Wohlgefälligkeitsüberschuss  darüber  an  sich  ist. 
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haltnisso  ist,  so  werden  gegen wii-kcmic  zuÜlllif^e  .MilbeslimmiingCTf 
Ubt'rliaupl  nicht  verniOgpn.  dies»  Ucborgewiclil  zu  Uborwiiiüou,  üaim 
wird  da«  bolreffende  Verbültni!is  sogar  iiiiuior  und  voii  Allen  vi»r- 
gczof50H  WPi-den:  vvogej^oa.  wenn  sein  diitxitw  WolilgL-fUliigkeilsuber- 
gewicbt  vcrscbvviniiond  kloiii  odor  null  pfgun  die  concftrrirpnden  wlire, 
di(!  zufUlligen  MilbcstiiiumniRf'n  es  eben  so  leiciit  lioden,  das  Ueber- 
gewii-bl  na<'b  der  einon  als  andern  Seite  zu  lenken,  so  dass  das  be- 
ireffende VerliHllniss  eben  so  oR  andern  vorgeKOj^en  als  andoru  naeli- 
ßeseUt  wird.  Allgemein  also  wird  die  relative  Zalil  der  Bevorzugun- 
gen eines  Verhältnissen  mit  dem  Oracle  dei'  Wohlm-ßtlligkcil,  weleben 
dasselbe  aii^csehen  von  zunUligcn  AliUteslinniiiinuen  lial.  ^^aellKen  und 
abnohnieti. ') 

Hierauf  nun  gründet  sicli  unser  Ma.-ss.  gründen  sich  uosix^  Auf- 
gaben und  unsere  Melliodcn  wie  fulgl ; 

Direct  kann  man  den  Grad  der  WohlgeOllligkeit  oiler  .Misst^llig- 
keil,  iiiilei'  dem  ein  Verhllltniss  diesem  oder  jenem  nnler  diesen  «uU-r 
jenen  InistUnden  erscheint,  iiielit  »lesst^n;  dazu  glllte  es  t^iii  Ma-JS 
der  Kinzel-LusI  uml  Unlust  ■/.»  Italien,  was  wir  noch  niclil  l)atM<n: 
aber  man  kann  das  Mass  andershin  (danlrageu,  indem  man  die  Per- 
sonen /ilbll,  die  dem  einem  und  die  dem  andern  VerhUllnisse  bei 
gleich/eiliger  Vorlage  derselben  oder  tlberhaupl  gleicher  Mügliehkcil 
dei'  Wahl  den  Voiv-ag  geben,  und  dasjenige  Verhaltniss  für  das  wohl- 
gelillligsle  zunächst  t'Ur  die  Klasse  von  Personen ,  die  man  zu  den 
Versuchen  zugezogen  hat,  erklilil,  welches  die  rm-islcii  Vorzngsstiinmen 
1^1'  sich  vereinigt,  oder,  wenn  es  nicht  mit  vorliegt,  ein  solches,  um 
welches  sich  die  Vorzugsstimmen  am  dichtesten  schaaren"),  Über- 
haupt aber  den  Grad  der  relativen  Wohlger^lligkeit  eines  gegebenen 
Verhältnisses  für  eine  gegel>ene  Menschenklasse  nach  iler  relativen 
Zahl  der  sich  dafür  vereinigenden  Stimmen  dieser  Klasse  beurtheilt. 
Wiefern  ein  solches  Urtheil  allgemeinere  massgebende  Bedeutung  in 
Anspruch  nehmen  kann,  wird  weiterhin  erürlerl. 

Gegen  diess  Mass  der  WohlgePalligkeit  wird  sich  insofern  kein 
Einwand    aus    aprioristischem  Gesichtspnnclc   erheben  lassen,    als  es 

';  l}uss  liiebei  kiiine  Proportioniilitül  lOraUKgeseUl  »iril ,  isl  weilerltiii  l>e- 
sprociieii. 

"]  Von  der  Bestiriiniuiig  eines  solchtm  Vet'liüUnissL-s  wird  es  sich  weilerliiu  iiocl 
genauer  liunileln. 
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(Utrch  die  Definition  selbst  a  priori  festgestellt  ist.     Ich  nenne  nüm- 
licli  nicht  nur  etwas  nach  IMassgabe  wohlgeftllliger,  als  es  unter  ver- 
gle*ichbaren   Bedingungen    mehr   Vorzugsstimnien    für    sieh    vereinigt, 
so¥idem   stelle    auch    ausdrücklich    den  Begriff  grösserer   oder  ge- 
ringerer  WohlgelUlligkeit   darauf;    und    rechtfertige   diess    von    einer 
öite  dadurch,  dass  es  dem  natürlichen  Sprach-  und  Begriffsgebrauche 
irkiich  entspricht,   etwas   für  wohlgefälliger   zu   erklären,    was  die 
Eigenschaft  hat,    Mehreren  wohlzugefallen,  anderseits  durch  die  da- 
durch  gebotene  und   bisher  auf  keine   andere   Weise  zu   erzielende 
\f  Cjglichkeit,  den  Massbegriff  überhaupt  in  die  Aesthetik  einzuführen, 
endUch   durch   die   Vortheile   der   Einführung   dieses   Masses.      Denn 
Jedenfalls  ist  es  ein  fundamentales  und  für  die  Aesthetik  fundamental 
\^^ichtiges  Datum,    zu   wissen,   in   welcher   Relation   sich   die  bevor- 
2i.igenden  Stimmen   auf  jeden  Grössenwerth  eines  hinsichtlich   seiner 
W^  ohlgefälligkeit  zu   beurtheilenden    Verhältnisses   vertheilen,   und   so 
^li^nt  es  nur  der  Kürze,    statt   mit  vielen  Worten  beispielsweise   zu 
•s^mgen,   dass   ein  VerhUltniss   doppelt  so  viel    bevorzugende   Stimmen 
v<E^  reinige,  als  ein  anderes,  zu  sagen,  dass  es  doppelt  so  wohlgefällig 
ÖT^^^funden   werde.      Auch    lassen   sich   die   so   erhaltenen   Masszahlen 
^  ^  ^ht  minder    in   die   Rechnung   einführen   und  dadurch   verwerthen, 
^  B  SS  irgend  welche  andere  Masszahlen,  indess  sonst  Angaben  über  ein 
^^^  ^hr  oder  Weniger  der  Wohlgefälligkeit  ganz  unbestimmt  bleiben. 

Zwar  kann  man  aus  ailfi;emeinem  Gesichtspunete  bemerken,   dass,    wenn 
le  Person  von  zwei  Verhältnissen  das  eine,    eine  andere  Person   das  andere 
rziehl,  das  Uebei*gewiehl  des  Wohlgefallens,  d.  h.  der  Lust,  die  den  Vorzuj^    . 
i  Auffassung   des  einen  und  andern  VerhiUlnisses  bestimmt,    bei   der  einen 
^rson  grösser  sein  kann,  als  hei  der  andern,  und  sollte  es  hei  der  geringeren 
^^cÄhl  von  Personen,   welche   ein  VerhUltniss   vorzieht,    überall   grösser  sein, 
^^s  bei   der  grossem  Zahl,    welche  das  andere  vorzieht,    so  könnte   die  Lust 
•-^^r  Auffassung  des  ersten  Verhältnisses  Seitens   der  geringeren  Zahl   doch  im 
Vianzen  überwiegen.  *)    Aber  abgesehen,  dass  wir  l)ei  Zuziehung  einer  grossen 


^}  Diese  Betrachtung  führt  darauf,  Lustquantn  überhaupt  zu  vergleichen,  in- 
dess es  der  gewöhnlichen  Betrachtung  Schwierigkeiten  machen  mag,  solche  nur  zu  sta- 
stuiren,  oder  einen  Begriü*  damit  zu  verbinden.  Wir  umgehen  nun  diese  Schwierig- 
keit mit  un.serm  Masse,  doch  mag  beiläufig  mit  einigen  Worten  gezeigt  werden ,  dass 
eine  principiellc  Schwierigkeit  in  dieser  Hinsicht  eigentlich  nicht  besteht.  Da  sich  von 
grösserer  und  kleinerer  Lust  sprechen  lüsst ,  so  muss  sich  auch  von  gleicher  Lust 
sprechen  lassen ;    und  wenn  nun  \  0  Menschen  gleiche  Lust  an  Etwas  haben ,    so    ist 
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Ziihl  von  Individuen  jpii«  nlilii-cfillu  fwr  nicht  voraussetzen  dürfen,  I]I«3>t  schon 
die  Zahl  der  Ek^vorzugungen  rücksichtslos  auf  die  InlensiUtl  doK  dabei  zur 
fieliung  kommenden  Gefühles  der  einzelnen  Subjecte,  ein  Element,  w»s  niessentl 
in  Betracht  gezogen  zu  werden  venlienl.  So  kann  man  die  Zahl  der  liegen 
in  einem  gegebenen  Monat  des  Jahres  ohne  RUeksichl  uuf  die  Reich bulligkeil 
des  Regens  messen,  und  hat  daran  selion  ein  nützliches  nieleorolt^iselies  Datum. 
Bei  alledem  dürfte  es  nützlich  sein,  unser  Mass  der  Wohlgefälligkeil  als 
Mass  der  extensiven  Wohlgef.llligkeit  o«ler  extensives  Mas»  der 
Wohlgeßilligkeil  von  einem  erst  nodi  zu  findenden  Hasse  der  intensiven 
Wohlgeralligkeit  oder  intensi  ven  Mnsse  der  Wohlge^llligkeit  zu  unti-r- 
scheiden,  welches  diri-el  auf  ilen  (.irad  der  l.ust  (oder  auf  Unterschiede  itn 
Grade  der  l.ust;  geht,  die  durch  eine  gegebene  Ursache  bei  den  Einzelnen 
oder  im  Durchschnitt  der  Einzelnen  erweckt  wird,  ein  Mass,  welches  nach 
den  S.  ^^i  geführten  Betrachtungen  als  in  Abhängigkeit  von  der  Ziihi  der  Be- 
vorzugungen, hieinit  vom  eMensiven  Masse  der  WohlgeOllligkeil  anzusehen, 
aber  ihm  dessbalb  doch  nicht  proportional  zu  setzen  ist. '      Man  kann  hoffen, 

Mll)slversi;indlicb  das  Quantum  oder  die  SummcilioNorLuNt  zehnmal  «ogroKK,  nIsdieLusi 
Jodes  Üinz  ei  neu  vondeuZeh».  Nim  ist  allcrdin^  die  iturch  dieselbe  Urwitlie  em^slet.iwt 
von  lüMeu^Uen  im  Allgemein eu  ungleich  zwischen  ihnen  verllioill.  NehtnMi  wir  Abur 
SOO  Menschen  und  versetzen  sie  unter  gleiche  YerhHIInis.'U-  zu  cmer  beslimnilttn  Ur- 
«nche  iler  Lust  als  100  iiiidere  Menücheii  dieser  Klasse  ;  so  kflnncn  wir  vantiisttelteii, 
dwu  sich  die  K in xelverKehiedenh eilen  der  l.ust  beiderselljt  im  Unnzen  merklltrb  ait»^  i 
(;leicheu.  und  wieder  sagen,  dass  abKesehenvon  einem  kleinen  nnoh  iibrlK  bleibend«!  j 
zunilligen  UnlerHchiede  (woran  die  evaelesten  Bestimmungen  auch  sonst  Iflhoriren);' 
diN  Lusti|uantum,  waü  in  den  100  Menschen  durch  die  tielrelTende  UrNiche  emn^rt' 
wird.  imOanzen  doppelt  MO  gros.«  sei,  als  was  in  den  lOOeraecktwIrd.  «obelnocf)  Kar 
kein  besliiioiiles  Ma>i.s  deriiuliiiduellcril.ust  voransgeselzl  wird,  sondern  nurdie  AuN^lei' 
chung  zur^illigpr  Verschiedenheilen  durch  die  Zahl  derselben.  Erkennt  man  dazu  an, 
dass  es  ein  Mass  der  Einzellust  gicbl,  wenn  auch  bis  jel/l  noch  niclil  t;e(unden  ist, 
nachdem  es  sich  doch  Tür  andere  Pülle  der  Emplindung  tuil  finden  lassen  .  so  k&nu 
inuii  auch  sagen,  dnss  das  Luslquanlum  ton  10  oder  100  Meuscben ,  wie  verschieden 
und  durch  wie  verstliiedene  Ursachen  erweckt  die  Lust  bei  den  Einzelnen  sei,  lO-cnal 
oder  1 00-nial  so  gross  sei ,  als  die  Lust  der  Einzelnen  im  Mitlei ,  nur  das«  nuin  ,  um 
den  Begritr  einer  mittlei-en  Lust  zuzugestehen  ,  auch  den  BegrilT  des  Einzehnasses  der 
Lust  zuzugestehen  hat.  Jedenfalls  sieht  man,  dass  mit  Rücksicht  auf  die  Verbreitungv- 
RihigkAl  der  Lust  durch  eine  Hehrheil  von  Individuen  dieselbe  nicht  schlechthin  wider- 
spenstig gegen  den  QuantilHtsbegrifT  ist. 

*)  Diess  steht  nicht  in  Widerspruch  mit  der  in  voriger  Anmerkung  aufgeslelllcn 
Ansicht,  dass,  wenn  respeclive  100  und  300  Menschen  derselben  Klasse  der- 
selben Ursache  der  Lusl  gegen übergesle II t  werden,  das  beiderseils  erweckte  Lust- 
(|uaiduin  der  Zahl  der  Individuen  proportional  gesetzt  werden  könne ,  da  es  .«ich  viel- 
uiehr  hier  darimi  handelt,  ob  die,  durch  verschiedene  Ursachen  (verschiedene 
VerliUitnissgrüssen)  erweckte  Luid  .  welche  den  Vorzug  der  einen  vor  der  andern  Vt~ 
sache,    abgesehen  von  zurüiligen  Milbedirigungen .    besliiuml ,    der  Zahl   der  Bevor- 
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dass  es   noch   gelingen  wiixl,    nach  jener   Abhängigkeit  das   intensive   Durch- 

schnittsmass  selbst  aus  dein  extensiven  Masse  abzuleiten,  und  ich  glaube  den 

Weg  da*u  durch  die  Betrachtung  S.  43  mit  Rücksicht  auf  die  Wahrscheinlich- 

Weitsgesetze  des  Zufalls  vorgezeichnet  zu  sehen;    behalte   mir  aber   erst   noch 

e^ine  bestimmtere  Untersuchung  und  Erklärung  darüber  vor.     Hier  bleiben  wir 

Jedenfalls   bei   dem   extensiven  Masse   stehen,  welches  seine  klare,    gesicherte 

mjnd  berechtigte  Bedeutung  hat,    indess  der  Be^ritf  und  die  Bestimmungsweise 

cJes  intensiven  Masses  bis  jetzt  noch   als  problematisck  gelten  können.     Sollte 

seh  das  intensive  Mass  finden  lassen,    so  würde  es  eine  viel   tiefer  greifende 

theoretische  Wichtigkeit  für   die  Psychophysik  als    das  extensive  Mass  haben, 

Äiiieses   aber  stets    den   Vortheil  praktischer  Anwendbarkeit    vor  ihm   voraus- 

S>ehalteD   und  auch  als  Basis   für  Ableitung  des  intensiven  Masses    immer  zu 

^^hätzen  sein. 

Mit  voriger  Bestimmung   unseres   Massbegrilles  stehen   die  Auf- 

^T^ben,  die  wir  uns  hier  stellen  können,  in  Beziehung.     Erstens  wird 

^u    untersuchen  sein,  oh  unter  den  Werllien  eines  der  Variation  un- 

t  einliegenden    Form  Verhältnisses,    al)ges(»hen    von    festen    ilsthetischen 

AI  i  trbeslimmungen,  überhaupt  einer  ein  (nicht  blos  von  unausgeglichenen 

Z  1.1  Eiligkeiten   abhUngiges")   IJeberge wicht   der  Vorzugszahl,    hiemil  ein 

'-^e^lerge wicht    der    WohlgeRUligkeit    vor    den    davon    abweichenden 

^^""c^rthen  hat,  und  welcher  es  ist;    —    zweitens  die  Abnahme  der 

^^'"c:)hlgefUlligkeit  nach  der  Abnahme  der  Vorzugszahlen  bei  gegebenen 

weichungen  von  dem   wohlgeßilligslen  \Vei1he   zu    bestinnnen  und 

o  möglich    das   Gesetz    der   Abnahme    zu   finden;    —    drittens, 

*^^sser  dem  wohlgefälligsten  Werthe,    welcher  das  Hauptinteresse  in 

^^risprucli  nimmt,  noch  einige  andere,  für  die  Beurtheilung  der  VVohl- 

S^^tillligkeilsverhältnisse    massgebende    Hauplwertiie ,    wovon    spiller, 

^«Äiinnt  den  Beziehungen  dazwischen   aus   den  Masszahlen  abzuleiten; 

^^  i  ertens,  den  Sicherheitsgrad  der  Resultate  zu  bestimmen.     Ausser 

^^fi^uiigeii  proportionjil  gelten  könne,  was  nicht  voruuszusetxoir  ist.  Man  kann  sich 
"^^oh  dicss  am  Regen  erläutern.  Aus  langjährigen  Beobachlungeii  lässt  sich  linden, 
^^""■t?  oft  jeder  Re^en  \on  bestimmter  Wassennonge  in  Verhällniss  zum  andern  an  eiiuMu 
^^l^ebenen  Beobaehtungsorte  vorkommt.  Aber  weder  die  WassermenKcn  jedes  i*in- 
^^Inen  Regens  selbst  sind  den  Zahlen  ihres  Vorkommens ,  noch  die  Unterschiede  der 
^^"sissermengen  jedes  einzelnen  Regens  den  Unterschieden  der  Zahlen  ihres  Vorkommens 
^■"oportional.  Ein  Regen  von  einer  bestimmten  Wassermenge  konmit  voraussichtlich 
^**tjfiger  als  jeder  andere  vor,  oder  ist  der,  um  welchen  sich  die  Regen  von  bestimmter 
"^^^nge  am  dichtesten  zusanunend rängen ,  und  nach  Massgabe  als  die  Wassermengen 
^""iisser  oder  kleiner  werden ,  nimmt  die  Zahl  des  Vorkonmicns  ab,  aber  in  viel  stär- 
^^re»i  Verhältnisse  als  die  Wass«»rmenge  seihst  zu-  oder  abninmit. 
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ilicM'ii  Aufgaben,  dip  irh  liiir/  als  olijcclivo  /usammenfassf-,  kann 
iniiti  siL:h  nUt^li  einig«  iiuU'ii  zn  beK|)rerlii'iuie,  von  mir  so  genannte 
sulijoplivi!  Aufgaben  stellen. 

Znr  Uwuii}!  ilieser  «»mnUlirhen  Antraben  steUeu  uns  min  drei 
Methmienzn  Gebote,  die  ieli  Vui-z  als  Meltiode  der  Wahl,  Methode 
der  Herstellunt?  iinil  Methode  der  Verwendung  iinlerscheide, 
iiiid  zunlkbsl  riiii-!i  ihrem  Hau|)lf^esi(hl.s|ninrte  wie  folgt  charakterisire, 

.Methoile  der  Wahl.  Mau  legt  die,  hinsichtlieli  ihier  relaliven 
\Vitbl(<efalligkett  m  verjjleichtmde»,  Verhältnisse  in  mfiftiiehiit  einfactien 
Sehematen'*)  \ielen  (*prs(ineii  vor,  iSsst  sie,  wonn  es  sich  «oi  lü- 
lecte  Wohlgelliltigkeit  handelt,  mit  ansdrflcklieher  Krinnerung  an  keine 
l»eslinniile  Verwendung  zu  denken,  das  Verhttltniss,  was  ihnen  naeh 
seiner  eigom^n  llesuhallenheit  am  wohJgefölligstcn  und  was  am  miss- 
fölligitten  erseiieint,  bezeichnen,  und  tiflgt  jeiles  Vorzugsurtheil  so  wie 
Vei-werfungsurlheil  in  eine,  mit  dem  betrelfendeii  Verhillliiisse  Uber- 
KchrieLene,  Colunine,  einer  besotidern  Vorzugs-  und  einer  boiuudeni 
Verwerfnngstabelle  ein,  un<i  zwar  niil  1,  wenn  der  Voizng  odor  die 
Verwerfung  sieb  für  ein  U'stimmtes  VerliHltniss  eniseheidet,  bingi'^tea 
mit  Vi  oder  '/:n  vvenn  zwiwihen  2  (idet-  3  Verhältnissen  gesebwankX 
wird,  »m  endlich  die  Zahlen  jeder  Colunnie  der  Vorzugs-  wie  Ver- 
werfungslabelle  iR'sonders  zusaninienzuzühleti  und  zu  \ergleii;hen,  wo- 
bei die  weniger  wichtigen  (aueli  oll  mhi  mir  iii<'hl  zugezogenen)  Ver- 
werfungen rlheile  in  Nofftru  iloeh  eine  Art  (lonlrolu  biet«!n  können, 
jds  die  am  seltensten  ^ol'gezogellen  Verliitllnisse  zngleieli  die  am  hUu- 
figslen  vei'worfenen  sein  müssen,  wenn  die  Methode  in  sich  stinimen 
soll. 

Methode  der  Herstellung.  Man  veranksst  viele  Personen, 
statt  unter  mehreren  vorgegebenen  Verhüll nissen  das  wohlgefttlligste 
zu  wühlen,  vielmehr  dasselbe  in  einfachst  mfiglichen  Schenutlen 
selbst  herzustellen**),  wonach  man  untersucht,  bei  welchem  Ver- 


*)  Also  z.  B.,  wenn  es  sicti  um  Dtmcnsionsveriiültnisse  bandelt,  in  einbchen 
Rechleclien  aus  Carlen. 

"]  So  taiKc  icti,  bei  Versuchen  mit  Kreozen  nach  dieser  Methode,  auf  einem  fest 
aiifliegenden  oder  fest  anrgelcleblen  Lüngsbalkeu  aus  weissem  oder  schwarzem  Carton 
einen  tosen  Querbalken  so  tange  vorschieben,  bis  er  die  wohlgemiigsie  HShenstelttii^ 
zu  haben  scheint ;  insofern  sich  aber  diese  nach  dem  LSngenveriiHltntsse  der  Balken 
ändert,  variirc  icli  diess  Verhiiltniss  so  wie  das  der  Breite  der  Balisen  in  verschiedanea 
Yersudisserien.    Icli  lasse  über  senkrechten  Strichen  von  verschiedener  Länge  Puncle 
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hältQisse  die  meisten  Versuchssuhjocte  zusammentreffen  oder  um  wel- 
ches sich  die  einzelnen  am  dichtesten  schaaren;  die  geringeren  ürade 
der  Wohigefölligkeit  aber  nach  der  geringeren  Zahl  derer,  die  bei 
einem  gegebenen  Verhaltnisse  stehen  bleiben,  misst. 

Methode  der   Verwendung.      Man   misst   die  Dimensionen 
oder  Abtheilungen  der  einfachsten,  im  Gebrauche,   Verkehr,  Han- 
del und  Wandel,  kurz  will  ich  sagen,  im  Lelx;n,  vorkommenden  Ge- 
g^enstdnde,    bei    welchen    die   Form    vielmehr    direct    durch    Rück- 
sjcbteo  der   WohlgePdlligkeit  (vorausgesetzt,   dass   es   sich   um   reine 
direete  WohlgeCälligkeit  handelt)  als  des  Zwecks,  der  Bedeutung  oder 
des  Anpassens  an  andere  Formen   bestimmt   ist,   und  welche  keine 
WUlkühr  in  der  Anlegungsweise  des  Masses  zulassen"^),  wonach  man 
Nvieder  das  relative  Mass  dei*  \Vohlgel\illigkeit  durch  die  relative  Uüu- 
Cgkeit    des    Vorkommens   dieses   oder  jenes    Formverhältnisses    be- 
stimmt hält. 

Jede  der  zwei  ersten  Metlioden  kann  mit  der  dritten  gewisser- 
oiassen  verbunden  werden,  insofern  man,  anstatt  der  Wahl  oder  Her- 
Stellung  abstracter  Formen  ohne  Rücksicht  auf  Anwendung  ausdrück- 
lich die  Wahl  oder  Herstellung  mit  dem  Gedanken  concreter  Anwen- 
dung  vornehmen  lüsst,  wonach  ich  abstracte  und  concreto  xMelhode 
der.  Wahl  und  Herstellung  oder  auch  reine  Methode  und  Methode  mit 
V  erwenduDg  unterscheide. 

So  viel   als  möglich   wird   man    diese   verschiedenen   Methoden 
sich   durch  einandier    ergänzen   und   wechselseits   controliren   lassen. 


^^  ilor  wohlgcrälligsteu  Hohe  anbringen ,  wobei  der  Gedanke  an  ein  J  freigestellt  ist^ 
^-    s.  w. 

*•   So  habe  ich  n.  a.  Glückwünschungskarlen  und  ähnliche  Karlen,  deren  Di- 

n^<?^nsionsverliHltnisse  nur  durch  direete  Wohlgenütigkeitsrücksicht  ohne  angebbare  asso- 

t*ia\ue  und  combinatorische  Mitbedingungen  bestimmt  scheinen,  in  einer  Mehrzahl  v1)n 

luxuspapierfabriken  und  Papierliandlungen,  so  wie  Schmuckkreuze  bei  verschiedenen 

ittwelieren    in  grösserer  Zahl  gemessen.      Bei  Visitenkarten,  die  ich  u.  a.  auch  in 

Ijntersuchung  genommen,  findet  schon  eine  angebbare  combinatorische  Mitbestiinniung 

durch  die  Streckung  des  Namens  statt.     Briefcouverts  wechsehi  in  den  Dimensions- 

verbältnissen  sehr  nach  der  Mode,  indem  sie  dabei  wie  manche  andere  Formen  um  das 

Dach  der  Gesammtheit  aller  Versuche  an  sich  wohlgefälligste  Verhältniss  schwanken. 

Die  Schmuckkreuze  unterscheiden  sich,  trotz  ihres  Ursprungs  aus  dem  Crucitixe,  doch 

wesentlich  von  diesem,  indem  der  Zweck,  der  die  Form  des  Crucifixcs  bestimmt ,  bei 

dem  Schmuckkreuz  gegen  die  Rücksicht  dirccter  Formwohlgefalligkeit   zurücktritt. 

Weiteres  und  Genaueres  über  diese  und  andere  Beispiele  s.  später  bei  den  Versuchen. 

42^ 
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Jede   bedarf  raannichfaeher  Vorsichten,  Rücksichten  und  R'echnungs-     - 
hülfen,  wovon  wir  aber  erst  in  folgenden  Abschnitten  sprechen,  ui 
zuvor  noch   verschiedene   allgemeine   Gesichtspuncte   theils   in   Bezuj 
auf  die  Methoden  selbst,  theils  die  denselben  zu  stellenden  Aufgabe] 
zu  besprechen. 

Bei  jeder  dieser    Methoden    erhält   man,   wenn   sie    in   einigc&--i 
Vollstlindigkeit  ausgeführt  wini,  eine  Reihe  durch  Wahl,   Herslellui 
oder  Verwendung  vor  den  übrigen  bevorzugter  Dim^nsions-  oder  AI 
theilungs- Verhältnisse,  die  ich  allgemein  mit  t;,  die  Zahl  der   darai 
fallenden  Bevorzugungen   aber   mit   z  bezeichne.      Die   Bestiiiimthei 
wie  viel   Bevorzugungen  jedes  v  erfahren   hat ,   welches    %  ihm   aK 
zukommt,  nenne  ich  die  V  ertheilung  der  Werthe  v  nach  Mass  ui 
Zahl  oder  kurz  Vertheilung  schlechthin,  und  eine  Tabelle,  welche 
Werthe  v  nach  ihrer  Grösse   geordnet    mit   dem   darauf  fallendea       iz 
enthält,  die  Vertheilungstabelle  der  v. 

Aus  gewissem    Gesichtspuncte    ordnet   sich    die   Sammlung  d^M* 
Werthe  v  mit  zugehörigen  z,  welche   eine    bestimmte    VersuchsreiTi  ^^ 
liefert,  dem   Begriffe  eines    in    seinen    Einzelexemplaren   dem    Mass^^^ 
nach  zufällig  variirenden   Collectivgegenstandes   unter,    wovon    Natu^     ^ 
und    Kunst    unzählige    Beispiele    liefern*^),    über    deren  Vertheilungs^^'^ 

gesetze  nach  Mass  und  Zahl  der  Einzelwerthe  ich  anderwärts  zu  ver '^' 

öffentlichende  Untersuchungen  angestellt  und  die  Uebertragbarkeit  der"'^  ^^ 

dafür  geltenden  Bestimmungen  auf  unser  Untei*suchungsgebiet,  insbe '^^ 

sondere  nach  Resultaten  der  zweiten  und  dritten  Methode,  theils^'" 
schon  geprüft  habe,  theils  noch  Data  dazu  sammle.  Hierauf  wirdfc^^ 
öfters   im  Folgenden  Bezug  genommen  werden. 

Wenn  schon  wir  bei  Darlegung  unserer  Methoden  nur  derer^  ^^o 
Anwendbarkeit  auf  die  Prüfung  der  reinen  Formwohlgetlilligkeit^  Äit, 
oder  von  uns  so  genannten  direclen  Wohlgefälligkeit  einfachster  Ver»  -^r- 
hällnisse,  also  abgesehen  von  associativen    und  combinatorischen  Mil^  Ä- 


*)  Es  variiren  z.  B.  Meiisclien  von  get^ebenein  Geschlechl,  Aller,  Race  —  eben  so 

mittlere  Jahresleiiiperaturen  oder  Regeniiieiigen  an  einem  gegebenen  Orte  —  eben  so  <  a"  He 
Dimensionen  \on  Visitenkarten  oder  (jalleriegemälden  —  nach  ihrer  Grosse,  und  jecÄe/* 
Grösse  kommt  ein  bestimmtes  z  zu.    Insofern  aber  diese  Variationen  \on  Zurailigkei'Y^^ 
abhängen,  unterliegen  sie  auch  den  allgemeinen  Walirscheinlichkeitsgesetzen  eines  sici^ 
häufenden  Zufalls  nicht  minder  als  die  Variationen  unserer  v  in  Betracht  des  Einflüsse» 
zufälliger  Mitbestinmiungen. 
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bestimmungen  ins  Auge  geiasst  haben,  da  unsere  Hauptaufgabe  hier 
ausdrücklich  auf  diese  Prüfung  gerichtet  ist,  geht  doch  die  Anwend- 
l^arkeit  dieser  Methoden  viel  weiter,  sofern  sie  eben  so  zur  Prüfung 
der  Wohlgefälligkeit  von  FormverhHltnissen  jeder  Art  unter  irgend 
'^?velchen  Mitbedingungen  in  irgend  welchen  Verwendungen,  hiemit 
ur  Weiterführung  dieser  Untersuchungen  dienen  können ;  indem  man 
änilich  methodisch  vom  Einfachem  zum  Zusammengesetztem  fort- 
chreitend,  die  associativen  und  combinatorischen  Mitbedingungen 
ach  verschiedenen  Richtungen  variirt.  Ja  die  erste  Methode  kann 
^elbst  zur  Bestimmung  des  Wohlgefälligkeitsvorzuges  zwischen  Kunst- 
werken jeder  Art,  welche  aus  irgend  einem  Gesichtspuncte  ver- 
leichbar  sind,  Anwendung  ßnden,  nur  dass  keine  elementaren  ße- 
timmungen  und  Gesetze  daraus  zu  schöpfen  sind.  Es  dürfte  aber 
ft  nützlich  sein,  dem  vielfach  geführten  Streit,  welches  von  zwei 
unstwerken  das  schönere  sei,  durch  die  statistische  Aussage  der 
ersten  Methode,  welches  in  massgebenden  Kreisen  mehr  Vorzugs- 
stimmen erhalte,  ein  sichreres  Fundament  als  das  mehr  oder  weniger 
subjective  einzelner  Kennerslimmen  zu  geben.*) 


*)   Eine  interessante  Gelegenheit ,  von  dieser  Methode  im  Kunstgebiete  Gebrauch 
zu  machen,   böte  sich  u.  a.  bezüglich  des  berühmten  Streites  über  den  Vorzug  zwi- 
schen dem  Dresdner  und  dem  Darmstädter  Exemplare  der  Holbeinschen  Madonna  dar, 
'^W'e4cher  bis  zum  Eintritte  der  jetzigen,  dem  Interesse  an  solchem  Streite  keinen  Raum 
mehr  lassenden ,  Kriegszeiten  im  lebhaftesten  Gange  war ,    und  nach  Beendigung  der- 
selben ,   insbesondere  durch  die  noch  zu  erwartende  Zusammenstellung  beider  Exem- 
plare in  Dresden,  unstreitig  wieder  neu  angefacht  werden  wird,  ohne  eines  Endes  ge- 
wärtig zu  sein.    Dazu  musste  man  bei  der  Ötrentlichen  Ausstellung  beider  Exemplare 
^ne  Abstimmungsliste  über  den  Vorzug  des  einen  oder  andern  Exemplares  auslegen, 
aus  welcher  nach  Abschluss  derselben  die  Stimmen  der  Kunstkenner  und  Kunstlaien 
[so  weit  sie  wenn  auch  nur  obenhin  treimbar  sind),  der  Männer  und  Frauen,  der  Per- 
sonen von  verschiedener  Nationalität  (wobei  eine  etwaige  sachsische  Parteilichkeit  ihren 
Massstab  linden  würde)  und  so  beliebig  weiter  zu  sortiren ,  und  die  von  jeder  Kate- 
gorie gelieferten  Vorzugsurtheile  für  das  eine  und  andre  Exemplar  theils  besonders 
zosammenzuzählen ,    theils   (zum   Massstab    für    das   Durchschnittsurtheil    des    ge- 
sammten    kunstliebenden  Publicum)    zur    Totalsumme  zu  vereinigen  wären.     Das 
Hauptinteresse  würde  dabei  immer  die  Frage  haben ,  welches  von  beiden  Exemplaren 
Alles  in  Allem  genommen  oder  Eins  ins  Andre  gerechnet  den  Vorzug  Seitens  dieser 
und  jener  Kategorie  so  wie  von  der  Gesammtheit  erhielte,  und  in  welchem  VerhältnLss 
die  entgegengesetzten  Yorzugsstimmen  gegen  einander  aufträten.     Doch  könnten  auch 
besondere  Fragen  über  Specialpuncte,  die  einem  Specialstreit  unterliegen,  als  nament- 
Jicb  bei  unserm  Beispiel  über  die  Auffassung  der  Madonna,  die  Proportionen  in  der  An- 
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Acht  zu  lassen,   ilass  iiiun  tlhera  •' 
orßllirt,  wie  sich  die   rdalivt'  Wohf— 
Wfisse   von    Mensclicn  slelll,    ans   der  niH«^ 
intnommen  hnt ,  und  nalürÜRh    ist   weder  rt-* 
_^*  :«  iTwarItu,  das»  Kindern  oder  rolicn  Nejijem  das — 
^»•feipHcn  gelitldoten  Kiiro|iüern ,  ja  nicht  einmal,  das^ 
v<-4uu<llirh    dasselbe .    was    Miinnern    am    besten   gelallt. 
>.  »imIhI  iiirhl    nur  uiehlä,  die    l'nterscliicde,    die    in  diei^r 
t«K«-lw>n  versrhiwlenen  Klassen  von    Menschen    nach    Aller;] 
Stand,  BildtingHsliife,  Klima,  Zeitalter  bestehen,  zb 
p-«,  mdem  man  die  Versiichssubjectc  danach  Honderl,    sondern 
diess  selbst    als   eine   wesentliche    Atifgalie    der    expcrimen- 
^Ht-  Aitt^helik  gelten. 

Nitllirlich  aber  wiicl  man,  wenn  nach  eiiieiii  VerhlSllnisse  gefragt 
ttint.  welches  (iebildete   mehr  als  jed^^>^   anden-    befriedigt    —  und 
mir  ein  solches  wird  Anspruch    maclien    kiinnen,    als  Normal  verhall-*  i] 
ntss  XU   gelten,   —  auch  Gebildete  zum    ürtheil   ?:u/u2ieheii   IiabcD«  | 
Ulli),  insofern  eine  Sj)ecialbltdung  oder  Uebung  für  die  Auffassung  darj 
flsllielischen  Wci-tlies  eines  Verhältnisses  oder  Werkes  erfoilert  wtnf,! 
Milche  Personen  xnzH):iehen  haben,  wt^lche  lÜese  Speciulbildiing  oder  ' 
tVImng  besitzen,  um  Urtlicilo  und    damit  Kcsullute  nach  unsem  Me- 
thoden zu  erhallen,  welche  einen  Werth  haben,  der  dem  entsprechend  ^ 
isl,  den  man  dem  Besitze  solcher  HildunL;  und  Uebung  selbst  beilegt. 

Gilt  CS  namentlich  die  Bcurtheilung  von  Kunstwerken,  so  wird 
auch  eine  gewisse  Kunstbildung  vorausgesetzt,  um  Überhaupt  fUr  die 
liniplindung  des  Werthes  gewisser  Seiten  dieser  Werke  empfänglich 


ontming  des  Ganzen,  das  Colorit  u.  s.  w.  gcstelll  worden.  So  erhielte  man  einen  ver- 
ßlrirlicndcn  Massstab  der  wirklichen  H.alholischen  LeisUinK  beider  rnpitjitcn  Bilder 
für  verschiedene  He nschenk lassen  nach  versphicdenen  Bezie Illingen  aus  verschiedenen 
Gesichtspuncten  stnU  der  oft  so  einseitigen ,  t^fangenen  und  absprechenden  Kinzelur- 
thcilc  mit  einander  hadernder  Kenner,  deren  Rcsiillal  der  einfache  Widerspruch  gegen 
einander  isl.  Auch  könnte  unstreitig  durcti  Aufnatime  des  Hane.s  und  Gesichlspunctes 
der  Abstimmung  in  da.s  Programm  der  Ausslellung  das  atigemeine  tnteresse  fii^  dic- 
snihe  und  die  Freqneiiü  ihres  Besuctie»  nur  gesteigert  werden.  Nun  zweifle  ich  zwar, 
dass  dieser  Vorschlag  in  Bücksiclit  Uusserer  Bedenklichkeiten  Erfolg  haben  wird  ;  doch 
konnte  er  liier  dienen,  die  Tragweile  unsrer  Methode  mit  Beziehung  auf  das  im  Te\l 
l'olgende  zu  erläutern. 


/:\ 
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ZU  sein  *),  und  wer  ohne  diese  Bildung  darüber  urtheill,  kann  durch 
die  einseitige  Berücksichtigung  von  ästhetischen  Vortheilen  und  Ncich- 
(heilen,  dei^n  Auflassung  keiner  besonderen  Vorbildung  bedarf,  zu  Ur- 
lheilen geführt  werden,  die  vor  einer  höheren  Abwftgung  nicht  Stich 
halten.     Selbst  für  die  Auffassung  des  ästhetischen  Werthes  so  ein- 
facher Verhältnisse,  als  um  die  es  sich  hier  handelt,  wird  die  ästhe- 
tische Empt^anglichkeit  und  üebung  nicht  ganz  gleichgültig  sein,  aber 
jedenfalls  wird  keine  speci fische  Bildung  dazu  vorausgesetzt,  und 
wenn  man  sich  dabei  an  die   allgemeine  Klasse  der  sog.  Gebildeten 
halt,  wird  man  Resultate  erhalten,  die  dadurch,  dass  sie  den  wirk- 
lichen ästhetischen  Werth  gegebener  Verhältnisse  für   diese   Klasse 
herausstellen,  auch  Werth  für  diese  Klasse  halx^n. 

Darin  aber  liegt  ein  grosser  Vortheil   für   die  hier  geführte  Un- 
tersuchung, dass  wir  keine  ängstliche  Auswahl  der  Versuchssubjecte 
dabei  zu  treffen  haben.     Innner  zwar  wird  es  von  Vortheil  sein,  zu 
den  Versuchen  vorzugsweis   sogenannte   geschmackvolle  Person(»n  zu- 
zuziehen, d.  i.  welche   eine  Abweichung  von  dem  Verhältnisse,   das 
sich  schliesslich  aus  der  Gesammtheit  der  Urtheile    als   das   wohlge- 
nilligste  herausstellt  und   das  Normalverhältniss   heissen   kann,    leicht 
und   fein    in   einer   Verminderung   des   Wohlgefallens  em|)tinden   und 
befUhigt  sind,  feine  ästhetische  Unterschiede  überhaupt  leicht  aufzu- 
fahren, indem  dann  das  Schwanken  der  Urtheile  geringer  wird,  und 
Kisin  mit  einer  geringern  Zahl    von  Subjecten    ein    verhältnissmässig 
siohres  Resultat  erzielt.    Da  aber  eine  feste  Gränze  zwischen  mehr  und 
^v^niger  geschmackvollen  Personen  nicht  zu   ziehen   und  das  Urtheil 
ü^t^er  den  Geschmack  Andrer  selbst  mit  vom  eignen  Geschmacke  ab- 
t^Angt,  also  objectiv  unsicher  bleibt,   so  kommt  uns  die  Betrachtung 
i^   Statten,  dass  der  minder  gute  Geschmack  eben  sowohl  nach  der 
einen  als  andern  Seite  von  dem  Verhältnisse,   was  der  bessere  Ge- 
schmack vorzieht,  abweicht,   so   dass   man  je   nach  dem  mehr  oder 
tninder  guten   Geschma(;k  der  Versuchssubjecte  zwar   das  Mass    der 
Schwankungsgrösse,   wovon   später,  aber  nicht  den  Werth,    um  den 
ejj  schwankt,  verschieden  zu  finden  erwarten  darf. 


*)  Für  die  Vorzüge  der  Concoption  eines  Kunstwerkes  sind  Kunst-Laien  oft  viel 
empfänglicher  als  Kunstkenner,  indess  die  Beurtheilung  der  Correctheit,  des  Stils,  der 
maierischen  DurchfüYirung  den  Kenner  verlangt.  Der  vollkommene  Kenner  freilich, 
wie  er  aber  selten  zu  tinden,  wird  allen  Seiten  des  Kunstwerks  gleich  gerecht. 


Wir  haben  das   aslhclisrhe    Mass   bis  jel/.l    iib('rluiii|)l    bl()s   aus    ' 
.  objertiveiii  Kcsichtspum-U'  tielrachlet.  aber  das  Voripe  fllhrl   iinK  dar- 
aiil',  ihm  aiicli  i-iim  siibjuflive  Bedeutung  in  sofern  Iwizulegen,  als  es    ■ 
Anhalt  zur  quantitativen  Verglcichun^'  des  Gesthiuaekes  verschiedener 
Siibjwtc  selbst  fj;iebt. 

Wir  sprechen  Uberlüiupl  von  einem  verschiedenen  Gescliniaet, 
siifeni  Verschiedenen  Verschiedenes  ijefttilt  und  inissfällt  oder  aurh 
nur  in  \ers('liiedeneiu  (ii'a4ie  geßtlll  und  missföllt.  Helrarhl(>n  wir  nun 
in  Hezug  auf  die  cinfaelisU^n  Verhältnisse  den  Geschmack  als  den 
Normalgesehniaek^  welcher  dus  Nomiulverhilllniss  voi-zieht,  alHo  mit 
der  Ul>er\vief<enden  Zahl  der  Stinunen  Gebildeler  UbercinsUninilt  i 
SU  werdeu  wir  den  minder  guten  oder  richtigen  Geschmark  in  die-  | 
ser  Beziehung  nach  der  grösseren  ixler  geringeren  Abweichung  des  i 
von  ihm  \or^>ÄOgeneu  Verhältnisses  vom  Normal- Verbal tnisse  benr- 
theilen  und  sehliessen  können,  dass  wenn  jemand  in  Bezug  auf  die 
einfaehsten  Falle  keinen  guten  oder  richtigen  Geschmack  beweist,  es  , 
um  so  weniger  in  com|iticirteren  Fallen  der  Fall  sein  wird,  wr^'gfvi 
wenn  sirh  sein  Geschmack  liei  jenen  be\v9hr1,  zwar  noch  k<>tne  Ge- 
wissheit.  alter  eine  gimstige  Voraussetz img  auch  für  h-lztere  vorhan- 
den sein  wird.  Hienach  lassen  sieh  einfache  Herhteeke,  Kreuze 
u.  s.  w.  oder  die  einfachsten  Anwendungen  solcher  Formen  als  Probe- 
objecte  lUr  de»  Gescluuack  aufstellen.  Wer  in  meinen  Versuchen 
weit  von  dem  Nonnalwerlh  des  Kcchleekes,  den  Normalv4!rhHllnissen 
des  Kreuze«  abweicht,  erweckt  mir  stets  den  Verdacht  keines  guinn 
Geschmaekes  in  rein  ästhetischen  Dingen  überhaupt.  Freilich  bedarf 
die  ßeurtheilung  hienach  grosser  Vorsicht,  auch  könnte  ein  Geschmack 
in  directer  Beziehung  gut,  in  ßetr*«!!'  associaliver  Mitbestimmungen 
schlecht  sein;  und  jedenfalls  ist  bei  Beurtheilung  des  Geschmackes 
eines  Einzelnen  auf  ein  einzelnes  Urthei!  dessellwn  wegen  möghcher  zu- 
fälliger Mitbestinimung  dabei  nicht  viel  zu  geben.  Auch  wurden  die 
angeführten  Methoden  zwar  zur  Prüfung  beizubehalten,  doch  anders 
zu  disponiren  sein ;  ich  habe  sie  aber  nach  dieser  Seite  bisher  über- 
haupt nicht  ausgebildet. 

Ausser  der  im  vorigen  Sinne  ^erstandenen  Gute  oder  Richtig- 
keit des  Geschmackes  gilt  es  die  Sicherheit  oder  Unsicherheit  des- 
selben zu  beurtheiien.  Wir  sprechen  bei  einer  einzelnen  Person  von 
einer  grösseren  oder  geringeren  Unsicherheit  des  Geschmacks,  je  nach- 


f\ 
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dem  sie  bei  der  Vorzugswahl   zwischen  verscliiedenen   ästhetisch  zu 
vergleichenden  Verhältnissen  oder  überhaupt  übjecten  mehr  oder  we- 
niger über  den  Vorzug  schwankt  und  sicli  bei  Wiederholung  des  Ur- 
theiles  zu  verschiedenen  Zeilen,  nachdem  die  Erinnerung  an  das  frü- 
her gefällte  ürtheil  erloschen  ist,  mehr  oder  weniger  verschieden  ent- 
scheidet; bei  einer  Klasse  von  Personen,  je   nachdem  die  Vorzugs- 
uriheile  der  Einzelnen  bezüglicii  der  zu  vergleichenden  Objecte  mehr 
oder  weniger  variiren.      Um   auch  für  den  Grad  dieser  Unsicherheit 
einen  Massstab  zu  haben,  kann  ,man  aus  den  Einzelnwert hen  v,  wo- 
lewischen  das  Schwanken   stattgefunden  hat,   das   Mittel  ziehen,  die 
Abweichungen  der  Eihzelwerthe   v   von  diesem  Mittelwerthe  bestim- 
men, und  das  Mittel  dieser  Abweichungen  als  Massstab  der  Unsicher- 
heit   oder  Schwankungsgrösse   des    Geschmacks    nehmen.     Wo    das 
Schwanken  zwischen  vielen  Werthen  v  stattgefunden  hat,  kann  man 
sich  auch  an  die  Bestimmung  zweier  Grunzen   halten,  die    ich   kurz 
die  KerngrUnzen  nennen  will.      Hiezu  ordnet  man  die  erhaltenen 
AVerthe  v  nach  üirer  Grösse,    und   zählt    von  den  Enden  der  Reihe, 
herein  auf  jeder  Seite  ein  Viertheil  der  Werthe   ab,    so  dass  in  der 
Mitte  die  gesanmite  Hälfte  der  Werthe  als  Kern  bleibt.     In  je  stärkerm 
Verhältnisse  beide  Gränzwerthe  des  Kerns  von   einander  abweichen, 
fle^to    grösser    ist    das  Schwankem.     Nach  den  hiebei  als  gültig  an- 
zusehenden Wahrscheinlichkeitsgesetzen  stehen  beide  Masse  bei  grosser 
Zahl  der  v  in  principieller  Abhängigkeit  von  einander,  das  erste  aber 
'*t     sichrer,  das  zweite  weniger  umständlich  zu  gewinnen. 

Dabei  ist  zu  bemerken,  dass  diese  Weise  die  Schwankungsgrösse 
dc^s  Geschmacks  zu  messen,  keine  principiell  gefederte    ist,   sondern 
övir  überhaupt  den  Zweck  erfüllt,  Gradationen  der  Schwankung  nach 
c^nem  consequenten  Princip  zu  vergleichen.     Insofern  aber  die  Rech- 
nungen mit  den  v  fast  alle  logarithmisch  zu  führen  sind,   kann  man 
denselben   Zweck  noch   einfacher    und    vielleicht   angemessener    da- 
durch erreichen,   dass   man   statt   der   im  Sinne  der  folgenden  Ein- 
^chaltung  zu  verstehenden  mittleren  Abweichung  der  Werthe  v  von 
ihrem  Mittel,  die    arithpietisch   mittlere  Abweichung  der   log   v  vom 
Mittel  dieser  Logarithmen  *)   oder  den  arithmetischen  Unterschied  zwi- 


*J   Positive  und  negati\c  Abweichungen  dabei  ohne  Rücksicht  auf  das  Vorzeichen 
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sehen  den  Logarithmen  der  Kerngränzon  als  Massstab  der  Schwa 
kungsgrösse  einführt,  was  sich  später  durch  den  Gebrauch  dies 
Masses  erläutern  wird. 


Wenn   im   Vorigen   und    Folgenden    von   Abweichungen    oder  AbsUlnd 
zwischen  Verhiiltnissen  so  wie   von  Miltelwerthen   zwischen  VerhülUiissen 
Rede  ist,   so  können  darunter   nichl  arithmetische  Abweichungen  noch  an 
metische  Mitlelwerlhe   im   gewöhnlichen  Sinne   versl«mden   sein,    welche, 
unten  zu  zeigen,  nach  der  gleichmöglichen  Aufstellung  der  Verhältnisse  in 

Fonn  -g  oder  ^  zu  zweideutigen  Resultaten   führen,    sondern  nur  Verhaltnt^^s. 

abweichungen ,  Verhiiltnissmittelwerthe,  welche  dieser  Zweideutigkeit  enthoh^^n 
sind;    worüber  hier  Folgendes   zu  sagen.     Der  Kürze  halber  bezeichnen   "^mir 
dabei  jedes  einzelne  Verhültniss  so  wie  es  als  Decimalzahl  erscheint,  mit  eic^eiD 
einfachen  Ruchstaben. 

Man  erhalt  eine  Verhaltnissabweichung,  oder  für  uns  Abweichung  schle<«^(. 
hin,  zwischen  zwei  Verhaltnissen  a,  6  nicht  dadurch,  dass  man  eines  b&iifer 
Verhältnisse  arithmelisch  vom  andern  abzieht,  also  nicht  als  a — 6  oder  6 — o^ 
sondern  dadurch,  dass  man  angiebt,  in  welchem  Verhältnisse  das  eine  vom  ;?/)- 
dorn  überstiegen  oder  unterstiegen  wird,  also  selbst  als  Verhältniss  zwischen  den 

Verhallnissen  a,  6,  d.  i.  als       oder     ,  womit  sich  die  arithmetische  Operalibn 

für  Gewinnung  der  Verhiiltnissabweichung  von  a,  b  auf  die  Logarithmen  vo^ 

a,  b  übertragt,  sofern 


tnt 


^^» 


gleich   der  Zahl   zu  log  a —  log  6  ist,  entspredicr^  ^ 


■i*' 


mit  —.     Den  Werth  log  a—  log  by   also  die  arithmetische  Abweichung  iw 

sehen  log  a  und  log  b  nennen  wir  auch  die  logarithmische  Abweichung  A^^^^^ 
Verhältnisses   a  vom   Verhaltnisse   6.     Consequent  hangt  hiemit    lusammei^ 
dass  der  halbe  Abst^ind  oder  halbe  Unterschied  des  a  vom  6,  in  dem  von  ui 


festzuballenden  Sinne  als  Verhallnissunlcrschied,  nicht  -**  — -  sondern  die  Zalf^  * 


zu 


lof^  a—  log  b 


,   d.  i.  1/  ^,    entsprechend    der    doppelte    Absland    die    ZalT' 


zu  i    (log   a —  log  h)   d.    '•   (  1  )    'sl;   und  wenn   von  einer  Reihe  aquidisUm  ^  ^ 

U»r  Verhallnisse  (i,  6,  c  .  .   .  die  Rede  sein  wiixJ,  so  werden  es  nichl  solcli^  '^"' 
sein,  deren  arithmetische,  sondern  deren  logarithnn'sche  Differenzen  gleirh  sim      — v 
d.  h.   welche  eine  geometrische  Reihe  bilden,   deren  Kxponent  durch  den  AI 
stand  derselben  in  unserem  Sinne  gegeben  isl. 

Eben  so  tragt  sieh   l)ei   Miltelziehungen    aus   Verhaltnissen  fi,    6,  c  .  . 
die  arilhmelische  Operation  von  a^  b^  c  ,  ,  .  auf  die  Logarithmen  von  (i^  b^  c .  .  - 
über,   um  das  VerhäitnissmitU»!  oder  sog.  i;eonietrisehe  MilU^l,   imi  was  es  hier 
zu  ihun  sein  wird,  als  Zahl  dazu  zu  erhalten;   wonach  also  d.is  Millel  aus  m 

Verhallnissen  fi,  />,   c- .  .  .    iiiihl    '  -- — ^t-^^^-^- ,  sondern  die  Zahl  zu  df»m  Werlho 


I- 


nv. 
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^fi  o  "h  "P — -T  "P  g  . .  .    j^,^  ^,jj.  jgg  logarilhmische  Mittel  der  Werthe  fi,  b^  c , . . 

nennen,  ist,  d.  i.   ^  a  b  c  ,  .  .  . 

Auch  Interpolationen  zwischen  Verhiiltnissen  können  nach  den  gewöhn- 
lichen, für  arithmetische  Differenzen  geltenden.  Regeln  nur  zwischen  den  Log- 
arithmen der  VerhcUtnisse  vorgenommen  und  das  Gaussscho  Gesetz  zufcilliger 
Abweichungen  als  auf  arithmetische  Ähweichungen  bezüglich,  nur  an  den 
arithmetischen  Abweichungen  der  Werthe  log  v  von  ihrem  arithmetischen  Mittel 
geprüft  werden. 

Zumeist  genügt  es  für  den  Zweck  unserer  Untersuchungen,  bei  den  log- 
arithmischen Resultaten  stehen  zu  bleiben,  ohne  auf  die  Zahlen  dazu  zurück- 
zugehn,  wie  u.  a.  bei  dem  vorigen  Masse  der  Unsicherheit  des  Geschmackes. 

Oben  ward  bemerkt,  dass  die  Anwendung  arithmetischer  Differenzen  zwi- 
schen Verhältnissen  und  arithmetischer  Mittelwertho  aus  Yerhältnisscn  auf 
Zweideutigkeiten  führe,  welche  ihren  Gebrauch  für  uns  ausschliessen.  In 
der  That,  sei  beispielsweise  der  arithmetische  Unterschied  so  wie  das  arith- 
metische Mittel  zwischen  den  Dimensionsverhültnissen  zweier  Rechtecke  zu 
bestimmen,  bei  deren  einem  die  kleinre  Seite  f ,  die  grössre  3,  bei  dem  andern 
die  kleinre  2,  die  grössre  3  misst,  also,  wenn  wir  die  kleinre  Seite  zum 
Zifhier  erheben,  die  arithmetische  Differenz  und  das  arithmetische  Mittel  zwi- 
schen 72  ^^^  Väj  so  ist  die  erste  — ^^^u  =0,1667,  die  zweite  ^fj+g  ) 
=—  =  0,5833.  Es  ist  aber  kein  Grund,   warum  man  den  Ansatz  obiger  Di- 

mcnsionsverhältnisse  nicht  eben    so   gut  in   der  umgekehrten  Form  —  und  — 

Tnachen  sollte,  da  es  willkührlich  ist,  ob  man  die  grössre  oder  kleinre  Dimen- 
sion als  Zähler  und  die  andre  als  Nenner  betrachtet.  Soll  nun  keine  Zwei- 
deutigkeit entstehn,  so  muss  das  Resultat  der  umgekehrten  Aufstellung  durch 
seine  Umkehrung  zum  ersten  Resultat  zurückführen.  Diess  ist  bei  arithmeti- 
seher  Differenz  und  arithmetischem  Mittel  nicht  der  Fall.     Denn   der  arithme- 

3  3  4  7 

tische  Unterschied  zwischen  ~  und   .  ist  -,  und  das  arithmetische  Mittel  -;  aber 

4  4  7 

^  summt  nicht  niit-   und    -  =  0,571 4  nicht  mit       =  0,5833.   Bekanntlich  nennt 

man  den  Werth,  der  durch  Umkehr  des  nach  der  zweiten  Aufstellungsweise 
erhaltenen  arithmetischen  Mittels  hervorgeht,  das  harmonische  Mittel  zu  dem  nach 
der  ersten  Aufstellungsweise  erhaltenen.  Beide  müssten  gleich  sein,  sollte  das 
arithmetische  Mittel  für  uns  brauchbar  sein,  sind  es  aber  nicht.  Hiegegen 
sind  der  Verhältnissunterschied  und  das  Verhiiltnissmiltel,  im  obigen  Sinne 
verstanden,  von  dieser  Zweideutigkeit  frei,  indem  danach  das  Resultat  der 
umgekehrten  Verhältnisse  durch  seine  Umkehr  wieder  zum  ersten  Resultat 
zurückführt. 

Nicht  nur  aus  diesem  Grunde  wird  die  verh^ltnissmJIssige  Bestimmung 
der  Differenzen  und  Mittelwertho  von  Verhiiltnissen  der  arithmetischen  vor- 
zuziehen sein,  sondern  auch  weil  es  an  sich  rationeller,  so  zu  sagen   begriff- 
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in  gleicliem  zusamiiieiigeselzten  VerliöHnisse    der  Grösse     nach   vo^c=k 
den  andern  WerUien   v  äliersch ritten    und    unterschritten  wird,  d.  i 
daKS  er  mit  d^iii  Verliältnissniittel  oder   soo;.  ^eoinetriscliei==i 

Mittel  ziiäamiiieitföllt '),    was  wir    mit   G    (tezeichncn    und  was  da 

durch    erhallen    wird,    dass   man    aus   dem  l'roducle  aller  i>,    dereiKr^ 

Zahl  m  sei,  die  nt-tfi  Wurzel  zieht,    oder  was  auf  dasselbe  heraus 

kommt,  die  Summe  der  Logarithmen  der  v  mit  m   dividirt    und  zimv.  .» 
Quoticnt«>n  die  Zahl  snclit.     Die  Bestimmunf^    der  VVerUie  C.  G   undK— 1 

die  Frage,  ob  sie  mit  D  und  initeinatider  coincidiren ,    spielt    in  uu 

serm  Ualersueliungsfelde  eine  wichtii^e  Rolle. 

Wo  f>  zugleich  ('.  weil    i^oiiicidirt,   dass   man  ^^h 

den  kleinen  Unterschied,      ;r         ^  i         ,   als  von  unHusgt'glicheneii  .^ 

Zufälligkeiten    nicht  hinre        nd  ven'  igter  Versuche  abhängig  Ije 

trachten  kann,   iSssl    sich    vrm    einer  wesentlichen  Symtuelrie  iler  — 
Wohlget\illipkeitscur¥e   o<ler  VertbeiUmg   der  Wcrthe   r  bezliglich   D  "^ 
sprechen;  indem  an    der  (ioincidenz   von    />   mil  C  die  gleidie  Zahl, 
»n    der   ("ninridfwz    mit  G    die   durclisclinittlich   gleiche    Grösse    der  — 
Aliwcicliungen  von   l>  nach  l>eiden  Seiten  hangt. 

(m  physikalisclii'»  und  asLronoiiiiÄcheii  Beobaelihingsgebiele,  wo  ^ 
man  mit  BoohachlmigswerLlion  einer  einzigen  Grösse  zu  (hun  hat,  *-• 
und  das  mit  M  zu  bezeiclmende  arithmetische  Mittel  derselben  ^^ 
an  die  Stelle  von  G  tritt,  nimmt  man  an,  dass  nur  unwesent- 
liche, d.  i.  von  nicht  ausgeglichenen  ZuKlIigkeiten  abhangige  Abwei-  — ' 
chungcn  zwischen  3f,  C,  D  vorkommen,  und  man  könnte  geneigt  •'" 
sein,  diess  olme  Weiteres  auf  unser  Beobachtungsfeld  unter  Ersetz-  — ' 
ung  von  M  durch  G  zu  übertragen.  Indess  abgesehen,  dass  hiezu  *■' 
keine  Berechtigung  a  priori  vorliegt,  hat  mich  auch  eine  ausgeddinle  ^ 
Untersuchung  an  einer  gi'ossen  Zahl  von  nattlrlichen  und  artistischen  ^ 
ColIcctivgcgenstUnden  mit  zufällig  varürenden  Dimensionen  ihrer  Ein-  — 
zelexemplare  gelehrt,  dass  selbst  bei  einfachen  Massen,  als  blossen  * 
Langen  oder  Breiten  der  Exemplare,  eine  wesentliche  Coincidenz  von  • 
D,  sei  es  mit  C,  G  oder  M,  nicht  allgemein  besteht,  ja  wohl  öfter  ' 
nicht  besteht  als  besteht,  und  dass  sie  eben  so  wenig  (tlr  Bimen- 
sionsverhaltnisse    derselben    allgemein    besteht,    also    kann   eine  ' 

*j    Duss  das  arillinielisctielUiltel  der  v  ausser Beadil ung  rällt,  gellt  aus  der  otrigea  ' 

Ein!u:lialliing  hervor. 
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^^iche  auch  nicht  als  selbstvei*ständlich  im  Felde  unserer  Untersuchung 
v<5rausgesetzt  werden. 

Inzwischen  scheinen  meine  bisherigen  Versuche  doch  zu  dem 
Resultate  zu  führen,  ohne  dass  ich  dasselbe  schon  als  ganz  sicher 
aassprechen  möchte,  dass  bei  Abhängigkeit  der  Werthe  v  von  reiner 
directer  Wohlgef^lligkeit  mit  blos  zuß&lligen  Mitbestimmungen  in  der 
That  eine  Symmetrie  der  Yertheilung  in  vorigem  Sinne  stattfindet, 
wogegen  D  durch  feste  Mitbestimmungen  dieser  oder  jener  Art  aus 
seiner  Mittelstellung  auch  verrUckt  werden  kann. 

Jedenfalls  aber  kann  ich  nach  meinen  allgemeineren  Unter- 
sudiungen  im  Felde  von  Collectivgegenstanden ,  dem  ich  unser  Ver- 
suchsfeld in  dieser  Hinsicht  untergeordnet  gefunden  habe,  fönenden 
wichtigen  Satt  mit  Siclierheit  aussprechen: 

Wenn  zwei  von  den  Werthen  D^  C^  G^  sei  es  bezüglich  ein- 
facher Werthe  oder  bezüglich  Verhältnissen,  womit  wir  hier  zu  thun 
haben,  wesentlich,  d.  h.  insoweit  coincidiren,  dass  der  übrig  bleibende 
Unterschied  dazwischen  nur  als  von  unausgeglichenen  Zufälligkeiten 
weisen  zu  geringer  Zahl  der  Bestimmungen  abhängig  angesehen 
werden  kann,  so  findet  auch  eine  entsprechende  Coincidenz  mit 
Jein  dritten  statt;  wogegen,  wenn  zwei  davon  so  stark  oder  bei 
wiederholten  Bestimmungen  so  gesetzlich  in  bestimmter  Richtung  von 
einander  abweichen,  dass  man  die  Abweiclumg  nicht  als  zußlllig 
ansehen  kann,  auch  der  dritte  wesentlich  von  ihnen  abweicht,  und 
iM^ar  ganz  gesetzlich  so,  dass  der  Centralwerth  C  zwischen 
leni  Verhältnissmittelwerth  G  und  dichtesten  Werth  D 
iegt,  wofür  sich  unter  einer  gewissen  allgemeinen  Voraussetzung, 
lie  sich  durch  anderweite  Resultate  der  Untersuchung  bestätigt  findet, 
loch  ein  allgemeiner  theoretischer  Grund  anführen  lässt,  was  aber 
^tther  zu  besprechen  und  zu  belegen  hier  nicht  der  Ort  ist.  Genug, 
lie  Kenntniss  dieser  Veiiiältnisse  ist,  abgesehen  von  ihr^n  allgemeinen 
beoretischen  Interesse,  hier  füi*  uns  insofern  von  praktischem  Vor- 
lieil,  als  man  danach  in  Fällen,  wo  man  G  mit  C  wesentlich  coin- 
^idirend  findet,  die  directe  Bestimmung  von  D  aus  dem  Gange  der 
Werthe  durch  die  sichrere  von  G  oder  minder  umständliche  von  C 
:?*rsetzen  kann,  und  wo  G  mit  C  nicht  wesentlich  coincidirt,  die 
Richtung,  in  welcher  D  von  C  abliegt,  danach  bestimmen  kann. 

Ausser   den   vorigen  Werthen  ß,  (J,  G   ist   aus   nachher   anzu- 
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4;ebendem  Grunde  nützlich,  noch  einen  Werth  zu  berücksichiigei 
den  ich  den  summarischen  Mittelwerth  nenne  und  mit  S' 
zeichne,  dadurch  zu  erhalten,  dass  man  das  arithmetische  Mittel  allei  -^r 
Zähler  der  v,  mit  dem  arithmetischen  Mittel  aller  Nenner,  oder.  — . 
was  auf  dasselbe  herauskommt,  die  Summe  aller  Zflhier  mit  dei^  -i 
Summe  aller  Nenner  dividirt*),  wobei  vorausgesetzt  ist,  dass  Zählei^  -= 
und  Nenner  alle  nach  wirklichen  absoluten  Massen,  nicht  theilwei^^i 
reducirt  gegeneinander,  aufgeführt  sind.  Im  Allgemeinen  fasse  iclE  M 
die  Werthe  D,  C,  G,  S  als  Hauptwerthe  zusammen. 

Das  summarische  Mittel  kann  vom  Verhültnissmittel  oder  uoserm^:  m 

Mittel  schlechthin  nicht  unerheblich  abweichen,  wenn  man  willkülu- 

liehe  Bruchwerthe   zum  einen   oder  andern  Mittel  combinirt.     So  isM  <= 
das  summarische  Mittel  von  j^,  | ,  |-  gleich  f  =3  0,6666. . ,  hingegeiHnx 

das  Vorhältnissmittel  1/  ^  =s  0,7368 . . .    Aber  im  Felde  unsi*er  Unter 

suchung    findet   man   im  Allgemeinen   nur  einen  geringen,    oft    ver — ^- 
schwindenden  Unterschied  zwischen  beiden. 

Des  Näheren  konmien  überhaupt  folgende  Verhältnisse  des  suni —  - 
marischen  Mittels  hier  in  Betracht. 

Mögen  Zähler  und  Nenner  eines  Verhältnisses  v  kurz  desseirrr^ 
Coinpouenteii  lieissen,  so  haben  auf  dcMi  Werth  von  S  die  Verhüll —  ^ 
nisse  v  mit  «[lösscMn  (loniponenIcM)  (»inen  i^rösstMen  Einfluss,  als  solciie:^  ^ 
mit  kleiniM'n  ConiponenttMi.  Denn  seien  z.  B.  .]  und  ^\%  zwei  -*-* 
Wertln*  /',  so  wird  im  siinnnariselien  Mittel  1  i^ej^en  91)  und  2^^ 
i:;ei<(Mi    100   merklich   \(Mseli\vinden,   und  s(Mn  Wertii    JUS    =    0,980i-#^    ^ 

last  (lass(»ll)e  K(\siiltat  i^ehen.  als  NV(Min  J  t^ar  nicht  mit  zui^iv.oi^tMi  wäre-^  '^  ^ 

'  tili 
\vot<ei<(Mi  in  das  VtM'hüllnissmittel  1/        =  0,7036  i)eide  Wertlu*  v  rück —  -^ 

siclitslos  aiiC  die»  ai)S()liite  (ir()ss(»  ihrer  (Komponenten   mit  {gleichem  Ge-- — ^ 
wicht   einü:ehi»n.     I)i(»ss  kann  von   vornlierein   in  allen   Fällen,    wo  dtM^m^ 

Werth  V    in  Abhängii^kcMt    von   der   absoluten    Grösse    seiner   Compo^ ^ 

nenten   variirt,   man  ahei*  k(Mnen  Grund  iiat,  auf  Verhältnisse  zwisciien  ^^ 
grossen    Gomponenlen    bei    der    W\)lili<(»tiUlii<k(Mts- Bestinuuung    mein'*  ^ 
Gewicht    zu    liegen,    als    aus    kleinen,    als    Vortheil    des    Verhältniss-  ^ — ^ 
mittels  vor  dem  summarisciien   Mittel  i<elten. 


*j    Der  Werth,  welchen  /elsiiit^  in  dem  Beispiele  S.  t9  als  Mittelwerth  aufführt, 
ist  ein  suk'her  suniniarischer  Werth. 
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2)  Das  summarische  Mittel  stimmt  mit  dem  YerhHltnissmittel 
noih wendig  ganz  überein,  wenn  bei  beliebiger  Variation  des  abso- 
luten Werthes  von  Zähler  und  Nenner  doch  das  Verhältniss  beider 
constant  bleibt,  oder  weicht  nur  durch  unausgeglichene  Zufälligkeiten 
davon  ab,  wenn  das  Verhältniss  unabhängig  von  der  Grösse  seiner 
(Komponenten  nach  den  Gesetzen  des  Zufalls  variirt.  Hingegen  Pallt 
S  gesetzlich  grösser  oder  kleiner  aus  als  G,  je  nachdem  das  Verhält- 
niss mit  wachsender  Grösse  seiner  beiden  Componenten  (oder  nur 
eines  derselben,  wenn  der  andre  constant  bleibt)  wächst  oder  ab- 
nimmt, wie  man  an  willkuhrlichen  Zahlenbeispielen  constatiren  kann.  ^) 

Hienach  aber  gewinnt  die  Bestimmung  des  summarischen  Mit- 
tels aus  doppeltem  Gesichtspuncte  ein  Interesse  und  selbst  eine 
Wichtigkeit  für  uns.  Erstens  ist  es  leichter  bestimmbar  als  jeder 
der  andern  vorgenannten  Hauptwerthe,  /),  C,  G,  und  kann  bei  feh- 
lender oder  nicht  sehr  bedeutender  Abhängigkeit  des  variirenden 
Verhältnisses  von  der  absoluten  Grösse  des  Zählers  und  Nenners  (die 
man  freilich  erst  irgendwie  geprüft  haben  muss)  das  Verhältniss- 
inittel,  und,  wo  dieses  mit  dem  dichtesten  Werthe  principiell  zu- 
sanmieni^llt,  diesen  Werth  ganz  oder  approximativ  mit  vertreten; 
zweitens  giebt  es  uns  in  seinem  Verhältnisse  zum  Verhällnissmittel 
unmittelbar,  ohne  dass  man  eine  Einzelrechnung  desshalb  anzustellen 
nOthig  hat,  Aufschluss,  ob  nach  Massgabe  der  absoluten  Grösse  der 
Dimensionen  oder  Abtheilungen  sich  die  Wohlgef^alligkeit  des  Ver- 
hultnisses  dazwischen  ändert**),  was  allerdings  nicht  bezüglich  der 
Woiilgeßllligkeit  abstracler  Verhältnisse  an  sich  erwartet  werden 
kann,  wohl  aber  unter  dem  Einfluss  von  Mitbestimmungen  in  den 
Anwendungen  nicht  nur  möglich  ist,  sondern  auch  sich  als  wirklich 
vorkommend  zeigen  wird. 

In   einem   solchen    Falle   also  wird    man   mit   wachsender   oder 
abnehmender    absoluter    Grösse     der    Componenten    das    Verhältniss 

*)  Einen  allgemeinen  Beweis  dafür,  den  icli  Prof.  Scheibner  verdanke,  werde  ich 
naclUrUglich  entweder  im  folgenden  Theile  oder  einer  spätem  Abliandlung  über  Collec- 
tivgegenstände  niittheilen. 

**)  Nämlich  wenn  S  /^G  ist,  so  entsprechen  die  grössern  Werthe  von  v  mit  ihrem 
^^'gehörigen  W'ohlgerälligkeitsmasse  z  grössern  Componenten ,  hingegen,  weim  S  ^  (i 
'^^>  kleineren  Componenten,  und  reicht  es  also ,  um  ein  bestinnntes  Wohlgefälligkeits- 
^'^ass  js  zu  erhalten ,  nicht  hin ,  ein  bestinnntes  v  überhaupt  zu  haben ,  sondern  es  ge- 
''ort  dazu  auch  eine  bestinnnte  Grösse  der  Componenten. 

Abbaiiüi.  (J.  K.  S.  tiestfllM-b.  li.  WiHHeu«ih.    MV.  43 
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derselben  ändern  müssen,  um  noch  den  grösstmüglichen  Vortheil 
haben,  und  es  wird  dann  einerseits  darauf  ankommen,  daranter  d« 
allcrwohlgefälligsten  Werth  v  mit   der  zugehörigen   absoluten  Gros, 
der  Componenten  zu  finden,  andrerseits  das  Gesetz  der  Abänderui 
von  D  nach  der  Grösse  der  Componenten. 

Endlich  gilt  es  noch ,   das  Gesetz   der  Verthcilung  der  Wert  ^^^  ^^ 
V  nach  Zahl  und  Mass  zu  untersuchen,   wozu  die  Untersnchang  d^^, 
Symmetrie-  oder  Asymmetrieverhältnisse  allerdings  schon   einen  B^^^j^ 
trag  oder  eine  Unterlage  bietet,  ohne  aber  die  Frage  zu  erschöpfti^^'^. 
Auf  den  dichtesten  Werth  fällt  seinem  Begriffe  nach  die  grösste  V^^^^ 
zugszahl;  nach  Massgabe  der  Abweichung  der  Verhaltnisse  v  darori 
sei  es  nach  der  einen  oder  der  andern  Seite,  wird  sich  die  relative 
Vorzugszahl,  die  Grösse  des  z,  mindern,  aber  es  fragt  sich,  nach  wel- 
chem Gesetze;    wie   hängt  die  relative  Zahl  der  Bevorzugungen  irMit 
der  Grösse  der  Abweichung  vom  dichtesten  Werthe  zusammen? 

Hiebei  wird  es  insbesondere  gelten,  folgende  Hypothese,  die  sii 
auf  Grund   schon  früher  gepflogener  Erörterungen  darbietet,  zu  pi 
fen.     Man  kann  sich  denken,  dass  der  dichteste  Werth  als  derjenigr- 
der  die  vortheilhaftesten  Bedingungen  des  Gefallens  in  sich  vereini^^^^ 
oder,  wie  wir  kurz   sagen,   ein  Lustübergewicht   an  sich   über  aL /^^ 
andern    hervorruft,    von    Allen    vorgezogen    werden  würde,   wer      ^^ 
nicht  unbestimmbare  zufällige  subjective  oder  objective  MitbestimmungeiiS?^ 
bei  den  einzelnen  Versuchssubjecten  obwalteten,  wodurch  mehr  od*^   ®^ 
weniger    grosse  und    zahlreiche   Abweichungen    der   VorzugsurtheÄ^  "^ 
vom  an  sich  wohlgefälligsten  Wertho  bedingt  werden,  ohne  den  Vci^r'^r- 
theil    dieses  Verhältnisses    vor  den   übrigen  im  Ganzen  aufzuhebc*^:^^^"- 
Sofern  nun  diese  Abweichungen  näher  zugesehen   darauf  zu  schr^^^''' 
ben  sind,  dass  das  Lustübergewicht,   was   das  an   sich  wohlgefäll^Ö'^ 
ste    Verhältnisse)    über    die   minder    wohlgeftllligen    erweckt,    dur-^   ^^^ 
die  entgegenwirkenden  zufälligen  Bedingungen    übercompensirt  \\\m^<l 
kann    man   die  durch  den  Erfolg  selbst   zu  prüfende  Hypothese  amj/- 
stellen,  dass  jenes  Uebergewicht  ohne  diese  Gegenwirkungen  entweJcY 
dem  Verhällnissabstande  selbst  oder  dem  zugehörigen  logarithmischen 
Abstände    des    an   sich    wohlgefälligsten  Verhältnisses  von  den  minder 


*]   Oder  auch  unter  festen  associativen  oder  combinatorischen  Milbediiigungeu 


wohlgerällifj'sle. 
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wohlgefälligen  proportional  sei,  wonach  auch  die  gegenvv irkenden  zu- 
iUlligen  Bedingungen  im  Durchschnitt  proportional  damit  ansteigen 
müssen,  um  die  Uebercompensation  zu  bewirken.  Das  werden  sie 
aber  um  so  seltener  vermögen,  je  höher  sie  dazu  anzusteigen  haben, 
indem  in  dieser  Beziehung  ein  Wahrscheinlichkeitsgesetz  zwischen 
Zalil  und  Grösse  des  Ansteigens  besteht.  Kurz,  es  muss  sich  hienach 
in  der  Vertheilung  der  Werthe  v  nach  Mass  und  Zahl  das  den  Ma- 
thematikern wohlbekannte  Gausssche  Wahrscheinlichkeitsgesetz  zuftil- 
liger  Abweichungen  mit  den  Modificationen  wieder  finden,  welche 
durch  Anwendung  auf  Verhültnisswerthe  v  statt  auf  einfache  Werthe, 
so  wie  auf  unsymmetrische  Vertheilung,  wo  solche  stjtt  findet,  geboten 
werden.  Auf  die  Erforschung  dieser  Modificationen  aber  sind  meine 
allgemeinen  Untersuchungen  über  Collectivgcgenstände  nicht  ohne  Er- 
folg gerichtet  gewesen,  und  darf  ich  wenigstens  für  gewisse  Fülle 
unseres  jetzigen  Untersuchungsfeldes  —  denn  zu  einem  allgemeinern 
Ausspruche  fehlen  mir  noch  hinreichend  ausgedehnte  Unierlagen  — 
die  Bestätigung  obiger  Hypothese  bezüglich  logarithmischer  Abwei- 
chungen aussprechen.  Den  Ausspruch  des  Gesetzes  selbst  mit  den  dar- 
auf bezüglichen  Versuchen,  so  weit  sie  in  unser  Untersuchungsfeld 
gehören'*),  werde  ich  im  folgenden  Theil  geben,  wohin  ich  auch  Spe- 
cielleres  über  die  Sicherheitsbestimmungen  der  Resultate  verweise. 

Um  die  betreffendeD  Modificationen,  welche  sich  in  der  Anwendung  des 
Gaussschen  Gesetzes  auf  zufällig  variirende  VerhUltnisswerthe ,  insbesondre 
bei  asymrhetrischer  Vertheilung  derselben ,  im  Felde  der  Collectivgegenslände 
n^lhig  machen,  hier  kurz  zu  resumiren,  da  sie  auf  unser  jetziges  Untersu- 
chungsfeld  mit  übergreifen,  so  sind  es  nach  meiner  allgemeinen  Untersuchung 
folgende. 

\)  Die  Anwendung  des  Gesetzes  ist,  wie  schon  S.  56  erinnert,  statt  auf 
<lie  Werthe  v  selbst  auf  deren  Logaiithmen  zu  machen;  übrigens  aber, 
tm  Falle  symmetrischer  Vertheilung  der  Werthe  in  -der  bekannten  Weise '^*) 
Vorzunehmen.  Für  Constalirung  der  wesentlichen  Symmetrie  genügt  es  nach 
S.  61.  die  wesentliche  Coincidcnz  zweier  von  den  Werlhen  ß,  C,  G  oder 
ihren  Logarithmen  zu  Consta tiren. 

2)  Im  Falle  wesentlich  asymmetrischer  Vertheilung  sind  die  Abweichungen 


*)   Im  Uebrigcn  habe  ich  auf  die  künftig  zu  vcröircntlichcnden  Untersuchungen 
über  CoIIectivgegenstUude  zu  verweisen. 

**)  Beispiel   dazu :  die  Prüfung  des  Gesetzes  durch  Bessel   an  Beobachtungsfeh- 
lern  in  s.  Fundamenlis  Astronomiae  p.  18. 
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der  einiplneti  log  v  nibht  vom  I.ognnlliiiius  des  Verhültnissniillds  Cr',  sonilM 
des  iius  den  Lo(;tii'illiiiien  nhgeleilden  dichtMlon  Wcrthes  0  zu  nehmen. 

:))  Die  mittlere  AbweUbiing  der  loi;  v  von  log  D  (sei  es  die  einfach 
oder  aus  den  Ouadinlen  der  logar,  Abweichungen  zu  gewinnendei  ist  Tür  j«l 
Seile  der  Aliweictiungen  (»esnnders  uns  der  OrOsse  und  Zahl  der  Ahweiebun 
P'n  dieser  Seile  id)Kuleilen,  und  hiennch  nueh  die  Vertlieilun^  mieh  dn 
Gnussschen  Gesetze  für  jede  Seile  besonders  vorzunehmen. 

Diese  Regeln  geilen  UhngenK  im  Felde  der  CollectivgegensUmle,  üo  wri 
ich  es  liis  jetzt  untersucht  hnbe,  nicht  nur  tUr  vj)riin>nde  Verh.'il tniss« 
sondern  auch  für  varürende  einfachp  Werlhe,  alü  niiiiienllieh  Din)eiisiune| 
wie  ich  mich  siiUsom  an  solchen,  atleritings  nicht  hilulig  vorkommenden 
Füllen  Ubei'zeugl  habe,  die  Überhaupt  eine  Rnischeidun^  i^eslatlen,  d.  I.  w 
die  VjjriHtion  iler  j-^inzelwerlhe  im  VerhHltniss  zur  (iMIsse  wi  es  des  aritl^- 
metiaehen  Millels,  »der  des  dkhleslen  Werthes,  so  wie  die  Asymnielrie  da 
Verlhcilunß  sehr  belrilehtlich  ist.*)  Eins  der  nuffiilligslen  Heispiele  hiev« 
^ewilhren  unter  den  arlisüschen  Ge^eustilnden  die  Dimensionen  vtni  Galterife 
gemlllden,  die  ich  bei  Genrebildern,  I.iindschaflsbildern  und  Stillleben  (mw 
einer  tteducliun  der  Müsse  ans  einer  grössern  Anzahl  von  Galleriekalaloge 
nuf  dieselbe  Einheilj  belrelTs  Mühe  und  Ri*eile  (im  Lichten]  be.>Kinders  in  dicM 
Hinsicht  unlersucht  habe**],  wo  n)an  mit  der  genlihnlichen  Anvsendung  Ai 
GuusRsehen  Gesetzes  so  wenig  auskommt,  dass  ich  dasselbe  frlllierbiii  gl 
nicht  ftir  anwendbar  dorauT  hielt,  wohl  nber  mit  obigen  Itegeln  seiner  Alt 
Wendung  «nskoinml.  Daas  bei  den  hieber  geliürigen  Beispielen  UlierliHuli 
(denn  das  vori|^e  Beispiel  ist  nicht  diis  einzige,  wiis  mir  in  dieser  Beziehuni 
zu  Gelmte  steht)  die  Anwendung  der  Logarithmen  der  Kinzelwerihe  in  Berech- 
nung der  Verlheilung  besser  zur  Erfahrung  slinunl,  als  die  Anwendung  de 
F.inzelwerthe  selbst,  lieweisl,  dass  diese  Gegensllinde  'nRlUrlicb  so  weit  ici 
sie  unlersucht  habe)  nach  einem  kurzen  (der  F.rltiuterung  wohl  fabigen,  docl 
dieselbe  ziemlich  in  sich  tragendem  Ausdruck  vielmehr  nach  Verhültnissen  al: 
»rithnielischen  Differenzen  varÜivn,  worUlwr  al)er  weilei«  Ausführungen  nich 
bieber  gehören  würden. 

■)  Wo  iiies.s  niclil  der  Fall  ist,  lindel  niiin  ein  merklich  (deich  siiles  Rn(s|irechei 
mit  der  erfuhrimgsmUssigen  Vcrtlieilung,  niati;  miin  ilic  eitiruchen  Werlhe  selbst  oilei 
deren  Lügarithmen  zur  Berechnung  iler  Yerttieilung  »nwunilen,  unil  ihihei  (erslen- 
fiills)  die  Abw  eich  untren  vom  arilhmetrschen  Mittel  udtir  'zweilenrcdls,  vom  Ld^h- 
rilhmus  des  dichtesten  Werllius  rechnen,  indem  die  Unlerschiede  im  Hrfolgc  beidei 
Bi'rechnuiid^neisen  sich  dann  inil  der  L'iisicherlieil  der  errahruiip^n  lässigen  Verl  he  II 1114 
einer  endlichen  Zuhl  sun  Werlhen  zu  sehr  \erniisciieii,  um  den  Vorzug  der  einen  voi 
der  andern  Bercclinunf^ weise  durch  Vergleich  mit  der  ErfiihnuiK  sicher  iMurllieilei 
zu  können,  iiiiui  müssle  denn  so  viele  Kin/.el^^lTlhe  eines  Colleclitttegeiislandes  \oi 
sich  haben,  alsnlchl  leicht  r.a  Gebole  stehen. 

*'j  Auch  wurden  dabei  die  üeniälde,  bei  welchen  die  Breile  grösser  als   die  Höht 
isl,  und  bei  welchen  d<is  Uiiigekehrle  slallllndel,  Kesumlert. 
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V.  Eiogehendere  Bemerkungen  über  die  verschiedenen 

Methoden. 

Manche  Rilcksiehten  und  Vorsichten,  die  man  bei  unsern  Me- 
thoden der  WohlgePdlligkeitsbestinimung  zu  nehmen  hat,  sind  allen 
oder  doch  zweien  von  den  drei  Methoden  gemein,  andere  treflen  die 
verschiedenen  Methoden  besonders.  Zu  erstem  gehören  namentlich 
folgende  theilweis  schon  früher  berührte,  die  aber  jetzt  naher  zu  be- 
spi-ochen  sein  werden,  und  sich  theils  auf  die  Methoden  im  Allge- 
lueinen  theils  die  besondere  Anwendung  derselben  auf  die  uns  hier 
besch[lfligende  Hauptfrage  beziehen. 

1)  Abgesehen  von  einigen  Fällen  ganz  oder  fast  ganz  einstim- 
migen ürtheiles  können  die  Bestinunungen,  auf  die  es  uns  ankommt, 
als  des  dichtesten  Werthes  und  der  andern  Hauptwerthe,  so  wie  der 
mittlem  Abweichung  und  des  Gesetzes  der  Abweichungen  der  v  vom 
dichtesten  VV'^erthe,  mit  genügender  Sicherheit  nur  aus  einer  grossen 
Zahl  von  Urtheils-Herstellungs-  oder  Verwendungsftillen  (je  nach  der 
3[ethode)  gezogen  werden  und  bleibt  wie  bei  allen  empirischen  Be- 
stimmungen aus  einer  endlichen  Zahl  von  Fällen,  ja  selbst  bei  den 
^Jchärfsten  physikalischen  und  asironomischen  Massnahmen,  eine  Un- 
sicherheit übrig,  die  mit  wachsender  Zahl  der  Beobachtungen  immer 
mehr  abnimmt,  und  ihrerseits  ein  Mass  zulässt,  welches  ausser  von 
dei"  Zahl  der  Beobachtungen  auch  noch  von  der  Schwankungsgrösse 
derselben  abhängt,  und  wovon  künftig  noch  näher  zu  handeln  sein 
wird. 

In  der  Foderung  eine  grosse  Zahl  von  Einzelbestimmungen  zur 
Verfügung  zu  haben,  liegt  aber  eine  besondre  Schwierigkeit  un- 
srer  Methoden,  weil  die  Gelegenheit,  viele  Bestimmungen  zu  erhal- 
^^n,  immer  mehr  oder  weniger  beschränkt  ist;  und  ich  habe  schon 
^^»^innert,  dass  gar  manche  meiner  Versuchsreihen  desshalb  unvoll- 
'"^•^ndig  geblieben  sind  und  manche  wichtige  Bestimmungen.,  die  An- 
spruch machen  konnten,  schon  hier  erledigt  aufzutreten,  es  noch  nicht 
^•nd.  Der  Kreis  der  Bekannten,  die  man  zu  den  Methoden  der  Wahl 
^*^d  Herstellung  zuzuziehen  Gelegenheit  findet,  ist  bald  erschöpft,  und 
^i^  VerwendungsfUlle  bieten   sich   nicht   leicht  von   selbst  in  hinrei- 
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cluMider  Aiizalil  iinler  (Jon  zu  Massnahmen  daran  geeignel^n  Unistan 

den  iin['.     Zu  ciiuT  voltslündi^en  Ausführung  der  Versuche  nach  un ■ 

.•ii-ru  Mi^lliuduii  luUä-sU^Q  sich  dahor  eigenilich  Melu^i-e  vei-einlgen,  um-^d 

naiili  ciiii'iu  geuiL'insamt>ii  Plaim  din    ihneu  zu  Geliole  Kloheiidun  üe ^ 

[egenheiten  zu  heuulzi'u  und  sclhsl  soirtii' zu  scIiafTen.     Kim^r  Unler ^ 

.Stützung,  die  irli  diti'h  in  ilicst^r  Miusiohl  von  einigen  jungen  Fiviin-   

den  gefunden  halrp.  hulie  ieh  schon  in -der  Vorerinneining  gedacht. 

Kine  Ijesundere  UnlM'i|ueni)irhkeil  liegt  nanienttrch  auch  darin,  .^ 
duss  man  bei  jeder  Vuinahuie  der  Versuchte  mit  neuen  Imlifidiien  Md 
einen  besonderu  Vortrag  über  Zweck  und  Uesietitj^jiunrt  der  Ver-  — '■ 
sueiie  hallen  miiehle,  um  der  V<T\vunderimg  Über  das  seheinltar  — fl 
mlissige  Siiic!  oder  dem  Voriirlheil  (ila'r  die  verfehlte  Aufgal«?  zu  Ih"-  — 
gegnen  und  (leneigtheil  zu  den  Versuchen  zu  erzeugen, 

Wo  Gelegenheit  ist,  Versuche  mit  niehrerei»  Personen  auf  einmal  M 
etwa  in  kleinen  (jeseüsc haften  anzustellen,  braucht  man  sich  von  dei  ^ 
Betuilzimg  solcher  Gelegenheilen  nidil  rladiirrli  allhalten  zu  lassen,  ^', 
dass  das  Urlheil  der  Einen  einen  besliuimenden  Einlluss  auf  ilas  llrlheil    J< 

der  Andern  üben  kiinnte.     Unstreilig  ist  ein  solcher  EintluNs   im  All '* 

gemeinen  niclit  abzuleugnen,  compenäirt  sich  aber  ztiiii  Theil  schon  -^ 
dadurch,  dass  viele  Personen  lieher  original  sein,  als  andern  folgen  ^ 
wollen,  theits  verliert  sich  der  Nachtheil  dieses  Einflusses,  wenn  man-^« 

die  Versuche  wiederholt  mit  verschiedenen  kleinen  Gesellscbaflen  an 

stellt,  sofern  dann  entsprechende  Verschiedenheiten  zwischen  ihnen^m 
als  zwischen  einzelnen  Personen  vorausgesetzt  werden  dürfen. 

2)  Insofern  die  Resultate  der  Versuche  auf  eine  gewisse  Allge 

nieinhcil  Anspruch    machen    und    zugleich    an    Specialbestiinmungea^r^ 

fruchtbar  sein  sollen,  sind  sie  mit  angemessener  Abänderung  der  Ver -~ 

suchssubjecte  «nd  VersuehsumstUnde,   als  z.  B.   mit  mannlichen  und^W 
weiblichen  Personen,  senkrechter  und  horizontaler  Lage  der  geprüften 
Rechtecke  u.  s.  w.  anzustellen. 

3)  Die  Versnchssubjecte  sind  in  keiner  Weise  durch  zuvorigen 
Hinweis  auf  das  wohlgePalligsle  VcrliHltniss  zu  prüoccupiren ,  ja  nur 
solche,  welche  keine  Voraussetzungen  über  das  wohlgefttUigsle  Ver- 
hiiltniss  zu  den  Versuchen  mitbringen,  zuzuziehen;  anderseits  aber  ist 
jcHles  Urtheil,  jeder  Herstellungsfall,  auch  bei  Widerspruch  mit  der 
eigenen  Voraussetzung  zu  registriren  und  gleich  den  anderen  za  ver- 
rechmm,  indem  bei  Hliafung   des  Widerspruches  die  eigene  Ansicht 
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den  ursprünglichen  ästhetischen  Vortlieil  auf  Gewöhnung  zu  beziehen, 
die  nur  zur  Verstärkung  desselben  hinzutritt.  Also  kann  man  in 
vielen  Fällen  den  Einfluss  der  Gewöhnung  auf  di6  Wohlgefälligkeit 
einer  Form  zugeben,  aber  den  Grund  der  Gewöhnung  selbst  schon 
in  der  Wohlgeftilligkeit  der  Form  an  sich  oder  in  der  Zweckmässig- 
keit derselben  finden,  welche  ihrerseits  associativ  zur  Wohlgefällig- 
keit beiträgt. 

7)  Wenn  es  combinatorisch  zusammengesetzte  Fälle  zu  unter- 
suchen gilt,  z.  B.  die  Wohlgeflllligkeitsverhältnisse  eines  Kreuzes  zu- 
gleich bezüglich  der  Höhenstellung  des  Querbalkens,  des  Längen- 
verhältnisses beider  Balken  und  der  Breite  derselben,  oder  die  Wohl- 
gef^lligkeitsverhältnisse  zweier  ineinander  geschachtelter  oder  parallel 
mit  einander  angebrachter  Rechtecke  zugleich  bezüglich  ihrer  Di- 
mensionen und  ihres  innern  oder  äussern  Abstandes  von  einander,  so 
sind  auch  zusammengesetzte  Anordnungen  der  Versuche  nöthig,  in- 
dem es  dabei  gilt,  in  verschiedenen  Versuchsserien  nach  der  Methode 
der  Wahl  oder  Herstellung  immer  nur  je  einen  Umstand  bei  Gleich- 
haltung der  übrigen  zu  variiren ;  auch  lassen  sich  dabei  mit  Vortheil 
beide  Methoden  unmittelbar  verbinden,  indem  man  das  Versuchs- 
subject  aus  den  von  ihm  dargestellten  variirten  Verhältnissen  das, 
was  ihm  unter  allen  am  vortheilhaftesten  scheint,  selbst  auswäh- 
len lässt. 

8)  Wenn  Versuche  mit  abgeänderten  Verhältnissen  oder  unter 
a  l>geänderten  Umständen  in  der  Absicht,  ihre  Resultate  zu  vergleichen, 
hinter  einander  angestellt  werden,  so  ist  in  den  Uebergängen  zu 
neuen  Versuchsindividuen  die  Reihenfolge  der  Versuche  wiederholt 
ii  inzukehren,  so  dass  schliesslich  die  entgegengesetzten  Folgen  gleich 
oft  in  den  Versuch  genommen  sind,  damit,  wenn  sich  ein  bestim- 
mender Einfluss  von  den  früheren  auf  die  späteren  Versuche  jeder 
I^artialreihe  erstrecken  sollte,  dieser  sich  durch  seine  Entgegensetzung 
coinpensirt. 

9)  Für  Deutung  und  rechnende  Behandlung  der  Resultate  der  ver- 

§ 

5!*i'hicdenen  Methoden  ist  folgender  Punct  von  fundamentaler  Wichtigkeit. 
Bei  keiner  der  drei  Methoden  wird  eine  Continuität  unendlich 
naher  Werthe  v  erhalten,  sondern  eine  Reihe  von  Werthen,  die  in 
gewissen  Abständen  von  einander  stehen,  welche  bei  der  Methode 
^ler  Wahl  durch  die  Willkühr   des  Vorlegens   bestimmt  sind,  bei  den 
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l«*i(Icn  amltTii  Melliodcn  tlicils  (Uinh  iloii  Win  zu  «ewissi'ii  Grüiiwii 
/iir<lllii{i'ii  Krfül^'  der  HcrNtolliiiiitrii  (kUt  \  crwcmlitnt!«'!! ,  ihi'ils  Aw 
Cii'äti/<^n,  bus  zu  vvt^lrlien  tiiaii  in  UnUTs('lK;iituii^  dttr  L'nleraljthfilun^<-n 
(tes  MasMtä  golutn  will  imil  kann;  wonach  ich  vorhandene  uml 
f dazwischen)  fehlende  Werthc  p  nntprsclieide.  Insofern  »ich  nun 
die  Zahl  der  Bc\in7.iipiinsen.  welche  den  feiilemten  VerÜieu  t>  zup'- 
k'initiien  sein  \Mii(lc.  wilrcn  sie-  \(>i'handen  gewesen,  auf  die  iliui'ii 
niU-)islli<-f{eiidfn  vorhandenen  mit  llltertrtljjt.  repritseulirt  jede  Zahl  :. 
ilic  atif  etil  vorhandenes  i'  Ptilll,  er^enllicli  niehl  sowohl  flie  V<in'.iu[;i- 
/iilil  [liese.s  i^anz  bestinmileii  v.  ^^oadern  t^ines  gewissen  InlenalLs 
dri'  i>,  dessen  lirllti»'n  durch  iialhirnni;  der  AlistUndc  den  Iwinti- 
fcndcn  V  von  seinen  h(>i<lcii  Niic))l)urn  erhalten  weiilc»*) .  unil 
ihm  ich  das  Unikreisin  le  rval  I  des  lietreireuden  i'  nenne,  in- 
dess  der  Abstand  zwischen  zwei  vorhandenen  v  sell)»il  das  Zwisclien- 
intervall  derisellien  bildet.  Je  enger  die  vorhandcHcn  r  sleht'n,  dcsiu 
kleiner  sind  ilire  Umkreisintervalle  wie  Zwiwheninler\alle;  hicrau» 
aber  gehl  hervor,  dass  die  Zahl  der  Vorzugsslimmeii ,  die  auf  jcte 
vorhandene  r  fttUt,  das  z  de^elben,  ausser  von  ileni  bei^ondt'm  Grivle 
4lßr  Wohlgerallif^keit,  der  ihm,  gegen  alle  tiiirifj^im  gehatUni,  zukomui'i 
auch  von  dor  relativen  GrOsse  seines  Unikreisintervalles  gegen  lÜc 
übrigen  abhjingl .  sofern  ein  grösseres  Inlervidl  niehi'  Wi-rllie  fa?^* 
als  ein  kleineres.  Und  geselzt,  (las  an  sich  wohlgefillligsle  VerhSl*' 
niss  wSre  in  der  Reihe  der  Werihe  zwar  vorhanden,  stände  aber  •' 
grosser  NSlie  zu  andein  vmliandenen  v,  indess  die  übrigen  weil  vC^ 
einander  abwichen,  so  könnte  es  wegen  seines  kleinen  Umkrev  *" 
inlervalles  doch  weniger  Slimmen  als  eins  der  andern  vorhandenG-^* 
mit  grösserem  Cinkreisintervall  erhallen. 

Soll  dies<>r  Umstand  bei  Beurtheilung  der  Wohlgefölligkeitsve^  ^' 
hältnisse  nicht  unbequem  fallen,  so  niuss  nia»  l>ei  der  Methode  d^^^*^ 
Wahl  äquidistanle  Verhallnisse  (im  Sinne  der  Aequidistanz  S.  äG^-^' 
vorlegen,  und  bei  den  andern  Methoden  die  «'s  in  gleich  gross*^"^^ 
Intervalle  zusammenfassen;  kann  aber  auch  durch  Interpolation  die  ' 

von  ungleichen  Inleryallen  auf  gleiche  Intervalle  reduciren. 

10)  Kine  Ergünzung  und  Controle  der  verschiedenen  Melhoder  "*" 
durch  einander  ist   nicht   nur   ntifziich,  sondern  selbst  nöthig,   wec- -^' 

')    niese  lliilhirtin^  ist  in  dem  huI'  S.  56  besprochenen  Sinne  zu  versiehe«. 
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ede  für  sich  gewissen  Unvollkoinmenheiten ,  Schwierigkeiten  und 
;elbst  Bodenklichkeiten  unterliegt,  die  nicht  ebenso  die  andern  treflFen. 
rVenden  wir  uns  also  hienach  zu  einer  etwas  s{)ecielleren  Betrachtung 
ind  Vergleichung  der  einzelnen  Methoden. 

Was  die  erste,  die  Methode  der  Wahl,  anlangt,  so  ist  sie 
nsofem  unvollständiger  als  die  beiden  andern  Methoden,  als  durch 
liese  zwar  nicht  unendlich  viele  Werthe  t;,  aber  doch  jeder  mögUche 
larunter  geliefert  werden  kann,  indess  man  bei  der  Methode  der 
iVahl  gebunden  ist,  zwischen  den  nun  eben  vorgelegten  zu  ent- 
?cheiden ,  worunter  möglicherweise  das  wohlgefölligste  gar  nicht  sein 
kann.  Wenn  man  inzwischen  die  Frage  so  stellt,  wie  sie  hier  gestellt 
►vird,  ob  gewisse  Verhältnisse,  die  man  im  Auge  hat,  als  namentlich 
lie  einfachen  rationalen  Verhaltnisse  oder  der  goldne  Schnitt  einen 
Vorzug  der  Wohlgeftdligkeit  vor  einander  oder  vor  andern  benach- 
l)arten  und  ferner  liegenden  Verhältnissen  haben,  so  hat  man  es  ja 
n  seiner  Macht,  die  in  dieser  Hinsicht  vergleichsweise  zu  prüfenden 
ii^ei'hältnisse  selbst  unter  die  vorzulegenden  Verhältnisse  aufzunehmen, 
md  kann  ausserdem  aus  den  Vorzugszahlen  der  vorgelegten  Ver- 
lältnisse  durch  Interpolation,  wovon  im-  folgenden  Theile,  die  Vorzugs- 
:ahlen  der  zw  ischenliegenden  VerhUltnisse  und  selbst  den  Maximum- 
^verth ,  wenn  er  nicht  bei  einem  der  vorgelegten  Verhältnisse  selbst 
iegen  sollte,  ermitteln;  daher  für  die  Bestimmung  desselben  nach 
lieser  Methode  keine  fundamentale  Schwierigkeit  l)esteht. 

Mögen  überhaupt  bei  der  Methode  der  Wahl  irgend  welche  Ver- 
lältnisse  v  in  irgend  welcher  endlichen  Zahl  vorgelegt  worden  sein, 
.vofern  nur  die  darauf  fallenden  Vorzugszahlen  z  durch  eine  sehr 
jrosse  Zahl  von  Versuchen  gewonnen  sind,  so  wird  man  sicher  schlies- 
;en  können,  dass,  wenn  abermals  eine  sehr  grosse  Zahl  von  Ver- 
Jüchen  mit  denselben  Verhältnissen  unier  Zuziehung  neuer  Indi- 
viduen der  frühern  Klasse  angestellt  wird,  die  Vorzugszahlen  z,  welche 
Ulf  die  einzelnen  v  fallen,  den  früheren  projyoriional  sein  werden,  ab- 
gesehen von  kleinen  unausgeglichenen  Zußilligkeiten,  die  davon  ab- 
längen, dass  man  doch  nicht  eine  unendliche  Zahl  von  Versuchen 
joidesfalls  hat  anstellen  können;  man  wird  also  jedenfalls  .ein  festes 
Mass  der  relativen  Wohlgefälligkeit  für  diese  bestimmte  Aus- 
wvahl  der  Werthe  v  gewonnen  haben.  Aber  man  wird  nach  den 
jben   (S.  72)   gepflogenen  Erörterungen  nicht  schliessen  dürfen,  dass, 
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wenn  zwischen  die  hei  den  fiilhem  Wisuchen  voigelejilen  Veiliäl  V 
nidse  noch  neue  eingescholMin  werden,  das  Verhallnis«  der  Voi-ziij;— =siS- 
zalilen  fllr  die  früher  vitri^elegtcn  v  nwh  dasnelbe  hleihen  wird ,  rtÄ^la 
siel)  diet;ell)Gn  nun  luil  (!(■»  eiuf^esrholienen  dait^in  /u  iht^üen  nn'  ^nil 
nni  SU  mehr  dav))n  iin  dieselben  ahzupelMüi  hiilwa,  je  nöher  ihnen  die?Tj'_-=B.iB 
ttoiniiicn.  I'^hcn  so  «enij^  wird  da^i  Verhüttniss  (ter  Voranyszahle^  ?^^ja 
dassellie  ftir  (hesellH'n  r  lileihen.  wenn  von  den  früher  anij:ewendelet —^e» 
v  diese  iider  jene  weti^rlassen  wei-den.  Bei  der  nnheslinuidiiirt'r  — ^«li 
MöghehlioiL  nnn,  die  Vurlajje  der  v  nuch  Zahl  und  A))stiind  heliehi^  ■  «ig 
/.u  variiivit,  htil  ein  h litten leines  nnd  fnn<lHmentah>s  Interesse  eigenIA  Mi- 
Urh  nur  der  ideale  Fall,  auf  den  sich  aueh  unser  {dif^enieines  WohlB  ^A- 
ijeß)ltii;keilstiiiiss  schleclilliin  he/ielil.  ihiss  man  alle  nui^iliehe,  d.  i.  nii  m  «- 
eiidlii-h  \ii-le  Wi'rihe  v  zur  Auswahl  ^urffcleiil  denkl.  auf  welchen  äu  •  *- 
rU(-k7,iik<>riinit'n  die  Vorslelliiu&!.  iias.s  di<.>  »u(  ein  ji^ri^ehi^nes  v  fidleud»  KJe 
Vorzuyszahl  eigentlich  anf  dessen  Ij'iiikreisiiilerv.ill  tuil  verUieill  xi»  =" 
denken  isl,  den  Weg  liietet. 

Eine  wesenlliehere  Srhw'i«'rigkeil  der  ersten  Mcllifxle  kann  ir^  ^^ 
folgendem  ünislanile  gefunden  werden. 

Selum  im  gewiihnliehen  Leben  werden,  abgesehen  von  rnaneheir»  "^ 
l'ersonen .  welche  ausnahmsweise  Extreme  heben,  solche  verworfem""»  *" 
uüd  sog,  miniere  Verhültuisse  im  L'rtheil  wie  in  den  Anwendungerr»  ■^f 
iievorv-ugl,  wonach  sich  nui'  fragt ,  welches  darunter  die  nieistenr"»"*^' 
Vorzugsstimnien  für  sich  vereinigt,  denn  das  an  sich  wohlgefälligslcss»-»* 
Verhaltniss  ist  eben  ein  mitlleres.  Legt  man  nun  eine  beschränktem» -■ - 
Zahl  von  Verhältnissen  vor,  so  können  (Ueüelben  entweder  alle  klei — ■-- 
ner  oder  alle  grösser  sein  als  das  vortlieilhafteste  Verhaltniss,  wa^^^^' 
als  Dehnitivresultat  aus  allen  Versuchen  hervorgeht,  oder  können*»^* 
dasselbe  zwischen  sich  lassen.  Sind  alle  kleiner,  so  wird  das  grösste^  *  = 
darunter  dem  vorthcilhaftesten  Verhältnisse  am  nächsten  liegen,  undS^*"' 
insofern  Anlass  sein,  es  zu  bevorzugen ;  aber  insofern  es  doch  ein  *»  • ' 
Exti-em  in  der  Reihe  ist,  die  man  gerade  vor  sich  hat,  v\'ird  das  s*^ 
llrlheil  hie\on  mitbestimmt,  nnd  man  vielmehr  geneigt  sein,  statt  -3-'  ' 
dessen  ein  mittleres  Verhaltniss  dieser  Reihe  vorzuziehen,  um  so  <^^* 
mehr,  wenn  die  Reihe  so  nach  der  Gitisse  der  Verhaltnisse  geord-  — ' 
net  ist,  dass  das  der  Grösse  nach  mittlere  Verhaltniss  zugleich  der  "*' 
Lage  nach  ein  mittleres  ist.  Ja  wenn  das  an  sich  vortheilhaftesle  ^^ 
Verhaltniss  selbst  eine  Grunze  der  Reihe  nach  Grösse  und  Lage  bil-  ' 
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det,  kann  sich  dieser  Confliet  in  der  Weise  gellend  machen,  dass 
'  nach  Umständen  entweder  das  vortheilhaftesle  Verhältniss,  trotz  dem, 
dass  es  ein  Extrem  der  vorHegenden  Reihe  ist,  oder  ein  mittleres 
Verhältniss  dieser  Reihe,  Irolz  dem,  dass  es  nicht  das  absolut  vor- 
theilhafteste  ist,  bevorzugt  wird.  Dass  ein  solcher  Confliet  zwischen 
dem  Verhältnisse,  welches  bei  freier  Wahl  unter  allen  möglichen 
Verhältnissen  als  das  wohlgeßllligste  erscheint,  was  so  zu  sagen  die 
allgemeine  Mitte  bildet*)  und  demjenigen,  welches  unter  den  gerade 
vorliegenden  Verhältnissen  die  Mitte  hält,  in  der  Bestimmung  des 
Lrtheiles  stattfindet,  davon  habe  ich  mich  mehrfach  durch  Vorlage 
je  dreier  Rechtecke  oder  andrer  Probeobjecte  von  verschiedenen  Ver- 
hältnissen in  der  Art  überzeugt,  dass  ich  das  nach  der  Gesammtheit 
der  V^ersuche  vortheilhaftesle  Verhältniss  bald  die  Mitte,  bald  das 
Ende  der  kleinen  Reihe  nach  Grösse  und  Lage  bilden  liess,  wo  es 
öfter  erstenfalls  als  zweitenfalls  von  denselben  Individuen  l)ei  Vorlage 
zu  verschiedenen  Zeiten  vorgezogen  wurde.  Ich  nenne  diesskurz 
den  Einfluss  der  Mitte  oder  der  Ab  weichung  von  der  Mitte, 
je  nachdem  die  Begünstigung  des  Voi-zugs  durch  die  erstre  oder  die 
Benachtheiligung    durch  die  letztre   in    Betracht  kommt.  **}       Dieser 

*)   Eine  eigentliche  MiUe  von  Vcrh'allnissen,  die  ohneGrUnze  der  Grösse  variiren, 
f^iebt  es  natürlich  nicht. 

'"^j  Schon  lange  bevor  ich  an  diese  Untersuclmng  dachte ,  bemerkte  mir  einmal 
E.  n.  Weber,  dass  nach  seiner  Ansicht  der  schönste  menschliche  Körper  insofern  als 
der  s(*hönste  erscheine ,  als  er  die  Mitte  zwischen  den  überhaupt  vorkommenden  Ab- 
weichungen der  Form  des  Körpers  nach  einer  und  der  andern  Seile  darstelle.  Die 
gerade  Nase  erscheint  in  der  Thal  allgemein  gesprochen  vortheilhafter  sowohl  als  die 
Habichtsnase  als  eingebogene  Nase ;  zwischen  den  sehr  magern  und  sehr  dicken  Per- 
sonen liegt  die  schönste  Mitte.  Vielleicht  war  es  die  Erinnerung  an  diese,  mir  be- 
merkenswerth  erschienene,  Aeusserung,  welche  mich  \on  vorn  herein  bei  meinen  Ver- 
suchen auf  das  Princip  der  Mit,te  Rückisicht  nehmen  liess ;  wie  denn  auch  Weber  selbst 
mich  gelegentlich  erinnert  hat,  diese  Rücksicht  nicht  zu  versäumen.  Natürlich  übrigens 
kann  die  Schönheit  des  menschlichen  Körpers  nicht  allein  vom  Princip  der  Mitte  ab- 
hängig gemacht  w  erden .  was  ich  auch  in  jenem  Ausspruche  Webers  nicht  suche ,  da 
die  Mitte  zwischen  gleichgültigen  Formverhältnissen,  w^elcher  Art  sie  immer 
seien,  wenn  auch  in  relativem  Vorlheil  gegen  die  Extreme,  doch  durch  ihre  blosse 
Function  als  Mitte  keinen  Reiz  entwickeln  kann,  welcher  mit  dem  der  Menschenschön- 
heit irgendwie  vergleichbar  Ist.  Aber  im  Zusammentretlen  mit  den  andern  Momenten 
der  menschlichen  Schönheit  's.  S.  29)  kann  sich  nach  dem  ästhetischen  Hülfsprincip 
der  Reiz  derselben  unverhältnissmässig  mehr  steigern,  als  man  nach  der  eignen  Lei- 
stung desPrincipes  der  Mitte  \erniuthen  sollte,  etwa  wie  i  gegen  1000  verschwindend 
^scheint,  aber  1000  daraus  machen  kann. 
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Einlluss  verdient  noch  eine  sehr  sorgfältige  methodische  Untersuchung, 
wobei  es  gelten  wird,  den  Einlluss  der  Grösse  und  Lage  zu  tren^ 
neu,  nicht  nur  in  Rücksicht  dessen,  dass  er  bei  unsern  Versuchen 
berücksichtigt  sein  will,  sondern  weil  er  unter  den  Umständen.,  wo- 
von Wohlgeralligkeit  abhUngt,  überhaupt  zählt,  also  in  der  Aesthetik 
überhaupt  berücksichtigt  sein  will.  Diese  Untersuchung  habe  ich  bis 
jetzt  noch  nicht  'angestellt,  da  sie  voraussetzlich  weit  ^auslaufen 
müsste,  um  allgemein  und  präcis  ausdrückbare  Resultate  zu  liefern; 
sondern  nur,  nachdem  ich  sein  Dasein  überhaupt  erkannt,  in  folgen- 
den Weisen  zu  verhüten  gesucht,  dass  die,  nach  unsrer  ersten 
Methode  zu  erhaltenden,  Resultate  nicht  dadurch  verfölscht  werden. 

Am  sichersten  schliesst  man  natürlich  den  Einlluss  der  Mitte 
nach  Grösse  und  Lage  aus,  wenn  man  von  den  zu  prüfenden  Ver- 
hältnissen  immer  nm  je  zwei. auf  einmal  dem  Urtheil  darbietet;  und 
ich  glaube  in  der  Thal,  dass  sich  hierauf  überhaupt  die  an  sich  vor- 
theilhafteste  Anwendung  der  Methode  der  Wahl  gründen  lässt,  hal)e 
auch  Versuche  danach  eingeleitet,  aber  noch  nicht  weit  genug  durch- 
geführt, um  über  den  Erfolg  derselben  schon  sichre  Angaben  machen 
zu  können,  was  hauptsächlich  daher  rührt,  dass  man,  um  das  Ver- 
fahren in  dieser  Weise  durch  eine  grössere  Reihe  von  Verhältnissen 
durchzuführen,  über  eine  grössere  Zahl  von  Versuchssubjecten  mit  mehr 
Geduld  und  Bereitheit  zu  den  Versuchen  muss  disponiren  können, 
als  mir  seither  zu  Gebote  gestanden  haben;  auch  hat  mir  die  vor- 
ihoilliaflesle  Weise  der  Durchführung  nicht  von  vorn  herein  vorge- 
scli\v(*l)l ;  ich  holfe  aber  später  bestimmtere  Angaben  darüber  machen 
zu  können. 

Z\v(»itens  kann  man  leicht  durch  vorläufige  Versuche  Gränzen 
ermitteln,  zwischen  weichen  das  wohlgefälligste  Verhältniss  jedenfalls 
zu  suchen  ist,  denn  so  schwankend  das  Urtheil  in  der  genaueren 
Bestinunung  dieses  Verhältnisses  sein  mag,  so  wenig  pflegt  es  zu 
zögern,  Verhältnisse  üIkm'  gewisse  Gränzen  der  Grösse  und  Kleinheil 
hinaus  üheiiiaupt  als  ungef^ällig  zu  verwerfen.  Nun  hat  man  absicht- 
lich ausser  den  Verhältnissen,  zwischen  denen  die  Entscheidung  noch 
zu  suchen  ist,  nach  beiden  Seiten  andre  zuzufügen,  wodurch  der 
Fall  dem  des  Lebens  analoi'  wird.  Zunächst  zwar  lässt  sich 
fragen,  ob  nicht  hiemit  das  Urtheil  sich  um  so  sichrer  auf  das 
miltelsle    von  allen    fixirl,  wogegcMi  aber  die  Erfahrung  dafür  spricht. 
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dass  dann  der  Einfluss  der  Mitte  sich  auf  die  mittlem  mehr 
gleichförmig  vertheilt;  wie  es  denn  in  dem  Gränzfalle,  dass 
man  dreien  oder  raehrem  Verhaltnissen  unendlich  viele  nach 
beiden  Seiten  zufügen  wollte,  natürlich  ist,  dass  der  Einfluss  der  Mitte 
mit  der  Entfernung  von  den  Enden  mehr  und  mehr  unbestimmt  wer- 
den mtisste.  Und  da  selbst  bei  Vorlage  von  blos  drei  Verhältnissen 
der  Einfluss  der  Mitte  keinesweges  entscheidend,'  sondern  blos  con- 
currirend  mit  dein  Vorzuge  an  sich,  ist,  so  scheint  es,  dass  man  auch 
keine  grosse  Anzahl  nach  beiden  Seiten  zuzufügen  braucht,  um  die 
W^ahl  zwischen  den  mehr  nach  der  Mitte  zu  liegenden  Verhältnissen 
nicht  mehr  erheblich  dadurch  bestimmt  zu  halten.  Man  wird  sich  aber 
um  so  mehr  überzeugt  halten  dürfen,  dass  ein  gegebenes  Verhältniss 
seinen  Vorzug  vor  den  andern  nicht  dem  Einflüsse  der  Mitte  ver- 
dankt, wenn  es  eben  die  Mitte  nicht  wirklich  bildet.  Sollte  aber  die 
Mitte  mit  dem  am  meisten  bevorzugten  Verhältnisse  gerade  getroffen 
sein,  so  würde  man  die  Versuche  durch  Weglassen  eines  oder  meh- 
rerer Verhältnisse  an  einem  Ende  so  abzuändern  haben,  dass  es  sie 
nicht  mehr  bildet,  ohne  doch  selbst  ans  Ende  der  Reihe  zu  kommen. 
In  jedem  Falle  wird  man,  wenn  man  nur  wenige  Verhältnisse  auf 
einmal  vorlegen  will,  zweckmässig,  wenn  nicht  blos  zwei,  mindestens 
vier,  überhaupt  eine  paare  Anzahl  vorzulegen  und  die  zwei,  in  deren 
Gegend  die  Entscheidung  zu  suchen  ist,  zu  den  zwei  mittleren  zu 
machen  haben,  wo  dann  fUr  sie  der  Einfluss  der  Mitte  merklich,  und 
bei  Aequidistanz  aller  Verhältnisse  völlig  gleich  wiegt. 

Wenn  inzwischen  mit  all  dem  noch  ein  Verdacht  bestehen  sollte, 
dass  die  Resultate  vom  Einfluss  der  Mitte  nicht  unbetheiligt  seien,  so 
findet  man  in  den  beiden  andern  Methoden,  bei  welchen  der  Einfluss 
der  Mitte  fehlt,  das  Mittel,  dieselben  zu  controliren. 

Aber  noch  ein  Bedenken  ertiebt  sich  gegen  die  Methode  der 
Wahl  gemeinsam  mit  der  Methode  der  Herstellung,  in  so  weit  es  sich 
um  die  Untersuchung  reiner  einfacher  Formwohlgefölligkeit  handelt, 
ohne  die  der  Verwendung  eben  so  zu  betreffen. 

Wenig  Gegenstände  giebt  es  überhaupt,  bei  denen  die  Form 
durch  die  Rücksicht  auf  Wohlgefälligkeit  an  sich  allein  oder  vorzugs- 
weise bestimmt  ist,  sondern,  wie  von  vornherein  bemerkt  worden 
ist,  kommen  Rücksichten  auf  Idee,  Zweck,  Bedeutung,  Zusammen- 
stellung   mit   andern  Formen   mehr  oder  weniger   als  mitbestimmend 


udoj'  selbst   liaii[)llie.s(iiiiiii('iiil    in   Bi^lrai'lit ;    tiucli  sind  wir  durch  ib     1 
Leben   so   daran   gewöhnt,    liass,    wenn  nun  vcilangt  wird,    wk'  w     \^ 
Kegel  bei  den  Methoden  der  Wald  und  Hei';stelhiiiK  bo/.Uglicli  uusrer     K 
Anl'gDbe    ist,  Formen  rllcksicbtslos    auf  ihre    Verwendunf;    hinsit'hllk'V     m 
ihrer  \Vo)df{fl^lHf?k(.'it    zn    beurtbeilen    oder  als  \vi)bl^eiltlhi<slc  lientvi-     1 
siellt'ii,    das  Gei'ilhl  des  Mangels   binreit-hend  liest imniender  MnineikV 
enistehl ,    hieinit    das    L'rtheil     im^hr    oder     vveni!<;ei'     unsicher    nd*'' 
schwankentl  wird,    und   so  schiebt  sich,    um  dem  zu  entgehen,  i»  «' 
wilikilhrlifb    odci'   aui-h    witikulirlieb   —    denn    wer   kann    diess  lii  «- 
dern  —  i^ar  leicht  der  üedauke  an  eine  Verwendunj;;  unter,  so  di^  «  ; 
man  selbst  auf  die  Ansieht  kumiiien  künnLc,    dass  alle  Urtheüe,   iB  ie 
;;el>illl    werden,   unter  dem   Einllusse  solcher   Nebengedanken    i^efte.  llt 
werden,  und  nidil  einmal  filr  die  Existenz  eim-r  Komiwohtgefälli  ;^^ 
keil    an    sieh    beweisen,    f^esehweige    zu    nltliom    Restinuuungen    da»  r- 
Über  rillit-en  künnen.     Doch  lUssl  sich  hiegegen  Folgendes  sagen. 

Wenn  lieispielsweise  abstracte  Ke(;hlerkfi  von  abgeautierten   CSi-  , 
nu>nsi(>nsverhältnissGn  zur  Auswahl  des  wohlgefölligsten  vorgdej^t  wtz^-r- 
ilen,  SU  wird  man  auch  vorxugsweise  geneigt  sein,  dabei  an  eintacSte 
reelUeekige    GegenstSlnde    zu    denken.     Aber   hier  hat  man  die  Wi^W 
zwischen  Thilren.  Fenslern,  Hlichern,  Visitenkarten,  Briefen,  Sehiefti-r' 
tafeln,  BiUlern ,    PfelTerkuchen ,    WilrfelHachen    u.  s.  w.;     und  indc^^"' 
Jeder   an  das  denkt,   was  ihm  zunächst  einnilll  oder  in  seinem  .W    n* 
schauungskreise  vorwiegt,   wird  er,   insofern    er  sich    überhaupt  v       on 
liewussten  Nebengedanken  bestimmen  iSsst  —  was  doch  bei  einig^^i" 
Abstractionsvcrmögen  niclil  nothwcndig  isl  —  diess  oder  jenes  Vt — ^'^' 
hiiltniss  vorziehen.     Sohle  nun  Überhaupt  der  ganze  Erfolg  der  Vu^^*''" 
.•iuche  auf  solchen  Nebengedanken   beruhen,    so   wäre   zu   erwarl^^*" 
dass    die  Urtheile  bei   den  unbestimmten  schwankenden  Antitssen  s>      ^' 
diess  oder  jenes  zu  denken,  sich  ganz  unregelm^ssig  zerstreuen,  stL.^^" 
zu    einem    Maximunnverthe  des    Vorzuges  zu    führen,    wie  es  doi^^"'' 
der    Fall    ist,    und    sich  dadurch  erklärt,   dass    durch     alle    wecl    ^' 
selnden    Mitbestinunungen    der    WohlgefUlligkeit     an  sich  diese  na" 
einem    constanten  Einflüsse    hindurcliwirkt.       Nur   in  dem     Falk'r 
dass    sich   ein   Gegenstand    von   sehr    dominirendem    Einflüsse    nacli- 
vvcisen  linsse  —    und   ein   solcher  könnte  der  Aufmerksam  keil  nicht       i 
entgehen    —    dessen    durch    Zweck    oder    Bedeutung    vielmehr    aU 
Wolilgefltlligkeit    an    sich    bestimmte    Form    gerade    das    im  Maximuni 
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bevorzugte  Verhältniss  einhielte,  würde  man  Verdacht  haben  können, 
dass  der  Gedanke  an  die  Form  dieses  Gegenstandes  das  allgemeine 
ürtheil  in  der  Bevorzugung  des  betreffenden  Verhältnisses  wesentlich 
bestimmt  hätte,  und  es  ist  in  der  That  bei  den  Erfolgen  der  Ver- 
suche nach  der  ersten  und  zweiten  Methode  zu  überlegen,  ob  etwas 
ier  Art  vorliege.  Existirt  aber  überhaupt  eine  FormwohlgefUlligkeit  an 
sich,  und  ist  ein  Fall  letzter  Art  nicht  nachweisbar,  so  wird  die  Unmög- 
lichkeit das  Mitspiel  von  Nebengedanken  jener  Art  bei  den  Versuchen 
2;anz  auszuschliessen,  keinen  andern  Erfolg  haben,  als  dass'  der  Eine 
nach  der  einen,  der  Andre  nach  der  andern  Richtung  von  der  an 
jich  wohlgefälligsten  Form  bei  der  Wahl  oder  Feststellung  abweicht, 
iie  Abweichung  aber  um  so  seltener  wird,  je  grösser  sie  ist,  weil 
iie  doch  immer  mitwiegende  Rücksicht  der  Formwohfgeftilligkeit  an 
sich  dann  um  so  sträker  gegengewiegt.  Des  Näheren  kann  in  dieser 
Hinsicht  auf  die  im  vorigen  Abschnitte  (IV)  gepflogenen  Erörterungen 
zurückverwiesen  werden,  aus  welchen  hervorgeht,  dass  zufällig 
wechselnde  Mitbestimmungen  des  Urtheiles  dem  Erfolge  unsrer  Me- 
thoden überhaupt  nicht  im  Wege  stehen,  vielmehr  für  die  tiefere  Deu- 
tung derselben  selbst  wesentlich  in  Rücksicht  kommen.  Ja  ohne 
das  Mit^piel  derselben  würde  sich  zwar  der  an  sich  wohlgerälligste 
Werth  aufs  Leichteste  ohne  besondere  Versuche  ermitteln  lassen, 
Gradationen  der  Wohlgefälligkeit  bei  Abweichung  davon  aber  gar 
nicht. 

Sollte  endlich  doch  noch  ein  Verdacht  gegen  den  Ausfall  der 
beiden  ersten  Methoden  in  dieser  Hinsicht  übrig  bleiben,  so  tritt  nun 
Jie  dritte  Methode  hinzu,  ihm  zu  begegnen.  Es  giebt  in  der  That 
Gegenstände,  bei  denen  Idee,  Zweck,  Bedeutung,  Zusammenstellung 
50  wenig  determinirend  für  eine  bestimmte  Form  sind,  dass  die  Rück- 
sicht auf  Wohlgefälligkeit  der  Form  an  sich  als  constantes  Moment 
[leterminirend  übrig  bleibt.  Haben  sich  nun  auch  bei  der  Verfertigung 
solcher  Gegenstände  für  das  Leben  subjective  und  objective  Mitbe- 
stimmungen mannichfachster  Art  zufällig  geltend  geniacht,  was  eben 
so  wenig  ausgeschlossen  ist,  als  die  zufälligen  Nebengedanken  bei 
der  Methode  der  Wahl,  so  werden  sie  doch  eben  so  nur  Abwei- 
chungen nach  beiden  Seiten  von  einer  im  Maximum  bevorzugten  Form 
darstellen,  die  um  so  seltener  werden,  je  grösser  sie  sind,  und  den 
Erfolg  der  Methode  nicht  hindern. 

Abhandl.  d.  K.  8.  Gesellich.  d.  WisMnsch.   XIV.  44 
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Von  aiiikTerSoik'  uIkt  ^^it<l  man  sich  durli  niclil  ^aii/  »iirilif  dritli} 
Methode  allein  verlassen  dürfen,  da  olme  nachweisbare  und  starke 
i'este  Mitlie!;tin)iuungen,  die  der  Aiifiiieiksainkeil  nictil  eiilgehon  künoten, 
doch  leise  Mitliestimmungen  in  gewisser  Richtung  sich  derselben  onU 
ziehen  künnten,  wovon  man  aber  auch  nnr  schwache  Abweichungen 
vom  Resultate  der  ganz  reinen  Methode  erwarten  dUrIW. 

Kino  sehr  wichtige  Vorsicht  bei  Versuchen  nach  der  Methode 
der  Wahl  ist  die,  die  zu  vergleichenden  Pi-obeoiijecle  in  gleicher 
Vollkoninionheit  vorzulegen,  damit  kein  anderer  Uuistand,  als  der  auä- 
(h'ilckÜch  in  Untersuchung  gezogene,  auf  das  Vorzugsurlheil  EinQniu 
gewinne.  Sollte  eins  oder  das  aaücre  in  der  Form  oder  Farbe 
chitFonirt,  sollte  ea  scliief  hcrgeslellt,  schmutzig  oder  Qcckig  sein,  so 
wird  es  sofort  bie^bireh  in  Naehtheil  gegen  die  andern  gerathen 
und  Gefahr  laufen,  blos  desshalb  gogen  die  andern  verworfen  zu  wer- 
den. Haben  nun  durch  den  wiederhollen  Gebrauch  die  Probeobjecte 
irgendwie  gelitten,  so  sind  sie  sänimllich  zu  erneuern,  ulier  niclit  er- 
neuerte zu  den  allen  zu  fügen,  was  ein  verschiedenes  Aussehen  der- 
selben bedingen  wUrde. 

Bei  der  zweiten  Methode,  der  Methode  der  Hersleüung,  k'innte 
niüglicherweiso  folgemler,  als  <:onslantcr  Fehler  zu  bezeichnende 
l'iiisland  eine  Holle  spielen ,  und  niilunlei'  Abweichungen  von  den 
Resultaten  der  beiden  andern  Methoden  bedingen.  Wenn  ich  bei- 
spielsweise den  Querbalken  eines  Kreuzes  auf  dem  Langsbalken  da- 
gegen senkrecht  vorschieben  lasse,  bis  er  die  wohlgefälligste  Stellung 
zu  haben  scheint,  so  kann  es  min,  dass  Personen  von  einer  gewissen 
Individualiiai,  als  z.  B.  Männer,  bei  dem  nie  fehlenden  Schwanken, 
auf  welche  Stellung  sie  sich  lixiren  sollen,  die  rechte  Stellung  Heber 
etwas  überschreiten,  als  dahinter  zurückbleiben,  andre,  als  z.  B.  Frauen 
mngekehrt;  so  dass  jene  den  Balken  durchschnitllich  etwas  hoher 
siellen  als  diese,  tndess  vielleicht  bei  der  Methode  der  Wahl,  wo  die 
V(!rhallnisse  vorgegeben  sind,  beide  sich  in  gleicher  Bevorzugung  der- 
selben Verhältnisse  vereinigen.  Factisch  unterscheiden  sich  jedenfalls 
Männer  und  Frauen  durchschnittlich  etwas  in  der  Höhenstellung  des 
Querbalkens  bei  den  Herslellungsversuchen  des  Kreuzes;  doch  habe 
ich  noch  nicht  ermittelt,  ob  diess  wirUich  von  einem  solchen  con- 
slanlen  Fehler,  oder  einer  Verschiedenheit  des  Geschmackes  an  sich 
abhangt,  wozu   ein   Vergleich  mit  den  Resultaten   die  Methode  der 
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Wahl  nöthig  sein  wird.  Vielleicht  reichen  die  Data,  die  mir  darüber 
zu  Gebote  stehen,  schon  hin,  eine  Entscheidung  zu  fällen ;  doch  sind 
meine  Versuchsreihen  in  dieser  Hinsicht  noch  nicht  genau  unter- 
sucht. 

Die  Methoden  der  Wahl  und  Herstellung  mit  Verwendung  theilen 
zum  Theil  die  Vortheile  und  Nachtheile  der  reinen  Methoden,  haben 
aber  den  ganz  besondem  Vortheil  vor  ihnen  voraus,  dass  die  Ver- 
suchssubjecte  sich  im  Allgemeinen  lieber  und  mit  entschiedenerem 
Urtheile  darauf  einlassen,  da  ihnen  keine  ungeläufige  Abstraction 
dabei  zugemuthet  wird. 

Stimmt  endlich  der  Maximumwerth  und  Gang  der  Bevorzugungen, 
die  man  nacfi  den  verschiedenen  Methoden  erhält ,  insoweit  Uberein, 
als  es  der  unausweichliche  h-rthum  wegen  nicht  hinreichender  Zahl 
der  Beobachtungen,  das  mögliche  Vorhandensein  kleiner  fester  Mit- 
bestimmungen, die  sich  nicht  auffinden  oder  berücksichtigen  Hessen, 
und  das  etwaige  Mitspiel  constanter  Fehler  zulässt,  so  hat  man  darin 
eine  wechselseitige  Controle  des  Resultats  dieser  Methoden. 

Schliesslich  ist  es  mit  den  ästhetischen  Gesetzen  wie  mit  den  Natur- 
gesetzen. Dass  das  Gravitationsgesetz  genau  dem  umgekehrten  Ver- 
hältnisse des  Quadrates  der  Entfernungen  folgt,  lässt  sich  durch  keine 
Beobachtungen,  Versuche,  Rechnungen  beweisen.  Es  muss  genügen, 
den  Beweis  mit  solcher  Approximation  zu  führen,  dass  die  Ab- 
weichung durch  die  Unsicherheit  und  Störungen  der  Beobachtungen 
erklärlich  scheint.  Und  so  muss  das  Entsprechende  auch  hinsichtlich 
des  Beweises  für  die  Statthaftigkeit  des  goldnen  Schnitts  oder  sonst 
eines  Verhältnisses  als  ästhetisches  Normalverhältniss  gelten.  Die 
Beobachtungen  führen  hier  wie  da  nur  zu  Zahlenverhältnissen,  die 
denen,  bei  denen  man  als  den  wahrhaft  gesetzlichen  oder  normalen 
stehen  bleibt,  sehr  nahe  liegen ;  und  man  bleibt  zuletzt  nur  bei  diesen 
stehen,  weil  man  eine  grössere  Befriedigung  darin  findet ,' Verhält- 
nisse, die  einen  einfachen  Ausdruck  zulassen,  oder  sich  von  einem 
einfachen  Princip  abhängig  machen  lassen,  fundamentalen  Gesetzen 
unterzulegen,  als  motivlos  scheinende  Abweichungen  davon. 
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